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Introducao

Prezado(a) leitor(a). E com satisfacdo que apresentamos o
caderno de resumos da 8 edi¢ao da Jornada de Matemdtica,
Matemadtica Aplicada e Educagcao Matemdtica - J3M. Esse é um
evento idealizado, produzido e coordenado pelos estudantes do
grupo PET Matematica da UFPR.

A J3M surgiu da necessidade e do desejo de se criar um
ambiente propicio para a apresentagao de trabalhos de Iniciagao
Cientifica nas diversas areas da Matemética. E um evento que
tem se consolidado como um importante canal de comunicagao
entre o grupo PET Matemaética, estudantes e professores do
Curso de Matematica da UFPR e de outras universidades.

Nesta edi¢ao, temos 90 trabalhos inscritos e distribuidos
nas areas de Algebra, Anadlise Matematica, Analise Numérica,
Educacao Matematica, Equacoes Diferenciais, Geometria, Oti-
mizagao e Projetos. As bancas especializadas de avaliagao sao
compostas por docentes e estudantes de pos-graduacao da UFPR.
Como forma de incentivo aos alunos apresentadores, sao conce-
didas distingoes aos trabalhos que obtém as melhores avaliagoes
por parte das bancas.

Gostaria de agradecer a cada um dos integrantes do grupo
PET Matematica pela dedicacao e cuidado que dispensaram
para a realizacao desta edicao da J3M. Também agradeco aos
professores e estudantes de pds-graduacao pelo excelente tra-
balho realizado nas bancas de avaliagao. Registramos também
nosso reconhecimento a Direcao do Setor de Ciéncias Exatas, ao
Departamento de Matematica e a Coordenacao do Curso de Ma-
tematica, pelo apoio recebido em todas as etapas deste evento.

Prof. Dr. Cleber de Medeira
Tutor do PET Matematica - UFPR
Novembro de 2024
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Resumo:

A classificacdo a menos de isomorfismos das &lgebras de Jordan de dimenséo 3
sobre um corpo K algebricamente fechado e de caracteristica diferente de 2 foi rea-
lizada em 1978 por H. Wesseler, conforme descrito em [8]. No entanto, esse traba-
lho é de dificil acesso, tanto pelo idioma em que foi escrito (alem&o), quanto pela
indisponibilidade online. Diante disso, nosso projeto teve como objetivo refazer a
classificagcdo das algebras de Jordan de dimensao 3, utilizando os métodos empre-
gados em [4], onde o autor classifica as algebras de dimensao 4. Verifiguemos entao
algumas definicdes importantes para o trabalho realizado.

Primeiramente, dizemos que duas K-algebras (4,-) e (4, x) sdo isomorfas se
existe um isomorfismo de espagos vetoriais T : A — A’ que preserva o produto, i.e.,
talque T'(x - y) = T(x) * T'(y), Y,y € A.

Definicdo: Uma K-algebra J é chamada de K-algebra de Jordan se seu produto
satisfaz a condigao de comutatividade zy = yx,Vz,y € J e uma versdo debilitada da
associatividade, chamada Identidade de Jordan: (z%y)x = 2%(yx),Vr,y € J.

Podemos reescrever a identidade de Jordan através da relagéo (z%,y,z) = 0, onde
(z,y,2) :== (zy)z — z(yz) é 0 associador. Linearizando completamente a identidade e
usando o fato que a algebra é comutativa, obtemos a identidade equivalente:

(zy,z,t) + (at, 2,y) + (yt,z,x) = 0,V y,2,t € J.

Uma K-algebra de Jordan J é chamada de simples se J? # 0 e 0 e .J sdo os Unicos
ideais de J. Diremos ainda que J é nilpotente se existe um nimero natural n tal
que o produto de quaisquer n elementos da algebra, com quaisquer distribuigdo de

*Bolsista do PET-Matematica.



paréntesis seja igual a zero. O menor de tais nimeros é denominado indice de nil-
poténcia de J.

Exemplo: Seja V um espaco vetorial e f : V x V — K uma forma bilinear simétrica.
Se considerarmos J(V, f) = K-1®V a soma direta do espago vetorial IV com o espaco
vetorial K- 1 = {a - 1, € K} junto com o produto [, definido por:

(a-1+2)B (B 1+y) = (aB+ f(z,y) - 1+ (Bz + ay)

emaque o, € K, z,y € V,entdo (J(V, f),[J) € uma algebra de Jordan. Se, além disso,
aforma f for ndo degenerada e a dimg V > 1, a algebra é também simples.

Durante a revisao bibliografica, foram estudados os resultados e teoremas em [6]
dentre os quais destacamos:

(a) existe um unico ideal nilpotente maximal de J, que chamaremos de radical de J
e sera denotado por Rad(.J);

(b) o quociente de J pelo seu radical € uma algebra de Jordan semissimples (i.e.
€ uma soma direta de algebras simples), e sera denotada por J,;

(c) se J é uma élgebra semissimples, entdo possui um elemento unidade e sua
decomposigdo em algebras simples é Unica.

Além destes, também foram de suma importancia:
(a) o Teorema de Albert (veja [3]) que classifica as algebras de Jordan simples;

(b) o Teorema Principal de Wedderburn em [7] que nos diz que J se decompde como
J = J,; ® Rad(J) (soma direta de espagos vetoriais); e

(c) a Decomposigao de Peirce de uma algebra de Jordan, segundo [3].

Assim, a classificagao das algebras de Jordan de dimenséo 3 foi feita considerando
4 casos, de acordo com as possiveis dimensdes do radical nilpotente: 0,1,2 e 3.

No caso em que dim Rad(J) = 0, pelo Teorema Principal de Wedderburn, J sera
uma algebra semissimples e a classificacdo € uma consequéncia do Teorema de Al-
bert ([3]). Analogamente, se dim Rad(.J) = 3, J sera uma algebra nilpotente e estas
foram classificadas por Ancochea Bermuldez, Fresan e Bentabol em [1].

Os casos mais desafiadores acontecem quando dim Rad(.J) = 1 ou dim Rad(J) =
2. Nesses caso, a parte semissimples da algebra J,, é determinada pelo Teorema
de Albert e 0 elemento unidade dessa subdlgebra serd um elemento idempotente
da algebra J o que permitird que J admita uma Decomposicao de Peirce, a qual
serd herdada pelo seu radical nilpotente, uma vez que este € um ideal. Agora basta
analisar os diferentes subespacos de Peirce que admite Rad(J) para obtermos todas
as possiveis algebras de Jordan.

Ao todo foram obtidas, a menos de isomorfismos, 20 K-algebras de Jordan de
dimenséo 3 sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2.
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Resumo:

A nocao de agao parcial apareceu pela primeira vez na literatura em 1994 em um
trabalho desenvolvido por Ruy Exel [2] em que o conceito de produto cruzado de uma
C*-&lgebra por uma agao parcial do grupo ciclico infinito foi introduzido. O trabalho de
Exel foi posteriormente generalizado por McClanahan [6] em 1995 onde uma definigao
de produto cruzado de uma C*-algebra por uma agao parcial de um grupo discreto foi
formalizada.

A nogao de agdes parcial de grupos em conjuntos foi introduzida por Exel [3] em
1998 motivado pelo grande interesse no conceito de agbes parciais de grupos em C*-
algebras e, desde entdo, o conceito de agdes parciais de grupos tem aparecido na
literatura em diversos contextos.

Um importante problema envolvendo acdes parciais é o problema da globalizagao.
Em suma, agdes globais naturalmente induzem agdes parciais via processo de restrigao
e isso motiva a pergunta: quando uma agao parcial é globalizavel? Isto é, quando uma
acao parcial pode ser obtida através da restricdo de uma agao global? Abadie [1] mos-
trou em 1999 que toda agao parcial de um grupo em um conjunto é globalizavel.

Motivado pelo problema da existéncia de globalizagées para agoes parciais, mui-
tos trabalhos foram desenvolvidos em varios contextos diferentes: agdes parciais de
grupos em objetos como espacos topoldgicos, anéis, C*-algebras; agdes parciais de
monoides, semigrupos, semigrupos inversos, algebras de Hopf, grupoides ordenados
e categorias pequenas.

Nessa palestra vamos abordar o problema da globalizagdo para agdes parciais de
semigrupos inversos em conjuntos usando uma versao adaptada da definigao de agao
parcial de semigrupo inverso em conjunto dada em [7]: vamos utilizar a nogao de ho-
momorfismo parcial de semigrupos inversos ao invés de pré-homomorfismos. Embora
tenha sido provado em [5] (Teorema 6.10) que toda acgao parcial de um semigrupo
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inverso em um conjunto é globalizavel, vamos apresentar um argumento sem preci-
sar passar por uma unitizagao do semigrupo. De forma resumida, nosso argumento é
uma adaptagao direta da prova do resultado obtido para agdes parciais de grupos em
conjuntos dada em [4].
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Resumo:

O presente trabalho tem como objetivo entender uma demonstragdo do Teorema
Espectral. Este resultado, amplamente conhecido e abordado em cursos classicos
de Algebra Linear, afirma que a classe de operadores lineares auto-adjuntos é
diagonalizavel. Isso significa que, dado um operador linear auto-adjunto definido em
um espago vetorial real ou complexo de dimensdo finita com produto interno, &
possivel encontrar uma base de autovetores do operador linear para tal espago.
Mais do que isso, o Teorema afirma que essa base de autovetores pode ser
escolhida ortonormal. Para alcangar esse objetivo, foi realizada uma extensa revisao
bibliografica da literatura existente, com o intuito de entender os principais
pré-requisitos necessarios para compreender a prova do resultado principal deste
trabalho. Nesse sentido, realizou-se o estudo do conceito de espaco vetorial,
apresentando algumas de suas propriedades bésicas, bem como do conceito de
transformacoes lineares, que séo fungdes tais que seu dominio e contradominio séo
espacgos vetoriais, de modo que as operagdes que definem as suas estruturas de
espacos vetoriais sdo preservadas por essa fungdo. Tais tipos de fungdes
desempenham um papel fundamental neste trabalho, pois operadores lineares sédo
transformacgdes lineares cujo dominio e contradominio sdo o mesmo espago vetorial.
Outros conceitos importantes que aparecem ao longo do trabalho séo os de
subespago vetorial, base, dimensao, matrizes de transformacgao linear, autovalores e
autovetores. Ao final, estudou-se alguns tipos especiais de operadores lineares,
entre os quais os operadores lineares auto-adjuntos. Com base na literatura
utilizada, foram identificados quais sdo os fundamentos necessarios para
compreender a diagonalizagao de tais operadores. Como consequéncia imediata do
Teorema Espectral, pode-se afirmar que toda matriz simétrica é diagonalizavel.
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Resumo: Uma teoria de homotopia pode ser feita de diversos pontos de vista, como
por exemplo, do ponto de vista dos espagos topoldgicos T'op, dos complexos de cadeia
sobre R—médulos Ch(R), dos conjuntos simpliciais sSet, entre outros. Uma maneira
de unificar e comparar essas teorias € com o uso de categorias modelo que € o estudo
principal desse projeto de pesquisa.

Uma estrutura modelo em uma categoria C € uma tripla (F'ib, Cof, W), composta
por trés classes de morfismos de C, chamados fibragdes, cofibragdes e equivaléncias
fracas tais que:

i) (2de 3) - Sejam f e g morfismos de C tais que gf existe. Se dois de f, g e gf estao
em W, entao o terceiro também esta em W.

ii) W é fechado por retratos.
iy Ambos (Cof N W, Fib) e (Cof, Fib N W) sao sistemas de fatoragdes fracas funto-
riais.

Seja C uma categoria completa-pequena e cocompleta-pequena (fixado um uni-
verso arbitrario U,), dizemos que (C, (Fib, Cof,W)) € uma categoria modelo.

Uma categoria modelo é cofibrantemente gerada se existem Z, 7 dois subcon-
juntos pequenos de morfismos de C tais que:

i) A classe de fibragbes & R(7);

ii) A classe de fibragdes triviais (isto é, FibNW) é R(Z).
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A classe Z é chamada de geradora de cofibragdes e a classe 7 é chamada de gera-
dora de cofibragdes triviais (Cof N V).

E bastante complicado construir tais estruturas por essa definicio; entdo, uma ma-
neira mais 'simples’ é usar os seguintes resultados:

Argumento do Objeto Pequeno (Quillen). Sejam C uma categoria localmente
pequena e cocompleta-pequena, Z um subconjunto pequeno dos morfismos de C e x
um cardinal. Suponha que os dominios dos morfismos de Z sejam ~-pequenos rela-
tivos a Z-cell. Entao existe um sistemas de fatoragoes fracas funtorial em C dada por
(L(R(Z)), R(Z)).

Teorema (Daniel M. Kan). Suponha que C é uma categoria completa-pequena e
cocompleta-pequena. Sejam W uma subcategoria de C, e Z e J dois subconjuntos
pequenos dos morfismos de C. Entdo existe uma estrutura modelo cofibrantemente
gerada, se e somente se:

i) W é fechado por retrato e satisfaz a propriedade (2 de 3);
ii) Z e J satisfazem o Argumento do Objeto Pequeno;
iv) R(Z) C R(T)NW;

i)
i)
iii) (J-cell) C L(R(Z))NW;
)
) L(R(Z))NW C L(R(J))ou R(J)NW C R(Z).

")

Como exemplo, irei construir uma estrutura modelo na categorias de complexos de
R-mbdulos a partir desses dois resultados, como segue:

Teorema. (Estrutura Modelo Projetiva) Seja C = C'h(R) a categoria de comple-
xos de cadeias de R—mddulos. Temos que C possui uma estrutura modelo, onde:

i) f: A— B é equivaléncia fraca, se, e somente se, f é quasi-isomorfismo;
i) f: A— B éfibracao, se e somente se, f é epimorfismo em cada grau;

iy f: A— B é cofibracéo, se e somente se, f € mono-split com cokernel projetivo.
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Resumo:

O algoritmo de encriptagdo RSA foi um dos primeiros sistemas de criptografia de chave
publica desenvolvidos. O algoritmo foi primeiro descrito em 1978 por Ron Rivest, Adi
Shamir e Leonard Adleman, com as iniciais de seus sobrenomes formando o acronimo RSA.
Sua criagao resolve o problema da distribuicao de chaves ao usar um sistema de criptografia
simétrico, em que a mesma chave é usada para criptografar e descriptografar. Isso é
feito distinguindo a chave de encriptagao (piblica) da chave de decriptagao (privada), de
forma que quem intercepte a mensagem encriptada, nao consiga decifra-14 com a chave
publica. O algoritmo é considerado lento, assim ¢é utilizado em conjunto com algoritmos
de criptografia simétrica apenas para a transmissao segura da chave compartilhada.

A seguranca do sistema RSA apoia-se principalmente no problema da fatoragéo e sua
dificuldade. Esse, por sua vez, consiste em decompor um N € Z em seus fatores primos.
Nao se conhece um algoritmo para resolvé-lo em tempo polinomial. Em contrapartida,
encontrar um N grande (maior que 103 ou com representacdo bindria com mais de
1024 bits) que pode ser escrito como produto de dois primos é um problema da classe
de complexidade polinomial, possibilitando a viabilidade do algoritmo. Essa busca por
N pode ser feita utilizando um teste de primalidade eficiente como de Miller-Rabin, que,
apesar de probabilistico, tem taxa de erro considerada insignificante. As multiplicagoes
dos ntimeros grandes também nao representam um empecilho. O algoritmo de Karatsuba,
por exemplo, faz aproximadamente n'*® multiplicacdes de digitos dados dois niimeros de
n casas.

A busca por um N € Z que atenda as caracteristicas mencionadas é de extrema
importancia para o sistema RSA. Um uso hipotético do algoritmo pode ajudar a entender
essa importancia: Bob quer compartilhar uma mensagem com Alice de forma privada
usando RSA para isso. Alice entao roda o algoritmo RSA em sua maquina. Apods encontrar
um N grande, com os primos p e ¢, o algoritmo computa o valor de ®(N) (fungao totiente
de Euler). Em seguida, encontra um d que satisfaca mde(d, ®(N)) = 1 ao mesmo tempo
que calcula um segundo valor auxiliar e com o algoritmo de Euclides estendido. Alice
entdo envia a chave publica (d, N) para Bob pela rede. O computador de Bob entao
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segmenta sua mensagem em blocos, sendo cada um transformado em um tnico nimero
concatenando os respectivos codigos ASCII de cada letra. Sobre cada um dos niimeros
sao feitas operagoes modulares e os resultados dessas sao enviados pela rede para Alice.
Apenas ela tém a chave privada que consegue decifrar a mensagem de Bob e lé-la em
seguranca. Um hacker ndo conseguird decriptar a mensagem de Bob de forma fécil,
justamente por ndo saber o outro valor e que compde a chave privada. E importante
notar que Alice e Bob poderiam utilizar um algoritmo de criptografia simétrico como
o AES (Advanced Encryption Standard) e o RSA para a transmissao segura da chave
utilizada.

Por fim, entender o algoritmo RSA e suas nuances é de suma importancia para a
manutencao da seguranga no ambiente virtual, j& que abre caminho para pesquisas que
exploram as vulnerabilidades do sistema e oferecem solugdes para tais.
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Resumo:

Neste resumo, temos como objetivo estudar a relacéo entre as algebras de Lie
sl,(C), su(C) e R3. Assim, ficaréo evidentes conceitos importantes da teoria de Algebras
de Lie.

Uma algebra de Lie sobre um corpo F consiste em um espago vetorial g de F
munido de um mapa bilinear chamado de colchete g x g — g, (x,y) — [z,y] que
satisfaz as seguintes propriedades:

(L1) [z,2] =0, paratodo z € g.
(L2) [z, ]y, 2]] + [y, [2, 2]] + [z, [z,y]] = O, para todos z,y, z € g.

Um primeiro exemplo é a algebra de endomorfismos de um espago vetorial V,
denotada por gl(V'). O colchete entre quaisquer z,y € gl(V) € dado por [z,y] = z o
y — y o x. Perceba que nessa algebra de Lie vale que tr([z,y]) =tr(z oy —yoz) = 0.
Restringindo portanto o colchete para endomorfismos de trago zero, definimos entéao a
algebra sl(17). Para um espago V' de dimensao dois no corpo complexo, essa algebra
é denotada por sl,(C). Os vetores e, f, g a seguir servirdo de base para esta algebra.
Os colchetes entre os elementos dessa base sao igualmente importantes: [e, f] = h,
[h.e] =2ee[f h]=2f.

(5 -0 %) (%)

Outro exemplo bem popular é o produto vetorial (x,y) — = x y, que define a estru-
tura de algebra de Lie em R3. Uma base de R3 é formada pelos vetores i, , k e 0s
colchetes entre estes vetores sdo dados por [i, j] = &, [k,i] = j e [j, k] = i.

O ultimo exemplo que apresentaremos é a algebra su(2), formada por matrizes 2 x 2
anti-hermitianas de trago zero, ou seja, su(2) = {z € gl,(C) : 2 = —z7, tr(z) = 0}.

“Bolsista do PICME
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O colchete é o mesmo de gl(V). Uma base para essa algebra é dada pelos vetores a
seguir

C1(i 0 1(0 1 10 i
1=500 - 2=5(-1 0 =51 0

em que [o1,03] = 03, [03,01] = 02 € [02,03] = o1. Diferentemente de gl(V') que é
espago vetorial tanto no corpo dos reais quanto dos complexos, a algebra su(2) tem
estrutura de espago vetorial apenas no corpo dos reais, apesar de ser formada por
matrizes com entradas complexas.

Uma subalgebra de g € um subespaco ) de g tal que [z,y] € b para todos z,y € h.
Ja um ideal de g é uma subalgebra j de g tal que [z,y] € j paratodos z € g,y €j. O
produto de dois ideais i e j é definido como [i,j] :== span{[i,j] : i €i,j €i}.

Proposicao 0.1. Existem duas algebras de Lie de dimens&o trés com a propriedade
de g = ¢’ no corpo dos reais: sly(R) e R3. Ja no corpo dos complexos, a tUnica algebra
de Lie desse tipo é a famosa sl5(C).

Para provar essa afirmacgao, bastaria calcularmos os colchetes entre os elemen-
tos de uma algebra de Lie qualquer e ver que eles coincidem com os colchetes dos
elementos de alguma base das algebras citadas.

Podemos ver que R3 ndo possui subalgebras, pois o colchete de quaisquer dois
elementos da base gera o terceiro. Por outro lado, sl,(R) possui sim subalgebras, por
exemplo, span{h,e}, que é fechado pelo colchete. Assim, podemos ver que skh(R) e
R? ndo sao isomorfos. Além disso, perceba que a algebra su(2) é isomorfa a R3. Para
verificar isso, basta ver que o mapa ¢ : su(2) — R3 que leva, respectivamente, a base
01,09, 03 €M i, j, k € um isomorfismo que preserva os colchetes. Portanto, su(2) 2R3
mas sly(C) ndo é isomorfa nem a su(2) e nem a R3.

Uma algebra de Lie g é dita solivel se a série derivada, dada por gV = [g,g] e
g®) = [ g*-1] para k > 2, possui termo nulo, isto é, se existe m tal que g™ = 0.
Por sua vez, uma dalgebra g é dita semi-simples se todos os seus ideais sollveis séo
nulos.

Uma forma de vermos se determinada algebra é semi-simples é analisando o trago
da algebra. Seja L uma algebra de Lie. A forma de Killing em L € uma forma simétrica
e bilinear, definida por x(z,y) = tr(ad = o ad y) para todo z,y € L. Pelo segundo
critério de Cartan, podemos relacionar a forma de Killing com a semi-simplicidade.

Teorema 0.2. (Segundo critério de Cartan) Uma algebra de Lie complexa g é semi-
simples se e somente se sua forma de Killing x é ndo-degenerada.

Dizemos que « é nao degenerado se V+ = 0. Uma forma de verificarmos se « é
degenerado ¢ através da matriz com entradas a;; = x(z;, z;), onde z1, z,, ..., z, € base
de g. Se o determinante é zero, a forma de Killing na algebra é degenerada. Usando
a base o1, 09, 03, @a matriz da forma de Killing em su(2) e sl,(C) tem determinante ndo-
nulo e portanto tem forma de Killing ndo-degenerada. Concluimos entdo que sl,(C) e
su(2) (consequentemente, R? também) sdo semi-simples.

Sejam g, e g, algebras de Lie sobre um corpo F. Dizemos que ¢ : g1 — g2 €
homomorfismo se ¢ é linear e o([z,y]) = [¢(x), ¢(y)] para todos z,y € g;. Além disso,
dizemos que » é isomorfismo se for bijetora. Em especial, uma representagdo da
algebra de Lie g € um homomorfismo ¢ : g — gl(V'), em que V é um espago vetorial
emF.

15



Dada uma representagao ¢ : g — gl(V) e definindo gx V' — V como z-v := ¢(z)(v),
tornamos V' um maddulo de g. Assim, a representagdo de uma algebra de Lie pode ser
vista como a acgéo dos elementos dessa algebra em um espago vetorial. Estudaremos
agora a representacao da algebra semi-simples sl,(C).

Seja V moédulo de uma algebra de Lie g. Um subespago W de V' é chamado de
submdédulo quando é invariante a acédo de g, isto é, paratodos z € ge w € W tem-
se z-w € W. Um modulo V é irredutivel quando é nao-nulo e possui apenas os
submodulos 0 e V.

Proposicéo 0.3. SejaV,; = span{ X<, X4V, X4-2Y2 .. Y} subespago dos polinémios

complexos de variaveis X eY de grau maximo d. O mapa ¢ : sl;(C) — gl(V,;) como
definido abaixo é uma representacdo de sl,(C).

ole) = XQT/ o(f) = Y87

A linearidade de ¢ é garantida pela linearidade da derivada parcial e a partir de
pode-se mostrar que a representagdo preserva o colchete. Assim como h, a matriz
de ¢(h) também é diagonal. Da mesma forma, a matrizes f e o(f) séo triangulares
inferiores e a dupla e e ¢(e) sao triangulares superiores.

Proposicao 0.4. O espago vetorial V; é médulo irredutivel de sl,(C).

Demonstragdo. Observe que a agao da algebra em um elemento qualquer da base

de um submédulo de V; geraria todo o V. O
—d -d+2 d-4 d-2 d
O d O d-1 3 O 2 O 1 O 0
Y Xyd1 ot Xd-2y? xX41ly x4 Legenda.
o o
[2C]
0 1 2 d-2 d-1 d o)

Figura 1: Diagrama ilustragdo a agdo de e, f € h em V,

Teorema 0.5. Qualquer médulo irredutivel V' de sly(C) com dimensé&o finita é isomorfo
a algum V.

Sabendo a representagao irredutivel de sl»(C), ganhamos de tabela uma representagao
irredutivel de su(2). Perceba que para construir a representacao de sl,(C) utilizamos
do corpo dos complexos para garantir a existéncia de autovalores, o que facilitou bas-
tante as coisas.
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Resumo:

Existem alguns métodos para reduzir uma forma quadratica. O método estudado
neste trabalho leva em conta o fato de que formas quadraticas definidas positivas
possuem um minimo. O minimo da forma garante a existéncia de uma matriz unimo-
dular que, quando conjugada pela matriz da forma, resultard em uma matriz reduzida,
gue mantém as mesmas propriedades da forma original. Inicialmente, apresenta-
remos a definicdo de formas bilineares e suas formas quadraticas associadas. De-
pois, serdo definidas as formas quadraticas positivas definidas e o que sdo os seus
minimos. Entéo, apresentaremos dois métodos para obter estimativas sobre o minimo
de uma forma quadratica: um de origem algébrica, devido a Hermite, e um de origem
geométrica, obtido a partir do Teorema de Minkowski. Ao final, sera apresentada a
comparagao entre as duas estimativas para ver qual oferece a melhor aproximagao
para 0 minimo.

Para iniciar o estudo da reducdo das formas quadraticas, € preciso relembrar
alguns conceitos e definicdes de Algebra Linear, que podem ser encontrados em
[1]. Uma forma bilinear em R™ é uma fungdo f : R® x R® — R que satisfaz:
flexy + x9,y) = cf (@1,y) + f(z2,y) € f(z,cyr + y2) = cf (x,11) + f(z,y2). A matriz
Sde fé5S = (sy) = flee)), entdo f(x,y) = Y Sijzy;. Assim, f pode ser escrita

2v)
como f(x,y) = 27 Sy, em que z,y sdo vetores coluna do espago R™. A forma f é dita
simétrica se f(z,y) = f(y,x), para todos z,y em R". Podemos mostrar que f € uma
forma simétrica se, e somente se, S € uma matriz simétrica.

Dada uma forma bilinear f simétrica, a forma quadratica associada a f é a fungao
q : R" — R definida por ¢(z) = f(z,z). Note que podemos escrever ¢(z) = S[z] :=
TSz =" S;;xa;. A partir de agora, identificaremos a forma ¢ por sua matriz 5. Uma

2y
forma quadratica ¢ dita definida positiva se S[z] > 0 para todo = # 0. Podemos
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mostrar que ¢ é definida positiva se, e somente se, a matriz S é definida positiva.
Estamos interessados em estimar o minimo das formas quadraticas que sao definidas
positivas mas, para isso, precisaremos do conceito de matrizes equivalentes.

Duas matrizes S, T reais, invertiveis, simétricas e quadradas de tamanho n sédo
ditas equivalentes se existir uma matriz unimodular U tal que S[U] = T. Notagao:
S ~ T. Observamos que ~ é de fato uma relagao de equivaléncia. Por essa relagao,
T e S terao propriedades em comum, entre elas nosso objeto principal de estudo: seu
minimo. A ideia da redugao de uma forma quadratica S é encontrar uma forma equi-
valente e mais simples do que a original, a qual chamaremos de forma reduzida, mas
que mantenha as mesmas propriedades de S. O préximo passo é definir o minimo,
mas precisaremos ainda de alguns conceitos.

Dizemos que uma matriz S representa ¢ € R integralmente se S[z] = ¢ para algum
vetor integral z € R". Se S ~ T, ambas representam os mesmos numeros ¢. Dados
S uma matriz definida positiva e = # 0 algum vetor integral e primitivo, dizemos que
S[x] € o minimo de S se S[z] < S[y] para todo vetor y integral ndo nulo. Denotamos o
minimo de .S como x(S). Fixado ¢ € R, existem finitos vetores integrais = satisfazendo
S[x] < t. Além disso, podemos garantir que as entradas de z sao limitadas. Como, na
definigdo de minimo, o vetor = pode variar entre todos os vetores integrais ndo nulos,
a observacao anterior garante que S atinge o seu minimo. Porém, para encontrar
u(S), teriamos que testar uma quantidade de valores de = que, embora finita, pode
ser grande em dimensoes altas. Por isso, € interessante encontrar uma forma mais
direta para estimar o valor do minimo. Uma dessas formas é encontrar uma relagao
entre u(S) e o determinante de S. Assim, introduzimos o Teorema de Hermite.

Teorema 1 (Hermite) Se ..(S) é o minimo de uma matriz S definida positiva de tama-
nho n x n, existe uma constante c,,, dependendo apenas de n, tal que u(S) < c,|S|"/".

A demonstracdo desse teorema é feita usando indugao em n. Utilizando férmula de
recorréncia, chegaremos que ¢, = (4/3)" /2,

Quando trabalhamos com valores pequenos para n, essa constante funciona muito
bem. Porém, para valores maiores, essa pode nao ser a melhor estimativa para ¢, por
isso gostariamos de melhora-la. Para isso, precisaremos do Teorema de Minkowski.
Antes de apresentar esse teorema, necessitaremos de algumas definicdes sobre con-
juntos e pontos:

» Considerando £ um conjunto em R™ e h € R™ um ponto qualquer, definimos a
translacao de £ por h, denotada por £;, como o conjunto £, :={z € R": 2z — h
€ um ponto de L}.

» Se v(A) é o volume de um conjunto A C R", podemos ver que v(L) = v(Ly,).

* Um ponto h = (hy, h, ..., h,) € R" é dito ponto de reticulado se hy, hs, ..., h,
sao inteiros.

Com as definicdes e conceitos vistos até aqui, somos capazes de enunciar e de-
monstrar o seguinte teorema.

Teorema 2 (Minkowski) Se £ C R™ é um conjunto aberto, limitado, simétrico e con-

vexo de volume maior que 2", entdo L contém algum ponto de reticulado além da
origem.
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A demonstracdo do Teorema de Minkowski pode ser feita pela contrapositiva, as-
sumindo que £ sé possui a origem de ponto de reticulado e chegando que seu volume
é menor ou igual a 2". Para obter essa informagao acerca do volume, definimos uma
funcédo f: M — L tal que f(z) = 2z e M € um conjunto de pontos em R™.

A partir do Teorema de Minkowski podemos encontrar uma nova constante para
estimar o minimo de uma forma quadratica definida positiva.

. . 5 4 ) 2/n
Teorema 3 Seja S > 0 e u(S) o seu minimo, entdo p(S) < - {F (% + 1)} |S|H/m
(T é a Fungdo Gamma de Euler).

Agora, somos capazes de comparar as constantes para ver qual oferece a melhor
estimativa para n grande. Do teorema de Hermite, ¢, = (4/3)("")/2 e pelo Teorema de

. . 4 2/n ~
Minkowski temos ¢, = — - {T' (n/2 + 1)}*/" . Usando a func&o log nas duas constantes,
™
obtemos que

* logc, = ((n—1)/2) -log (4/3) ~ An (A > 0 constante);

+ logc|, = log (4/m) + log ((T (n/2 +1))*") ~ logn (usando a férmula de Stirling,
que nos diz que log(T'(z)) ~ « - log(z)).

Obs: O simbolo ~ denota acima a nogéo de fungbes assintoticamente equivalentes,
i.e. f(x)~ g(x) s lim, o g(z)/f(x) =

Portanto, ¢, é mais adequada quando trabalhamos com n grande, pois oferecera
uma melhor aproximagéo para ().

E interessante notar como duas coisas com contextos matematicos diferentes po-
dem estar relacionadas, visto que utilizamos o Teorema de Minkowski, uma ferramenta
geomeétrica, para melhorar a estimativa do minimo de formas quadraticas, que ¢ algo
algébrico. A redugao de formas quadréaticas tem algumas aplicagdes, entre elas na te-
oria de pontos racionais em curvas algébricas, na classificagao de formas com certos
invariantes fixados (o discriminante, por exemplo) e também pode ser usada para ex-
plorar relagdes com acdes de grupos de isometrias em geometria hiperbélica. Nosso
interesse futuro esta voltado para essa Ultima aplicagao, queremos estudar como a
redugdo de formas se relaciona com encontrar pontos no dominio fundamental da
agao do grupo modular PSL(2,7Z) no plano hiperbdlico.
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Resumo:

Queremos provar um teorema de natureza geométrica por meio de um argumento
algébrico. Mais precisamente, provaremos que os subgrupos finitos de rotagdo no
espaco tridimensional correspondem aos grupos de simetrias dos poliedros regulares,
usando ferramental de agao de grupo.

Teorema 1. Todo subgrupo finito de SO(3) é ou (1) um grupo ciclico; ou (2) um
grupo diedral; ou é o grupo de simetrias (3) do tetraedro; ou (4) do octaedro; ou
(5) do icosaedro.

Seja G um subgrupo finito de SO(3). Se |G| = 1, entdo G é ciclico trivialmente.
Suponhamos que |G| > 1. Naturalmente, o grupo G age sobre R? por multiplicagéo
a esquerda. Como rotagdes preservam norma, podemos restringir a agdo de G a
esfera unitaria S? .= {v € R® : ||v] = 1}. Mas queremos um invariante mais forte.
Cada rotagé@o nao trivial ¢ € G\ {1} fixa uma reta contendo a origem, que inter-
secta S? precisamente em dois pontos, os quais chamaremos de polos de g. Que-
remos restringir a agdo de G ao conjunto de todos os polos, P .= {p € S? : gp =
p, para algum g € G \ {1}}. Basta mostrar que G leva polos em polos. De fato, se p é
polo de g, entdo, para todo h € G, 0 ponto hp é polo de hgh™".

Vamos contar o nimero de rotagdes nao triviais em G. Por um lado, sabemos que
G\ {1} tem |G| — 1 elementos. Por outro lado, escolha um polo p € P, fixado por
|Stab(p)| — 1 rotagbes ndo triviais que também fixam o polo antipodal de p. Assim,
temos

2(G| - 1) = Y (|Stab(p)| — 1) )
peEP

Note que precisamos do fator 2 no primeiro membro pois fizemos dupla contagem das
rotagdes que fixam um polo e seu antipoda.

*Bolsista do PICME.
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Agora, vamos explorar como G age em P, olhando para suas 6rbitas. Observe que
as orbitas Oy, (indexadas arbitrariamente) dos elementos de P formam uma partigdo
P =11, O,. Além disso, polos numa orbita O, tém estabilizadores de mesma ordem,
a qual chamaremos de |Stab,|. Com isso, podemos agrupar os termos do segundo
membro da Equagao 1 por érbitas, donde

2(1G| = 1) = >_ |Ox[(|Staby| — 1), @

k
pois ha |0y | polos na 6rbita Oy, e o estabilizador de cada um deles tem ordem [Staby|.
O Teorema de Orbita-Estabilizador garante que |G| = |O||Staby|. Substituindo na
Equacéo 2, vem 2(|G|—1) = (|G| —|Ok|). Dividindo por |G|, obtemos a férmula final.

() =20 ) ®

Observe que o primeiro membro é menor que 2 e que cada parcela do segundo mem-
bro é maior que 1/2. Portanto podem existir, no maximo, trés orbitas (quatro ja seria
demais, pois 0 segundo membro ultrapassaria 2).

Agora resta esmiucar a numerologia dos casos possiveis.

+ Se existe uma s6 6rbita, entdo a Equacéo 3 fica2(1—1/|G|) = 1—1/|Stab,|, 0 que
é absurdo porque o segundo membro é menor que 1, mas o primeiro membro
nao é, ja que |G| > 1.

+ Se existem precisamente duas 6rbitas, entdo 2(1 — 1/|G|) = (1 — 1/|Stab;]) +
(1 — 1/|Staby|), logo 2/|G| = 1/|Stab,| + 1/|Stab,|. Pelo Teorema de Orbita-
Estabilizador, a ordem de um estabilizador divide |G|, logo |Stab,| < |G]; isso
significa que, das somas 1/|Stab;| + 1/|Stabs|, 0o minimo é 1/|G|+ 1/|G| = 2/|G].
Logo a Unica solugdo possivel é |Stab;| = |Stabs| = |G|, que acarreta |O;| =
|O,| = 1. Ou seja, s6 ha dois polos, que séo fixos por G. Entdo G é o grupo das
rotagcdes em torno da reta definida por esses polos, que é ciclico.

+ Se existem trés orbitas, entdo 2(1 — 1/|G|) = (1 — 1/|Staby|) + (1 — 1/|Stabs|) +
(1 —1/|Stabs|), 0 que equivale a
2 1 1 1

2 1 4
G| ~ [Staby| | [Staby| T [Stabs] “)

Escolhendo indices tais que |Stab;| < [Staby| < |Stabs|, 0 menor estabilizador
tem dois elementos |Stab;| = 2. De fato, ndo pode ser menor, pois polos tém
estabilizadores ndo triviais; tampouco pode ser maior, sendo 1/|Stab,| < 1/3,
logo 0 segundo membro da equagao acima nao seria positivo, absurdo.

Para terminar o terceiro caso, vamos dividir em subcasos.
1. Se |Staby| = 2 também: a Equagéo 4 fica

2 1 1 1

PR —— — — 1
Gl 22 " [Staby|

donde |G| = 2|Stabs|. Pelo Teorema de Orbita-Estabilizador, segue que |Os] = 2.
Como essa 6rbita € formada por apenas dois polos, p e p/, todo g € G ou fixa
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os dois (entdo g é rotagao em torno da reta ¢ contendo p e p’) ou os permuta
(entdo ¢ é rotagado por um angulo = em torno de uma reta ortogonal a ¢). Em
todo caso, g € uma simetria de um poligono de [Stabs| lados. Além disso, toda
simetria desse poligono esta em G, pois sabemos que G contém tanto as |Stabs|
rotagoes de Cisan,| €M torno de ¢, como as rotagdes por = em torno das retas
perpendiculares a ¢ passando por um par polos antipodais (totalizando |Stabs]
rotagbes desse tipo). Portanto G é o grupo diedral Dysgan,|-

2. Se |Stabs| > 2: para [Stabs| > 4, o segundo membro da Equagdo 4 seria no
maximo 1/2 + 1/4+ 1/4 — 1 = 0, absurdo; logo |Stabs| = 3. E ha outra restricdo
analoga: para |Stabs| > 6, teriamos 1/2 + 1/3 4+ 1/6 — 1 = 0, absurdo; logo
3 <|Staby| < 5.

Vamos ilustrar o processo para o caso do tetraedro (os demais sdo parecidos).

Para (|Stab;|,|Stabs|, |Stabs]) = (2,3,3), queremos mostrar que G = T. Antes
de qualquer coisa, vamos descrever nosso plano. E um bom comego mostrar que
|G| = |T|. Além disso, note que o conjunto V' dos vértices do tetraedro e a orbita O3
tém ambos quatro elementos (Teorema de Orbita-Estabilizador). Nossa estratégia é
mostrar que O; = V. Feito isso, teremos vencido, pois G age na érbita O3 = V, donde
G C T; a outra inclusdo segue faciimente porque ja teremos mostrado que |G| = |T'|.

Coloquemos o plano em agédo. A Equagéo 3 nos da que |G| = 12, que é justamente
a ordem de T. Dado z3 € Os, note que seu estabilizador tem trés elementos, logo
Stab(z3) = {1,h,h?}, em que h é a rotagdo por um angulo 27/3 em torno da reta /,,
definida por 0 e z3. Vamos ver como Stab(z3) age em O;. Como |Os| = 4, existe um
ponto gx; € Os diferente de x3. Mas ai g3, hgzs, h2grs sdo os vértices de um triangulo
equilatero num plano o ortogonal a ¢,, (x); resta mostrar que a distancia de ¢ a z3
é tal que todas as faces do poliedro formado sejam tridngulos equilateros. Para isso,
vamos usar um argumento de simetria. Seja d a distancia de o a x3. Com um pouco de
geometria analitica, é possivel mostrar que o tetraedro de vértices 3, g3, hgrs, h2gas
tem arestas com medidas todas iguais se, e somente se, temos d = 4/3. Por absurdo,
suponha que d # 4/3; nesse caso, as faces que nao estdo em o seriam tridngulos ndo
equilateros. Mas ai podemos repetir o argumento que fizemos até agora com z; para
outro ponto h¥gx € Oz, escolhido k € {0,1,2}. Assim, pelo raciocinio que usamos
para chegar em (%), 0s outros pontos higz, para j # k, serdo vértices de um triangulo
equilatero, absurdo. Entdo G = T, como queriamos.
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Resumo:

Apresentamos a definigdo e os principais resultados de uma algebra de Hopf H.
Para a construcao desta estrutura, estudamos as definicdes de algebras, coalgebras e
bidlgebras, bem como seus principais resultados. Assim, definimos bialgebras a partir
da compatibilidade das estruturas de algebra e coalgebra. A partir destes resultados,
foram estudadas as algebras de Hopf, bem como seus principais exemplos e resulta-
dos classicos (ver [1]). Também, estudamos os conceitos iniciais sobre médulos sobre
uma algebra.

Além disso, apresentamos alguns resultados que nos permitem recuperar as estru-
turas de bialgebras e algebras de Hopf a partir de suas categorias de médulos. Para
isso, estudamos conceitos e resultados iniciais de teoria de categorias, bem como
estudamos nogoes preliminares de funtores e transformacgoes naturais. Assim, defini-
mos categorias e funtores monoidais e estudamos um resultado de reconstrugao de
bialgebras a partir da categoria de médulos a esquerda sobre uma algebra e um fun-
tor monoidal. Definimos categorias monoidais rigidas e mostramos que se H é uma
algebra de Hopf, entao a categoria dos H-mo6dulos a esquerda é rigida. Assim, apre-
sentamos o teorema de reconstrucéo de Tannaka para algebras de Hopf, que nos da
uma relagao biunivoca entre algebras de Hopf e uma categoria monoidal rigida junta
de um funtor que preserva duais (ver [4]).
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Resumo:

O objetivo deste trabalho é dar uma introdugéo as algebras de Hopf e, em seguida,
apresentar o menor exemplo de algebra de Hopf ndo comutativa e ndo cocomutativa,
descrito por Sweedler. Serao apresentados os conceitos de algebra (utilizando produ-
tos tensoriais), codlgebra e bidlgebra, a fim de definir lgebra de Hopf.

Uma K-algebra (associativa e com unidade) é uma tripla ordenada (A, m, 1), em
que A é um K-espacgo vetoriale m : A® A — A, u: K — A sao aplicagdes lineares
tais que os seguintes diagramas comutam:

m®id A ® A

ARA®RA — ARA #V W
‘id@m ‘m K’@

AA —" A

1%
1R

b

As aplicagées m e p sé@o chamadas multiplicacao e aplicacao unidade, respectiva-
mente.

Observe que a definicdo de K-algebra acima é diferente da usual, na qual A é um
K-espago vetorial munido de uma multiplicagéo bilinear - : A x A — A de forma que
A seja um anel associativo e com unidade. Mostra-se que ambas sao equivalentes,
utilizando-se a relagdo m(a ®b) = a-b. A definicdo via produtos tensoriais, no entanto,
tem importancia fundamental neste trabalho, pois ao ser dualizada, fornece uma nova
estrutura: a de coalgebra.

Uma K-coalgebra (com counidade) é uma tripla ordenada (C, A, <), em que C é
um K-espaco vetoriale A : C — C® C, ¢ : C — K sao aplicacdes lineares tais que

*Bolsista do PET Matematica - UFPR.
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0s seguintes diagramas comutam:

c—2 L 0rC N o

A A®id K®C A CRK

coC ¥ cececC h %““

CelC

As aplicagdes A e ¢ sdo chamadas comultiplicacédo e counidade, respectivamente.
A partir da definicao usual de morfismos de algebras (transformagoes lineares que
também sdo homomorfismos de anéis), define-se morfismos de algebras utilizando
produtos tensoriais:
Sejam (A, ma, ua) € (B,mp, up) K-algebras. Uma aplicagéo linear f : A — B é
um morfismo de algebras se os seguintes diagramas comutam:

A®A ma
fef / \
B®B — —— B A— 7t B

Dualizando-se a definicdo acima, obtém-se a definicdo de morfismo de coalgebras:
Sejam (C,A¢,ec) e (D, Ap,ep) K-coalgebras. Uma aplicagao linear f : C — D é
um morfismo de coalgebras se os seguintes diagramas comutam:

C%D

C®C*> D®D

Uma K-bialgebra é uma quintupla ordenada (H,m, u, A, <) tal que (H,m, i) seja
uma algebra, e (H, A, €) seja uma codlgebra, satisfazendo uma das seguintes condigbes
equivalentes:

1. m e p sdo morfismos de codlgebras;
2. A e ¢ sdo morfismos de algebras.

Se C' é uma K-codlgebra e A é uma K-algebra, entdo Hom(C, A) € uma algebra
com o produto de convolugéo, definido por f g =mo (f ® g) o A.

Uma algebra de Hopf é uma bidlgebra (H,m, i, A, ) em que idg € invertivel em
Hom(H, H) com o produto de convolugéo *. O inverso de idy € chamado antipoda
para H, e usualmente denotado por S.

A algebra tensorial em um K-espaco vetorial vV é um par (:, 7(V')) que satisfaz a
seguinte propriedade universal:

1. T(V) éuma K-algebrae . : V — T(V) € uma aplicagéo linear.
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2. Se A éuma K-algebrae f : V — A é uma aplicagdo linear, entdo existe uma
aplicacéo linear F : T(V) — Adadapor Fo.= f.

Se C é uma K-codlgebra, entao o par (¢, T(C')) definido acima satisfaz:
1. T(C) é uma K-biélgebrae . : C — T(C') € um morfismo de coalgebras.

2. Se A éuma K-bidlgebrae f : C — A é um morfismo de codlgebras, entéo existe
um morfismo de bidlgebras F : T(C') — A dado por Fo. = f.

Nessas condigdes, 7'(C') € uma bialgebra tensorial na coalgebra C.

Se A é uma K-bialgebra, entdo existe uma K-coalgebra C' e um morfismo sobre-
jetor F: T(C) — A. Em particular, toda bidlgebra é o quociente de uma bialgebra
tensorial.

A algebra de Sweedler sobre K ¢ a algebra dada pelo quociente da algebra livre
K{z1,2) peloideal I = (22 — 1,22 2125 + zp21). Denota-se Hy = K(z1,2)/I, e também
g=2z+1,x =2+ 1. Em Hy, valem as relagoes

O conjunto {1, g,z, gz} forma uma base de H, como K-espago vetorial, e portanto
H, possui dimensao 4. A terna (Hy,m,pu, A, e,S) é uma algebra de Hopf, em que a
aplicacao linear S : H, — H, é definida por

S(1) =1, S(g) =g, S(x) = —gx, S(gx) = —gxg.

Se K possui caracteristica # 2, entdo H, € uma algebra de Hopf ndo comutativa e ndao
cocomutativa.

A algebra de Sweedler € um caso particular de algebras de Taft, que sdo dadas
pelo quociente da algebra livre K (z1, z2) peloideal I = (2! —1, 2%, z120—qz221). Denota-
se H,, = K(z,2)/I, etambém g = z; + I, x = 2o + I. Em H,,,, valem as relagdes

g" =1, 2" =0, gx = qzg.

O conjunto {g‘z’ | 0 < 4,5 < n — 1} forma uma base de H,,, como K-espago vetorial,
e portanto H,, , possui dimensao n?.
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Resumo: A seguir, introduziremos as definicbes basicas necessarias para contex-
tualizar o problema tratado neste projeto. As referéncias principais para os topicos
discutidos sao [1], [2] e [3].

Seja K um corpo de char(K) # 2. Uma K-algebra de Jordan (J, -) ¢ uma K-algebra
comutativa que satisfaz a identidade de Jordan:

(a®-b)-a=a* (b-a)paratodo a,b € J. (1)

Dada uma K-algebra associativa (ndo necessariamente comutativa) (4,-) podemos
definir no espago vetorial subjacente a A uma nova operagdo de produto ® : AxA — A
dada por

1
a@bzi(a-b-i-b-a) para todo a,b € A. (2)

Uma conta direta mostra que (A, ®) € uma algebra de Jordan e a denotaremos por A*.
Essa simples construgao da origem a uma pergunta natural: toda algebra de Jordan
é isomorfa a uma subalgebra de uma algebra do tipo A* onde A é uma K-algebra
associativa? E conhecido que para o caso de algebras de Lie a resposta € positiva
mas isso ndo acontece nas algebras de Jordan, veja [1].

Definigdo: Uma K-algebra de Jordan J que é isomorfa a uma subalgebra de A™,
onde A é uma K-algebra associativa, é dita uma algebra de Jordan especial. As
algebras de Jordan que ndo séo especiais sdo denominadas excepcionais.

Analogamente, define-se superalgebra de Jordan especial e excepcional. A saber,

Definicdo: Uma superalgebra de Jordan J = J;+ J; € uma algebra Z,-graduada,
i.e. Jy e Jr séo subespagos de J que verificam J; - J; C Ji; paratodo 4, j € Z, a qual
satisfaz as condigdes de supercomutatividade a-b = (—1)!“"lp. ¢ e de superidentidade

*Voluntario- PVA
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de Jordan

(a-b)-(c-d)+ (=1)Plll(a - c) - (b-d) + (—1)Pllel+plld+elldl (g . ) . (b ¢) =
((a-b)-c¢)-d+ (=1)lldFlel (g . d) . ¢) - b+ (—1)lallblHlalle+alld+elld (. q) . ¢) . q,

para todos a, b, c,d € J; U Jy, em que |a| = i se a € J; . Uma superalgebra de Jordan
¢ dita especial se for uma subalgebra de uma algebra associativa A = A5 + Ag, Zs-
graduada com novo produto ® definido por

1
aOb=; (a-b+(=1)"b- a) paratodo a,b € AzU Ay

e é dita excepcional caso contrario.

A motivagao deste trabalho se baseia em responder ao problema de determinar a
dimensao minimal de uma algebra de Jordan excepcional. Este problema, foi apresen-
tado em “Dniester notebook: unsolved problems in the theory of rings and modules”
por H. Petersson e A. M. Slin’ko, veja [4]. Em particular, iremos apresentar os avangos
quanto a resolugao de uma versao analoga deste problema para superalgebras de Jor-
dan que apareceu pela primeira vez no artigo [5] de |. Shestakov, M. C. Lépez-Diaz e
S. Sverchkov. Neste artigo, os autores construiram um exemplo de uma superalgebra
de Jordan excepcional de dimensao 7. Este é o exemplo de menor dimenséo que se
conhece até o presente.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é apresentar a fundamentagao teérica
para encontrar e classificar todas as superalgebras de Jordan de dimensao pequena
e verificar se elas séo especiais ou excepcionais até determinar a dimensao minimal.
Atualmente é conhecida a classificagao completa das superalgebras de Jordan de
dimensao menor ou igual a 4, (veja [6] e [7]).
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Resumo:

Neste estudo, nos concentramos em analisar a definigao, os resultados e os exem-
plos centrais de algebras de Hopf. Para poder abordar o tema, foi necessario primeiro
compreender o conceito de produto tensorial, que estrutura todos os seguintes objetos
do estudo.

Em seguida, definimos o que séo algebras, codlgebras e bidlgebras, além de suas
principais propriedades e exemplos mais importantes. Ainda nesse segmento, se-
guindo o texto de [1] e [2], vimos que, se C' e D sdo coalgebras e f : C — D é um
morfismo de coalgebra, entdo as fungdes lineares de C para K, ou C*, admite estru-
tura de algebra induzida pela estrutura de C, chamada de dlgebra dual, e f* : D* — C*
€ um morfismo de algebra.

Além disso, se A e B séo algebras de dimenséo finitae f : A — B € um mor-
fismo de algebra, entdo A* admite estrutura de codlgebra induzida pela estrutura de
A, chamada de codlgebra dual, e f* : B* — A* € um morfismo de codlgebras.

As distingdes entre os dois casos justificam o estudo do dual finito de uma algebra.
Dada A élgebra, o dual finito de A, denotado por A°, é definido como o subespaco
vetorial de A* tal que Vf € A* existe um ideal I C ker(f) com dim(#) finita. Com essa
definicdo mostramos que A° estende a construgao da codlgebra dual para algebras
de dimensao infinita, ou seja, se A e B sdo algebras de dimenséo infinitae f : A - B
€ um morfismo de algebra, o dual finito de A, ou A°, é o maior subespago de A* que
admite estrutura de coalgebra induzida pela estrutura de A, e f° = f* |go: B® — A° é
um morfismo de coalgebras.

Considerando os topicos ja mencionados, seguimos [1] e [3], onde estudamos o
caso do dual finito (KG)° para um grupo G de ordem infinita. Esta algebra de Hopf &,
a menos de isomorfismo, a algebra das funcbes de representagdes de G e é denotada
por Rk (G).

*Bolsista do PET-Matematica.
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Neste caso, ha uma interpretagdo em termos de representagoées do grupo G: um
funcional f pertence a Rx(G) se, e somente se, existir uma representagdo p : G —
GL(V), onde V & um espago de dimensao finita, juntamente com um vetor v € V e um
funcional linear ¢ € V*, tais que f(g) = ¢(p(g)v) para todo g €G. Por fim, mostramos
que, quando H é uma bialgebra, o espaco H° também é uma bidlgebra, e que H° se
torna uma algebra de Hopf quando H é uma éalgebra de Hopf.
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Resumo:

Neste trabalho nos dedicamos a estudar o espago /?, com maior destaque na im-
portancia das inequagoes de Holder e Minkowski na demonstragao da desigualdade
triangular.

Dado um numero real p > 1, os elementos do espago [? sao, por definigdo, sequéncias
x = (z;) = (21,22, ...) de nimeros reais tais que

oo
Z |z;P < oo
=1

Sobre [P, dados elementos z e y, definimos

0 1/p
d(z,y) = (Z |z = ’!/jp)
=1

Para que (I?,d) seja um espago métrico € necessario que ele satisfaga, dados
elementos z, y, z, 0s seguintes axiomas:

MT1) d tem valor real, finito e positivo.

M3) d(z,y) =d(y,x).

(M1)

(M2) d(z,y) =0 se, e somente se, z = y.

(M3)

(M4) d(z,y) <d(x,z2)+d(z,vy). (Desigualdade Triangular)

O maior desafio é demonstrar a desigualdade triangular e, para isso, utilizamos a
desigualdade de Holder

oo o0 1/p / 1/q
S ey — ] < (z \|) (z \ym\q)
j=1 k=1 m=1

*Estudante voluntaria do Programa de Iniciagé@o Cientifica.
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ondep>1le

além da desigualdade de Minkowski

- 1/p o 1/p / oo /g
( ;ﬁj+yj|) <(Shar) (S mr)
=1 k=1 m=1

emaque z = (z;) e y = ()

Estas duas sdo de suma importancia no estudo do espago /? e suas distintas
aplicagdes, e com elas conseguimos montar um passo-a-passo para a demonstracao
da desigualdade triangular em (7.

Este estudo foi motivado pela participagdo no projeto de Iniciagao Cientifica em
Analise Funcional, que analisa o livro “Introductory Functional Analysis with Applicati-
ons” de Kreyszig em 2024. O projeto tem aprofundado meus conhecimentos teéricos
e desenvolvido habilidades criticas de andlise e interpretagdo matematica.
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Resumo:

Este trabalho teve como objetivo realizar um estudo dos nimeros e polindmios de
Bernoulli, explorar suas multiplas conexdes com as conhecidas fungdes Zeta, Gama
e Teta, bem como fazer importantes aplicagdes na Teoria dos NUumeros. Investigaram-
se e analisaram-se as diferentes maneiras de introduzir e caracterizar os polindbmios
de Bernoulli e, posteriormente, obtiveram-se os Nimeros de Bernoulli. Além disso,
calcularam-se as séries de Fourier para os polindmios de Bernoulli, que permitiram re-
lacionar a fungao Zeta com nimeros primos e com os nimeros de Bernoulli; estudaram-
se as séries de poténcias que geram os polindmios e os nimeros de Bernoulli, 0 que
por sua vez permitiram obter propriedades de simetria para esses polindbmios e a ex-
pansao de Euler-Maclaurin, a qual foi empregada em algumas aplicagdes. Para tanto,
usou-se as ferramentas do Calculo Diferencial e Integral e nogdes de convergéncia de
séries.

Introducao:

Os nimeros e polindbmios de Bernoulli, descobertos independentemente pelo ma-
tematico suico Jacob Bernoulli e pelo japonés Seki Takakazu no século XVIII, formam
uma vasta rede de conexdes matematicas que ainda desperta grande interesse na
matematica moderna. Neste resumo, exploramos as definicdes e as caracterizagdes
dos nimeros e polinbmios de Bernoulli, bem como as suas mudltiplas conexdes e
aplicagdes. Por fim, destacaremos sua importancia em areas como andlise e teo-
ria dos numeros.

“Bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica - PIBIC e aluna do curso de
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Principais Resultados:

A seguir, exploramos as definicdes e propriedades fundamentais relacionadas aos
numeros e polindmios de Bernoulli, bem como algumas de suas principais aplicagdes
e conexdes.

Numeros de Bernoulli:
Os numeros de Bernoulli, denotados por B,,, com m > 0, sao definidos por meio
da fungao geradora:

; > B,
T Z am = (1)
-1 = m!

Além disso, esses numeros podem ser determinados por meio de uma relagdo
de recorréncia. Tomando-se, inicialmente, que B, = 1, para valores de m > 1, a

recorréncia é dada por

m—1

By - —— (m * 1) B, @)
m+1 = J

e

E importante destacar que, para naturais impares m maiores do que 1, temos
B,, = 0. Isto é, todos os nimeros de Bernoulli de indice impar, exceto B;, sdo nulos
[1]e[3].

Polin6mios de Bernoulli:
Os polindmios de Bernoulli, denotados por B,,(z), sdo definidos pela série de

poténcia
tet® ., Bp(x)t™

et_lzz

m=0

L (3)
m.
onde t € (—2m,2m) e t # 0. Esses polindmios sdo os Unicos que satisfazem as seguin-
tes propriedades:

1
By(z) =1, B (xr)=mBu_1(z) e A By, (x) dz = 0.

Ha uma conexao direta entre os polinémios e os nimeros (2) por meio de

£ (1) "
k=0

E importante salientar que B,,, = B,,(0).

Os polinbmios de Bernoulli B(z) e B,,(z), para m impar, usando resultados co-
nhecidos das séries de Fourier, podem ser escritos como uma série de Fourier em
senos, enquanto B,,(z), para m par, possui a série de Fourier em cossenos [4].

Conexoes:

Os numeros de Bernoulli estdo presentes em diversas expansdes de Taylor de
fungbes trigonométricas. Por exemplo, eles aparecem nas expansdes das fungdes
z coth(z) e zcot(z) [2] e [3]. Além disso, os nimeros de Bernoulli estdo presentes na
funcdo Zeta de Riemann para valores m par, com m > 2, bem como possuem uma
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relagdo com a fungéo Gama [3] e [4].

Aplicacoes:

Dada uma fungdo f definida num intervalo [a,b], onde a e b sdo naturais e f €
C™([a,b]), a soma dos valores de f nos inteiros do intervalo [a,b] possui a seguinte
aproximagao, a qual é chamada de Férmula de Euler-Maclaurin,

b—1 m
S50 = [ F@)do+ 3500 - £ @) + R (5)
k=a @ i=1

Utilizando a Férmula de Euler-Maclaurin, obtivemos uma expressao para a cons-
tante de Euler-Mascheroni v em termos dos nuimeros de Bernoulli [3], encontramos
uma aproximagao para o fatorial de n, para n grande [3], e provamos a lei de simetria
da fungao Teta de Jacobi [4].

Conclusao:

Os niimeros e polindmios de Bernoulli, descobertos independentemente por Jacob
Bernoulli e Seki Takakazu, formam sequéncias em Q e Q[z], respectivamente. Suas
aplicabilidades se estendem desde expansdes de séries até conexdes profundas com
a fungao Zeta de Riemann. Portanto, os nimeros e polindmios de Bernoulli sao es-
senciais em diversas aplicagdes tedricas e praticas, justificando seu estudo continuo.
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Resumo:

A andlise de Fourier oferece ferramentas e técnicas fundamentais para o estudo de
equacoes diferenciais parciais, com aplicagdes em processamento de sinais, condugao
de calor e varias outras areas da fisica e engenharia.

Este projeto iniciou-se com o estudo do método de separagao de varidveis, introdu-
zido por Fourier, para problemas de valor de contorno envolvendo equagdes do calor
e da onda. A partir dessa abordagem, fica evidenciado a Série de Fourier na forma:

2 2mne
flx)=ao+ Z [ancos( ?T> + by sm( ?Tﬂ ,

com os coeficientes a,, e b, definidos da seguinte forma:

(Lg:%/Tf(I)d[L’
a, T/f <27rm:> dr. n>1,

2m
bn T/ f(z)si ( 7‘71:r) dz, n>1.

Na sequéncia passamos ao estudo da teoria sobre a convergéncia das Séries de
Fourier para fungdes periddicas e suas propriedades, nas quais fica demonstrado que
se uma fungao é diferenciavel por partes, entdo sua Série de Fourier converge pontu-
almente para a média de seus limites laterais neste ponto. Em particular, para fungdes
diferenciaveis, a Série de Fourier converge para a prépria fungao.

No caso particular em que a funcéo apresenta uma descontinuidade do tipo salto,
observa-se que as somas parciais da Série de Fourier nas proximidades dessa des-
continuidade exibem uma fendmeno oscilatério muito caracteristico, que fica evidentes
para qualquer observador.
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Figura 1: Fendmeno de Gibbs para a fungao de Heaviside com n = 100.

Esse fenémeno é conhecido como Fenémeno de Gibbs, em homenagem ao ci-
entista americano Josiah W. Gibbs (1839—1903), cujas contribui¢cdes tedricas foram
fundamentais para a fisica, quimica e matematica. Gibbs colaborou com Maxwell e
Boltzmann na criagdo da mecanica estatistica, fez contribuigbes cruciais para a ter-
modinamica e foi elogiado por Albert Einstein como "a maior mente na histéria ameri-
cana”.

Neste trabalho, falaremos um pouco mais das contribuigcdes de J. W. Gibbs para a
ciéncia e provaremos que, embora a convergéncia pontual ocorra, a diferenga absoluta
entre a fungéo e a soma parcial da série sempre possui um ponto no qual tal diferenga
é de aproximadamente 9% da amplitude do salto.
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Resumo:

O Calculo de Ordem Arbitraria, atualmente conhecido como Calculo Fracionario,
oferece métodos e ferramentas para o calculo de derivadas e integrais de ordens
nao inteiras, mantendo a no¢ao de ordem como o nimero de vezes que se realiza
uma derivagao ou integragao, no caso de ordens inteiras. Essa abordagem expande
o célculo tradicional ensinado nos cursos superiores e foi mencionada pela primeira
vez em 1695, com o calculo da derivada de meia ordem apresentada por Leibniz
e I'Hopital. Além deles, matematicos como Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Liou-
ville, Riemann, e Caputo desempenharam papéis fundamentais no desenvolvimento
do Calculo Fracionario.

Este trabalho busca tragar a evolugdo do célculo de ordem nao inteira, com o ob-
jetivo de obter formulagdes modernas que generalizem as expressoes para derivadas
e integrais de ordens arbitrarias. Dada a existéncia de diferentes abordagens para o
calculo fracionario, é importante destacar que nosso estudo se baseia na teoria da
integral de Riemann-Liouville e a Derivada de Caputo.

Nossa investigacdo comegou com o estudo das fungdes Gamma, Beta e de Mittag-
Leffler de dois parametros, descritas abaixo:

= /Oo t*"le7tdt, Re(z) >0
0

B(z,y) / 11— t)»'dt, Re(z),Re(y) >0

on

Re(a),Re(B) > 0

0
ad Z
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e de suas principais propriedades, obtendo assim as ferramentas fundamentais para
o célculo das integrais repetidas de Cauchy, as quais surgem naturalmente na teoria
e sao essenciais para a compreensao de suas férmulas e aplicagoes.

Na sequéncia passamos ao Célculo das integrais repetidas de Cauchy, obtendo a
integral de Riemann-Liouville

I“f(z) = ﬁ /01(1 —1)* ' f#)dt, a>0, Re(a)>0

e da derivada de Caputo de ordem « € (0, 1)

iy o o] an 0<a <

obtendo resutados como a integral de meia ordem da fungao trigonométrica sen(x)

°D*f(r) =

0o ) 2k+2
I:
2[sen(z g{] T2k + )
e a derivada de meia ordem de uma funcéo polinomial qualquer

CDilea] = CMJL’"’%, c,n€eR
I'(n+3)
com todos os resultados obtidos através do desenvolvimento das expressdes mencio-
nadas anteriormente, utilizando as técnicas conhecidas do calculo tradicional.

Apéds o estudo dessas bases tedricas, passamos a explorar suas aplicagoes. Uma
dessas aplicagdes é a modelagem do decaimento radioativo do Césio-137, elemento
relacionado ao tragico episodio ocorrido em Goiania, em 1987. Esse acidente resultou
do manuseio indevido de um equipamento de radioterapia abandonado, que ainda
continha Césio-137, levando a morte de quatro pessoas. A pesquisa busca, portanto,
utilizar o Célculo Fracionario para entender melhor alguns dos problemas relacionados
ao decaimento radioativo deste elemento, em comparagdo com o modelo classico
usual.
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Resumo:
Nosso objetivo neste trabalho é apresentar algumas propriedades interessantes

dos espagos métricos discretos. Esses espagos desempenham um papel importante
na ilustracéo de alguns conceitos fundamentais, ajudando em construgdes teéricas e
exemplos. Além disso, desempenham um papel interessante na construgdo de contra-
exemplos, o0 que nos ajuda a construir uma base importante para estudarmos estrutu-
ras mais complicadas da Analise Funcional.

Um espago métrico € uma estrutura matematica formada por um conjunto X e uma
fungao real d chamada métrica. Para que (X, d) seja considerado um espago métrico,
a fungao d deve satisfazer os seguintes axiomas para todo z,y,z € X:

d tem valor real, finito e positivo.
d(z,y

d(x,y) = d(y,z).
d(z,y) <d(z,2) +d(z,y).

(M1)
(M2) ) =0 se, e somente se, x = y.
(M3)
(M4)

Ja o espaco métrico discreto € um exemplo especifico, onde a métrica d é definida
da seguinte forma:

1, sex#y,
dl@,y) = {0 sexr=y

Ou seja, d toma o valor 1 para qualquer par de pontos distintos e 0 para pares de
pontos idénticos. Perceba, imediatamente, que essa métrica cria uma estrutura onde
todos os pontos estao “isolados” uns dos outros.

*Estudante voluntaria do Programa de Iniciagdo Cientifica
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Dentre as diversas propriedades que um espago métrico discreto X satisfaz, po-
demos comegar entendendo as bolas abertas. Por definigdo, uma bola em um espaco
métrico é o conjunto de pontos que estdao a uma distancia menor que um ndmero real
r de um ponto fixo z,. Assim, perceba que tal bola pode ter apenas dois resultados:

,ser <1,
B(wo,r) = taol. se '
X, ser>1.
Com essa consideracédo sobre as bolas no espaco métrico discreto X, podemos
perceber que todo subconjunto de X é aberto e fechado ao mesmo tempo.

Por conta de tal propriedade, podemos também estudar a separabilidade de X.
Relembre que um espago métrico é separavel quando possui um subconjunto enu-
meravel denso. Assim, se X € um espago métrico discreto, podemos mostrar que ele
é separavel se, e somente se, ele é contavel.

Outra importante consequéncia sobre X é que, diferentemente do conjunto dos
numeros reais com a métrica usual do médulo, nem todo subconjunto fechado e limi-
tado de X é compacto; basta considerar o préprio X se ele for infinito.

Também falaremos um pouco sobre as sequéncias em um espago métrico discreto
X. Particularmente, veremos que uma sequéncia em X é de Cauchy se, e somente
se, ela eventualmente se torna constante. Da mesma forma, essa condi¢ao é ne-
cessaria e suficiente para que uma sequéncia em X seja convergente.

Por fim, veremos que qualquer fungdo cujo dominio seja um espago métrico dis-
creto — e cujo contradominio seja qualquer outro espago métrico — € continua.

Este estudo, realizado como parte de um projeto de Iniciagao Cientifica, teve como
base o livro “Introductory Functional Analysis with Applications” do Kreyszig. A investi-
gagao das propriedades dos espagos métricos discretos aprofundou conceitos funda-
mentais da Analise Funcional, evidenciando a importancia desses espagos na constru-
¢ao de exemplos e contraexemplos quanto na fundamentagao tedrica.
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Resumo:

A partir das ideias naturais do que seria o “tamanho” de conjuntos, as medidas sao
fungdes . definidas em uma o-Algebra que preservam propriedades intuitivas nesse
contexto, a saber:

(i) u(@) =0;
(i) u(E) >0, para todo conjunto E;

(iii) (U E,,,) =" u(E,), se a sequéncia { £, },cn for disjunta.
neN neN

Em particular, neste trabalho foi estudada a medida de Lebesgue, que generaliza
a nocao de comprimento de subconjuntos de R.

Com o auxilio da teoria da medida e o estudo de fungbes mensuraveis (fungdes
que sao suficientemente bem-comportadas) estabelecemos a definigao da integral de
Lebesgue, definida primeiramente para fungdes simples (combinagdes lineares de
fungdes caracteristicas de conjuntos mensuraveis) e, posteriormente, para fungdes
mensuraveis e ndo-negativas. Por Ultimo, definimos tal integral para fungbes men-
suraveis, da seguinte forma:

[rauw=[r+du= [~ dn
em que f* = sup{f,0} e f~ = sup{—f,0}, ou seja f = fT — f~. Dizemos que uma
fungao é integravel quando /fdu for finito.
A integral de Lebesgue coincide com a de Riemann para fungdes limitadas e ndo

negativas definidas em dominios limitados, mas nos possibilita integrar também outras
fungdes que ndo sdo Riemann integraveis, como por exemplo a fungdo de Dirichlet:

*Bolsista PET-Matematica UFPR
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D(x) = {1, se @ €Q,
0, sex ¢Q.

A partir dai, surgem resultados importantes na teoria da integragao, como o Teo-
rema da Convergéncia Monétona e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue.

O conjunto das fungdes integraveis forma um espacgo vetorial com as operagoes
usuais de adigdo de fungdes e multiplicagéo por escalar. Uma forma natural de definir
uma norma nesse espago € através da expressao

1A= [ 1f1du.

Embora essa expressao satisfaga as propriedades da desigualdade triangular e da
homogeneidade, ocorre que fungdes nao nulas podem ter norma igual a zero, ou seja,
a integral de seu médulo pode ser zero. Para contornar essa situagao, introduzimos
uma relagéo de equivaléncia: duas fungdes séo equivalentes se diferirem apenas em
um conjunto de medida nula. Assim, 0 espago quociente resultante € um espago
normado, denotado por L.

Apos a definicao do espago L', podemos generalizar para os chamados espagos
LP,emque 1 < p < oo. O espago L? é formado por fungdes f tais que |f|* € L', ou
seja, fungdes cuja p-ésima poténcia é integravel. A norma nesse espaco é definida

por .
171 = ([ 177 d)”

Esses espagos L* possuem diversas propriedades importantes. Por exemplo, todos
eles sao espacgos de Banach, o que significa que toda sequéncia de Cauchy em L? é
convergente em relagdo a norma.

Um caso particularmente relevante é quando p = 2, pois a norma em L? provém
de um produto interno definido por

(f.9) :/fgdu'

Assim, o fato de L? ser um espago de Hilbert confere a ele uma estrutura que possibi-
lita 0 uso de diversos conceitos e resultados da Analise Funcional, como o estudo de
operadores lineares, operadores adjuntos e o Teorema de Representacédo de Riesz.

Por fim, abordamos o conceito de solu¢éo fraca para equagdes diferenciais. Mais
precisamente, dado um operador diferencial L e f € L?, dizemos que v € L? é uma
solugao fraca da equagao Lu = f se

(f,¥) = (u, L"),

para todo ¢ € C§°, em que L* € o operador adjunto de L e C§° é o espago das fungdes
suaves com suporte compacto. Mostraremos que, se €2 for um dominio limitado e
f € L*(Q), entéo, para qualquer operador diferencial L com coeficientes constantes, a
equagdo Lu = f admite uma solugéo fraca u € L*(9).

46



Referéncias

[1] BARTLE, R.G. The elements of integration. New York: John Wiley and Sons,
Inc., 1966.

[2] FITZPATRICK, P, ROYDEN, H. Real Analysis. Prentice Hall, 2010.
[3] MARQUES, M. Teoria da Medida Sao Paulo: Editora Unicamp, 2009.

[4] SHAKARCHI, R.; STEIN, E. M. Real Analysis: Measure Theory, Integration
and Hilbert Spaces. Princeton University Press, 2005.

47



O fatorial de 1/2

Henrique Cuco*

henriquecuco04@gmail.com !

Felipe Vieira (Orientador)
f.vieira@ufsc.br 2

.2Universidade Federal de Santa Catarina - campus Blumenau
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Resumo:
A Fungao Gama é uma fungao que generaliza o fatorial para um dominio maior do que
apenas os nimeros naturais e o zero. Ela € dada da seguinte forma:

00
I(z) :/ =l dt VieR -2
0
Nosso foco é analisar as restrigdes para sua unicidade - visto que ha mais fungdes

que generalizam o fatorial - e calcular o “fatorial” de 1/2.
Dizemos que uma funcao G generaliza o fatorial quando ela satisfaz o seguinte:

—~

Gn+1)=n! VneNUO
Gz +1) =2G(z) VeeR—-Z_,

Como mencionado, existem diversas fungbes que conseguem obedecer estas re-
gras; por isso, adicionamos mais uma restrigdo para conseguir provar que a Fungao
Gama sera a Unica generalizagéo do fatorial. Tal restricdo € que [nI'(z) seja convexa.

Para, de fato, mostrarmos que a Funcdo Gama satisfaz tal restri¢cao, veja que:

O denominador dessa equagao, (I'(z))?, é obviamente positivo. J& no numerador,

“Bolsista do PICME
TTambém é possivel calcular a fungdo Gama de nimeros complexos, porém, nessa pesquisa, ainda
nao o fizemos.
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utilizando da inequagao de Cauchy-Schwarz, temos:
00 2
(I'())? = ( / (e’t/Zt(z’l)/Z)(e’t/zt(z’lml/n/(t))dt> :
0

< (/OOC e’tt"’ldt) (/000 e’ft”l(ln(t))zdt>
< ()M (z).
Com isso, pode-se garantir que:
(@)l (z) — (I'(x))?
(I'(z))?

Ou seja, In'(z) é convexa e podemos provar que I'(z) é a Unica que obedece a
tais trés restrigoes.

Além disso, um valor especial para se calcular da o fatorial, ou a Fungao Gama, é
em z = 1/2. Aplicando uma mudanca de variaveis, obtém-se:

> 0.

oo o=t

(1/2) :/0 T

= 2/ e " du.
0

dt

Mas perceba que:

o 5 2 %) 5 00 5
</ e du) = (/ e du) (/ e’ d’u)
// e,_(“z""'ﬂ)dudv7

R

que em coordenadas polares fica:

Como ¢~ é uma fungao par, temos que:

/Oo e duy = ﬁ
0 2

Assim, finalmente retornando para a equagéo (1):

r(1/2) = 2-? = T(1/2) = /7.

E, como um boénus, vemos que a generalizagao do fatorial nos presenteia com uma
certa conexao com o numero 7.

49



Referéncias

[1] STEWART, James. Calculo, vol. 2. Cengage Learning, 2022.

[2] ARAUJO, Aldrovando. Fundamentos da Matematica, vol. 2.
UFSC/EAD/CED/CFM, 2010.

[3] SEBAH, Pascal, GOURDON, Xavier. Introduction to the Gamma Function. No-
tas de aula. Disponivel em:
https://scipp.ucsc.edu/~haber/archives/physics116A10/gamma.pdf

[4] LIMA, Elon Lages. Analise Real, vol. 1. IMPA, 2014.

[5] BONELLI, R. C. Desigualdades matematicas e aplicagoes. Dissertagdo de
Mestrado. Rio Claro: UNESP, 2017.

[6] VIEIRA, Felipe, DE CARVALHO, Rafael Aleixo. Elementos de Aritmética e Al-
gebra. 2002.

20



Uma introdugéo a Analise de Fourier em SU(2)

Isabele Andrade Vichinieski*

isavichinieski@gmail.com 1

Wagner Augusto Almeida de Moraes (Orientador)
wagnermoraes@ufpr.br 1

"Universidade Federal do Parana - UFPR
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Resumo:
O trabalho inicia-se com o estudo das propriedades gerais de SU(2), o grupo das
matrizes 2 x 2 especiais unitarias, definido como

SU(2) = {u € C¥>?: det(u) = 1 e u*u=1I}.

E possivel verificar que todo elemento v € SU(2) pode ser escrito da forma

u= <_(% g),emquea,ﬂeCe lof? + 8> = 1.

O objetivo do estudo é a Andlise de Fourier no SU(2), focando no estudo das
representagdes de SU(2) e nas propriedades de funcdes definidas no grupo. Para
isso, é necessario entender como as operagdes se dao em SU(2), além de estabelecer
as nogdes de derivadas e integrais de fungdes definidas neste grupo. As relacoes
entre a Algebra de Lie no SU(2) e alguns campos de vetores especiais de SU(2) nos
auxiliarao na investigacao de propriedades de equagodes diferenciais no grupo.

Baseando-se no homeomorfismo fornecido de SU(2) para a esfera unitaria euclidi-
ana de C? e na identificagdo de C? com a esfera unitaria euclidiana S* de R*, é possivel
parametrizar o grupo das matrizes 2 x 2 especiais unitarias através dos angulos de Eu-
ler no SU(2). Os angulos de Euler (¢, 0, ) dos intervalos de pardmetros 0 < ¢ < 2,
0<6<me—2r <1 < 2x correspondem ao elemento do grupo

N cos(g)eiw*‘”)/z isin(g)eiw*w)/z
u(¢,0,¢) = ( isin(g)c’i@’“’)/z cos(2)ei(0+0)/2 € SU(2).

Uma das maneiras de compreender as operagdes no grupo SU(2) é através de
um estudo do espago quatérnio (H), que é uma R-algebra associativa que, quando
pensada como espago vetorial, possui {1, i, j, k} como base canbnica. Neste espago,
1 € H é a unidade e as seguintes multiplicagdes estao impostas:

PP = =k =-1=ijk.

*Bolsista do Programa de Iniciagao Cientifica e Mestrado - PICME
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A aplicagdo = = (2,,)%,_y — o1 + @11 + 2of + x3k identifica R* com H. Além disso,
podemos induzir na esfera unitaria S* C R* = H uma estrutura de grupo.
Com isso, é possivel definir um homomorfismo bijetor S* — SU(2):

zHu(ﬂZ(IOJﬂI‘O’ x1+1x2> = (af ‘d>~,

—x1 +ire g — iy -8 @

com det u(z) = ||z||% = |z]* = 1 e, portanto, S* = SU(2).
Desse modo, considerando a medida de Lebesgue em R*, podemos deduzir a
féormula para a integral de Haar de SU(2) utilizando coordenadas polares para obter:

. 1 2 pm P ‘ ) J 3
Fr— ./sm f@)d = —— '/7% /) ‘/77 F(u(6,0,)) sin(8) do df du.

Para um elemento X € su(2), definimos o operador derivada Dx por

Dy f(w) = S 7w exp(tX))

t=0

no qual exp denota a exponencial de uma matriz.
Por fim, investigaremos propriedades de equagdes diferenciais da forma

Dx f(u) + kf(u) = g(u),

emque ke Cege C(SU(2)).
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Resumo:

Os espagos de Lebesgue L? desempenham um papel crucial na andlise funcional
e no estudo de equacdes diferenciais parciais (EDPs). Para Q c R" e 1 < p < +o0,
0 espago L*(Q2) é composto por todas as fungdes mensuraveis f : 2 — R tais que a
p-ésima poténcia de seu valor absoluto seja integravel, ou seja, em relagdo a medida
de Lebesgue,

1/p
11 = ([ 1f@)rde) " < oo.
Esses espagos possuem caracteristicas interessantes, como:
+ [P sdo espacos vetoriais;

+ Se p e ¢ sao conjugados, isto é, se Il] + é =1, entdo [L?]* = L9 e vale a desigual-
dade de Holder: ||fgll: < || fll,llgll,, paratodo f € LP e g € LY;

» LP sao espacos de Banach, ou seja, espagos vetoriais normados completos, isto
é, em que toda sequéncia de Cauchy converge.

Esses espagos fornecem a base para estudar operadores lineares, dualidade e
varias técnicas, como interpolagao, que sao essenciais para resolver problemas em
diferentes contextos matematicos. Em particular, as EDPs encontram no formalismo
dos espagos L? um ambiente ideal para a formulagao e resolugao de problemas envol-
vendo a existéncia, unicidade e regularidade de solugbes. Esses espagos permitem
trabalhar com fungdes mais gerais, muitas vezes menos regulares.

Existem fungdes que pertencem a L~ ((a,,b,)), de modo que U(an, b,) = R, mas
que, mesmo assim, ndo existe p tal que essas fungbes pertencam a L?(R). Ou
seja, existem fungdes que, localmente, pertencem a L*"((a,,b,)), sobre um intervalo
(an,b,), mas que ndo pertencem a nenhum espago L?(R) sobre toda a reta real. Um
exemplo dessas funcdes é a f(z) = |=|3. Essas fungdes nio sdo o foco deste es-
tudo, mas, a partir de casos como este, surge a seguinte pergunta: ao substituir o
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expoente p por uma fungéo p(-), o espaco resultante L*() apresenta semelhangas com
0s espagos LP? Mais precisamente, fixada uma funcédo continua p : Q@ — (1, +00),
quais sao as propriedades das fungoes f : Q@ — R que satisfazem

/Q |f(2)P@de < +oo?

Este trabalho tem como objetivo investigar os espagos L*(), bem como demonstrar
que, sob determinadas condigdes, as propriedades mencionadas acima dos espacos
de Lebesgue sdo preservadas.
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Palavras-chave: Equagdes quadrdticas, fragdes continuas, sequéncias de Fibonacci
generalizadas.

Resumo: Os Numeros Metdlicos foram introduzidos pela matematica argentina Vera
W. de Spinadel [4], e sédo pouco conhecidos, exceto pelo famoso Numero de Ouro.
Porém, essa familia possui outros integrantes, que possuem propriedades, caracteris-
ticas e aplicagdes interessantes.

Neste trabalho investigamos tal familia de nimeros metalicos, um conjunto de nu-
meros, cujo nome foi cunhado pela professora Vera Spinadel, que por definicdo sdo
as raizes positivas de uma equagdo quadratica com coeficientes especiais, a saber,
a equagédo quadrética 2> — pz — ¢ = 0, em que p, ¢ € N, sendo N o conjunto dos ni-
meros Naturais positivos [4]. Os elementos dessa familia s&o denotados por o,,,. A
investigacao foi feita principalmente por meio de dissertacées do PROFMAT, voltadas
a Educagao Basica, bem como mediante artigos relacionados ao tema e, neste con-
texto, foram explorados conceitos de fragbes continuas [1], relacdes de recorréncia [2],

radicais continuos [2], poligonos regulares e construgdes geométricas [3].
. . o . 1 5
Citamos o membro mais famoso dessa familia, o nimero de Ouro o, ; = +2\6,
. , 2 8 34+ V13
seguido do nimero de Prata 0o, = +2f =1+ /2, Bronze 03, = ———, Cobre

2
1++v13 2+ /12
2

012 = 2, Niquel 0y 3 = e Platina 055 = 5 entre outros. Por se origina-

rem de equacdes quadraticas, os niUmeros metélicos sdo ou um irracional quadratico,
ou seja, uma raiz real da equagao que ndo é um quadrado perfeito (como é o caso
dos numeros de Ouro, Prata, Bronze, Niquel e Platina), ou um nimero inteiro (como é
0 caso do numero de Cobre) [5].

Os numeros metélicos tém, além da forma mencionada acima, expressdes em
fragbes continuas. Por exemplo, a representacdo do nimero de Prata em fragbes

*Aluna do Ensino Médio, medalhista da OBMEP e voluntaria do Programa de Iniciagdo Cientifica
Junior - PIBIC JR.
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continuas é dada por

1
0'1,2:24-71.

R
24

24 .

Além disso, os nUmeros metalicos estao associados a retangulos metalicos, isto é,
a razao entre dois de seus lados adjacentes é igual ao nimero metalico, os quais pos-
suem uma construgdo geométrica [2] e [3]. Uma caracteristica muito interessante dos
retangulos metalicos, exclusiva dos retangulos provenientes dos nimeros metalicos
do tipo 0,1, € que eles mantém sua propor¢éo infinitamente, isto é, dado o retangulo
metélico original, o retangulo lateral (gerado a partir da retirada de p quadrados de
lado igual 2 menor medida do retangulo metalico) é semelhante ao retangulo metalico
original, o que destaca uma propriedade fractal nestas figuras.

Outra relag@o interessante dos nimeros metalicos € com as sequéncias de Fibo-
nacci generalizadas de segunda ordem F,, o — pF,41 — ¢F, = 0, que por sua vez,
geram uma equagao de segundo grau na forma z% — pz — ¢ = 0, cuja raiz positiva é um
numero metalico. Pode-se provar [4] que

lim
n—oo  F!

= Opg-

Por fim, nesta investigacéo relacionamos os nimeros metalicos com radicais con-
tinuos [2], estudamos algumas situagées em que alguns numeros metalicos podem
ser obtidos como a raz&do entre as medidas da diagonal e do lado de um poligono
regular [3], e a ideia de area metdlica A4, ,, como sendo a area delimitada no primeiro
quadrante pela pardbola g(z) = 2% e pela reta f(z) = px + ¢ [3].

Com este trabalho pudemos perceber o nimero de ouro como um elemento par-
ticular de uma classe de niumeros mais gerais, 0s numeros metdlicos, e que estes
tém diversas ligagdes com outros contelidos matematicos, tanto no contexto algébrico
quanto geométrico, tornando-se uma investigagdo bastante rica de conhecimentos
matematicos.

Referéncias

[1] ARAUJO, J. J. V. As Fragdes Continuas e os Nimeros Metalicos. Dissertagio
(Mestrado PROFMAT), UFPB, Joao Pessoa (PB), 2015.

[2] HUBER, A. V. Nidmeros Metalicos. Dissertacdo (Mestrado PROFMAT), UFSM,
Santa Maria (RS), 2019.

[3] OLIVEIRA, J. S. Um breve estudo sobre os Numeros Metalicos. Dissertacio
(Mestrado PROFMAT), UFSJ, Ouro Branco (MG), 2019.

[4] SPINADEL, V. W. La familia de nimeros metalicos. Cuadernos del CIMBAGE,
n. 6, 2003, pp. 17-44.

[5] VINAGRE, F. Numeros Metalicos. Escola Secundéaria de Azambuja. Azambuja:
2014.

o6



Teorema de Baire, a nao enumerabilidade dos
reais, e a existéncia de fungdes continuas nao
derivaveis

Julia Pscheidt*

juliapscheidt@gmail.com 1

Alexandre N. Oliveira-Sousa (Orientador)
alexandre.n.o.sousa@ufsc.br !

"Universidade Federal de Santa Catarina

Palavras-chave: espagos completos, conjuntos densos, conjuntos magros.

Resumo:

No estudo de espacos topolégicos, surge a nogao de subconjuntos densos. Dia-
metralmente oposto a esse conceito, existe a ideia de conjuntos magros, que seriam
insignificantes no espago, ou ainda o analogo a conjuntos de medida nula na Analise.
[2]

Assim, define-se conjuntos magros como aqueles que sdo unidao enumeravel de
conjuntos cujo fecho tem interior vazio. Equivalentemente, sdo conjuntos contidos na
uniao enumeravel de conjuntos fechados de interior vazio. Esses conjuntos sao ditos
de primeira categoria. Todos 0s outros conjuntos que nao satisfazem a essa condigao
sao ditos de segunda categoria.[3]

O Teorema das Categorias de Baire pode ser, entdo, enunciado no ambito de
espagos métricos completos como:

Teorema das Categorias de Baire: Seja (X, d) um espago métrico completo.

(1) Sejam U,, € X abertos densos em X para todo n. Entdo N A, é denso em X.
neN

(2) Sejam F,, € X fechados néo vazios tais que X = (J F,,. Entdo existe ny € N tal
neN
que F,, tem interior ndo vazio. Ou seja, um espago métrico completo ndo pode ser

uniao enumeravel de fechados magros. [1]

As duas formulagdes sao equivalentes, mas cada uma torna possivel diferentes
aplicagoes.

O primeiro enunciado é Util para a construgio de argumentos de existéncia. Nesse
sentido, se procuramos por algum elemento do espago que tenha propriedades es-
pecificas, podemos tomar conjuntos abertos e densos de pontos que tenham proprie-
dades arbitrariamente préximas aquela que buscamos. O teorema de Baire nos dira,
entdo, que existe pelo menos um elemento com as propriedades desejadas. Este
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argumento é desenvolvido na prova de que existem fungdes continuas que nao sao
derivaveis em nenhum ponto.

Ja a segunda formulagédo € aplicada, por exemplo, na prova de que o conjunto
dos numeros reais nao € enumeravel. Como R é a unido dos conjuntos unitarios
(e fechados) dos seus pontos, caso fosse enumeravel teriamos que algum desses
conjuntos unitarios teria interior ndo vazio, o que é um absurdo.

Referéncias

[1] KUMARESAN, S. Topology of metric spaces. Mumbai: Alpha Science Interna-
tional, 2005.
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[3] WILLARD, S. General topology. Mineola: Dover, 2004.
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Resumo:

A Teoria das Distribuigées lida com uma extensdao do conceito de fungao e
permite a analise de fendmenos que ndo podem ser descritos adequadamente por
fungbes convencionais. Um exemplo é o conhecido Delta de Dirac, que pode repre-
sentar fisicamente um impulso, i.e., uma forga muito forte aplicada em um periodo
muito curto de tempo. O Delta de Dirac, denotado por ¢, é definido através das se-
guintes propriedades:

5@):{ 0, sex#0 o /Wa(x)dz:L

400, sex =0 —o0

E perceptivel que o Delta de Dirac ndo é uma fungdo comum, e foi inspirado
nele que o francés Laurent Schwartz, por volta de 1940, formalizou a teoria das
distribuigdes (ou fungdes generalizadas), ganhando inclusive uma medalha Fields por
isso.

O objetivo deste trabalho é compreender desde as fungdes teste, pertencen-
tes ao espago C°, e o0 espago D’ das distribuigdes, até as fungbes de Schwartz e
as distribuicdes temperadas. A motivagao principal vem do fato que, a partir das
distribuigdes de Schwartz, conseguimos realizar uma analise mais ampla dos cha-
mados Operadores Diferenciais Parciais Lineares (ODPL).

Enunciamos a seguir a ideia proposta por Schwartz para generalizar o conceito
de fungao.

Definicao 1: Dado um aberto X C R”", uma distribuicdo € um funcional linear sobre
o0 conjunto das fungdes suaves e com suporte compacto u : C{°(X) — C tal que u é
continuo.

*Bolsista do Programa PET-Matemética
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Definicdo 2: Dizemos que u € continuo se, para todo compacto X C X, existem
constantes C' e k tais que:

lu(@)] < C 3 sup|0%¢|, ¥ ¢ € C°(K).

lal<k

Na definicdo acima, « denota um multi-indice, ou seja, a € Ni. O conjunto das
distribuigbes definidas em X é denotado por D'(X).

A principal propriedade das distribuigdes é que elas sdo SEMPRE diferenciaveis.
Essa propriedade é especialmente importante no estudo dos ODPL, onde as solugdes
podem nao ser diferenciaveis de maneira classica em todos os pontos. Com as
distribuigoes, € possivel resolver operadores que envolvem solugdes com singulari-
dades ou comportamentos irregulares, ampliando assim o conjunto de problemas que
podem ser tratados analiticamente. Essa caracteristica se deve a definicao de deri-
vada em distribuigbes, enunciada a seguir.

Definicao 3: Sejam X C R"™ um conjunto aberto, u € D'(X) e a € Nj. Definimos a
derivada distribucional como:

a*u(p) = (=1)u(d%), V¢ € G (X).

De acordo com a definigao acima, é de imediata constatacao a diferenciabilidade
das distribuigdes.

Outra importante ferramenta no estudo dos ODPL é a Transformada de Fourier,
uma vez que esta “aniquila” as derivadas presentes em uma equagao diferencial. Para
uma dada fungéo f € L'(R"), a transformada de Fourier da fungédo f é dada por:

f({) = /R f(z)e ™ @8dg, ¢ e R™.

Quando lidamos com a Transformada de Fourier, geralmente estamos interessa-
dos na sua forma bijetiva, ou seja, queremos “ir e voltar” livrementes pelos espacos
de fungdes. Por isso, introduzimos o espago das fungdes com decrescimento rapido,
conhecido como espago de Schwartz:

SR™) = {f €C>: sup |#70°f(x)| < 00, V o, f € NI }.
zeR™
Nesse espaco, a Transformada de Fourier € bem definida e é uma aplicagéo bi-

jetiva. A partir disso, conseguimos definir uma nova classe de distribui¢cdes, na qual
podemos trabalhar com a transformada de Fourier.

Defini¢ao 4: Uma distribuicdo temperada é um funcional linear continuo definido so-
bre o espaco das fungdes de Schwartz. O espaco das distribuicdes temperadas é
denotado por S’. Assim, para um dado aberto X C R", temos:

S'(X):={u:8(X) — C|u élinear e continuo}.

Munidos das ferramentas provenientes tanto da Teoria das Distribuicdes quanto
da Andlise de Fourier, somos capazes de definir o conceito de transformada de Fourier
de uma distribuigao.
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Definicdo 5: Dados um aberto X C R" e uma distribuicdo v € S§’(X), definimos a
transformada de Fourier da distribui¢cao « da seguinte forma:
0:8(X)—=C
i(p) = u(p), ¥ e S(X).

Esse trabalho se propde a ser o primeiro passo em dire¢do ao estudo dos Opera-
dores Diferenciais Parciais Lineares. Nesse sentido, o estudo das distribuicbes serve
como uma base so6lida para projetos futuros, oferecendo uma compreensao dos con-
ceitos fundamentais que sustentam a andlise desses operadores.

Referéncias
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1 Introdugéao

O espago métrico R pode ser construido a partir do completamento de Q@ munido da
métrica advinda da avaliagdo usual | - |, : Q — R definida por |r|. := sgn(r)-r. Uma
pergunta que pode entdo se levantar €: o que acontece se completarmos Q munido
de uma métrica advinda de outra avaliagdo? E o que esse texto pretende responder.

Definicdo: Uma avaliagdo em um corpo K éummapa |-| : K — RyotalqueVaz,y € K,
vale que |z| =0 2 =0, |zy| = |z|ly| e |z + y| < |=| + |y|.

Definigdo: Dado um corpo K, a avaliagdo trivial em K é a avaliago | - | = 1x- :
K — Rsp,0onde 14 : X — R € a fungéo caracteristicade A ¢ X e K* = K — {0}.

E facil verificar que dada uma avaliagao | - | em K, pode-se fabricar a métrica in-
duzida por | - | em K pondo d(x,y) := |z — y|. A nogdo de métrica é suficiente para o
conceito de completamento por sequéncias de Cauchy.

Definicao: Definimos a avaliagdo p-adica em Q, | - |,, pondo |0], := 0 e |a/b], :=
p~o% (/% para a,b € Z*, onde ord,(a/b) := max{n € Ny : p"|a} — max{n € Ny : p"|b}.

Definicao: Duas métricas d;,d, sdo ditas equivalentes se dada uma sequéncia S,
S € de Cauchy com respeito a d; se, e somente se, for de Cauchy com respeito a d,.
Mais ainda, duas avaliagbes sao ditas equivalentes se induzem métricas equivalentes.

Vale [2] o seguinte teorema de classificagao:
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Teorema (Ostrowski): Dada uma avaliagdo v : Q — R, entdo v € equivalente a
exatamente uma das seguintes avaliagdes ndo equivalentes duas a duas: ou a avali-
agao usual ||, ou a avaliagao trivial ||y, ou uma avaliagdo p-adica |- |,,, com p primo.

Com isso em maos, vejamos as possibilidades:

1. Se d. € uma métrica equivalente a induzida pela avaliagédo usual | - |, em Q,
entdo o completamento de Q segundo essa métrica, (Q, d,), é isométrico a R
munido de sua métrica usual.

2. Se dyi, € uma métrica equivalente a induzida pela avaliagao trivial | - |,,;y em Q e
S = {ry}2, é de Cauchy segundo d.,:,, temos que para ¢ = 1, existe M tal que
Vm,n > M, vale dyiy(rm, ) < 1 = |rm — ")y = 0 = 7 = 1, = 7y, donde S
¢é estacionaria e, portanto, converge (para ry,), tornando (Q, d) completo. Dessa

forma, o completamento de Q segundo essa métrica, (Q, dy), € isométrico ao
proprio (Q, diy)-

3. Se d, é uma métrica equivalente & induzida pela avaliagéo usual | - [, em Q (e é
esse 0 cenario em que estamos interessados), entdo (Q, d,) ndo é completo, e
o completamento de Q segundo d,, (Q,p), é denotado por @, e é denominado
corpo p-adico.

Justificando a nomenclatura, pode-se conferir a Q, uma estrutura de corpo e mos-
trar que inclusdo natural i : Q — Q,, i(r) := [(r);2,], € um homomorfismo injetor de
corpos que preserva d, no seguinte sentido: d,(r, s) = d,(i(r), i(s)). Aqui abusa-se de
notagdo ao usar d, para também denotar a métrica do completamento (Q, d,,).

2 Asdiversas anomalias de Q,
O termo “irméaos” no titulo se refere aos corpos Q,. Doravante esse texto se res-

tringird a listar, sem provas, diversas das tais “anomalias” que um corpo p-adico Q,
exibe. As provas podem ser encontradas nas referéncias [1] e [2].

2.1 Anomalia arquimediana

Definicdo: Um corpo K munido de uma avaliagéo | - | é dito ndo-Arquimediano se
para todo z,y € K, |z + y| < max{]|z|,|y|}. Nesse caso a avaliagdo | - | também é dita
ndo-Arquimediana.

N&o é dificil verificar que | - |,, definida tanto em Q, quando na restrigdo Q é néo-
Arquimediana, tornando @, um corpo n&o-Arquimediano.

Teorema: Em um corpo ndo-Arquimediano K, se |z| # |y|, entao |z+y| = max{|z|, |y|}.

2.2 Anomalias geométricas

Como corolério do Gltimo teorema da subsegao anterior, temos:

Corolario: Dados trés pontos distintos z,y,z € K, existem a1, b1, a2,b2 € {z,y,2}
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tais que |a; — by| = |ag — b, isto é, todo tridngulo é isdsceles.

Teorema: Todo ponto na bola B(c,r) := {z € K : |z —¢| < r} & um centro, isto
é, para todo ¢’ € B(c,r), vale que B(c,r) = B(c,T).

Corolario: Dadas duas bolas B, = B(pi,r1) € By = B(p2,r2) com 1 < ro, entdo
ou BN By =@ ou B, C B,.

2.3 Anomalias de analise

Teorema: Uma sequéncia {z,};2, em um corpo ndo-Arquimediano K é de Cauchy
se, e somente se, |21 — x| — 0 quando k — cc.

Teorema: Em um corpo nao-Arquimediano completo K, >7°, x; converge se, e So-
mente se, 2, — 0 quando k — co.

Observe que as anomalias estéo nas “voltas” dos teoremas, uma vez que as “idas”
também ocorrem em R.

Teorema: Se | - | € uma avaliagdo ndo-Arquimediana de K e K é o completamento de
K, entdo |K| = |K|. Em particular, |Q,|, = |Ql, = {|p[} }rez U {0}.

3 Representacao

Os elementos de Q, como classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy se-
gundo uma métrica ndo usual sdo complicados para se operar.

Assim como podemos representar um numero real z, de maneira Unica, como
T = ap+ Xi, a,107%, onde ay € Z, a;r € {0,...,9}, tais que ndo existe M tal que
para k > M, vale que a; = 9 (1.000... = 0.999..., por exemplo, violaria a unicidade),
podemos representar de maneira Unica os p-adicos da seguinte forma:

Teorema: Dado « € Q, existe um Unico n = n(a) € Z tal que |af, = [p[; e uma Unica
sequéncia {a;,}2.,, de coeficientes em Z/pZ = {0,...,p — 1} tais que a = 32 axp*.

Definicao: Define-se o anel dos inteiros p-adicos, Z,, como sendo o sub-anel de Q,
dado por Z, = {a € Q} : n(a) > 0} U{0} = {2 garp® : Vk >0, ax € Z/pZ}. E claro
que pode-se identificar Z, com 132 (Z/pZ).

Teorema: Dado o € Q;, temos que « € racional se, e somente se, a sequéncia de
seus coeficientes é, eventualmente, periédica.
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Resumo:

Em 1975, Tien-Yien Li e James A. Yorke introduziram no estudo dos sistemas
dinamicos discretos o conceito de caos, através da publicagdo de seu artigo Period
Three Implies Chaos (ver [4]), que versa sobre a existéncia de pontos periédicos para
fungdes definidas em intervalos fechados. De fato, seu principal resultado consiste no
seguinte:

Teorema 1 (de Li-Yorke): Seja I ¢ R um intervalo fechado e f : I — I uma fungao
continua. Se f possuir um ponto 3-periédico, entdo f tera um ponto k-periédico, para
todo k € N.

A publicagao desse surpreendente teorema teria sido um dos marcos iniciais que
estimularam as investigagoes sobre a dinamica de fungdes continuas na reta.

Entretanto, em 1964, onze anos antes do trabalho de Li e Yorke, ja fora publicado
um artigo na revista Ukrainskii Matematicheskii Zhurnal intitulado Coexistence of cy-
cles of a continuous map of the line into itself, de autoria do matematico soviético
Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky, que ndo s demonstrava o teorema acima, como
também o caracterizava enquanto caso particular de um resultado mais geral. Este ou-
tro trabalho, enviado para publicagao quando Oleksandr tinha apenas 25 anos, ficou
conhecido como Teorema de Sharkovsky.

Nesse sentido, nosso objetivo serd enunciar e apresentar uma demonstragcdo do
Teorema de Sharkovsky, suscitando algumas discussdes sobre o comportamento de
funcdes em intervalos fechados.

Para tanto, faz-se necessario definir o conceito de ordem de Sharkovsky. Seja >
uma relagao de ordem no conjunto dos naturais, sendo que a > b denota “a maior
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que b”. Primeiro, devem ser considerados todos os impares, a partir do 3 e de forma
crescente. Estes serdo os maiores elementos dessa nova ordenagao. A sequéncia
continua com o produto dos impares considerados anteriormente por 2, depois 22, e
assim sucessivamente, com as outras poténcias de 2. Por fim, sdo consideradas todas
as poténcias nao negativas de 2, de forma decrescente, até o expoente 0. Desse
modo, obtemos

357> .. >3-205-27-2>..>3-225-227-22> . > 28 >22p 2> 1.

Essa distribuicdo recebe o nome de ordenagao de Sharkovsky, e faz-se essencial
ao enunciar o principal resultado aqui apresentado:

Teorema 2 (de Sharkovsky): Sejam / C R um intervalo fechado e f : I — [ uma
fungao continua. Se f possuir um ponto n-periédico, para algum n € N, entdo f
também tera um ponto k-periédico, para todo k € N tal que k¥ <1 n (na ordem de Shar-
kovsky).

Como 3 é o maior nimero na ordenagao de Sharkovsky, segue que o Teorema 1 é
um coroldrio do Teorema 2.

Desde sua publicagao, foram apresentadas varias provas para o Teorema de Shar-
kovsky, envolvendo os mais diversos conceitos. A demonstragdo que apresentamos
aqui foi desenvolvida por Bau-Sen Du, professor da Academia Sinica, no Taiwan (ver
[2] e [3]). Sua principal ideia € mostrar a equivaléncia do Teorema 2 com o seguinte
enunciado:

Proposicdo: Sejam 7 C R um intervalo fechado e f : I — I uma fungéo continua.
Assim, sao verdadeiras as seguintes afirmagoes:

a. Se f tem um ponto m-periédico, com m > 3, entdo f tem um ponto 2-periédico.

b. Se f tem um ponto m-periédico, com m > 3 e m impar, entdo f tem um ponto
(m + 2)-periddico.

c. Se f tem um ponto m-periédico, com m > 3 e m impar, entdo f tem um ponto
6-periddico e um ponto 2m-periddico.

De modo que, ao demonstrarmos (a), (b) e (c), teremos provado o Teorema de
Sharkovsky.
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Resumo: No inicio do século XIX, acreditava-se que toda fungéo continua teria de-
rivada em um conjunto significativo de pontos. Tal perspectiva seria radicalmente al-
terada por Karl Weierstrass em 1872, que surpreendeu a comunidade matematica ao
apresentar uma fungao continua em todos os seus pontos, mas nao diferenciavel em
nenhum ponto [1]. Uma vez provada a existéncia de tais fungdes, surge uma duivida
em relagdo a sua quantidade. O presente trabalho se propde a responder a tal ques-
tionamento.

De forma trivial, podemos provar que hé infinitas delas; entretanto, seria mais
interessante se pudéssemos atribuir uma nogao proxima a de abundancia para tais
fungbes quando analisadas no contexto geral do espaco das fungdes continuas. Para
realizar tal feito, utilizaremos uma conclusao a que René-Louis Baire chegou em 1899:
"Um espago métrico completo ndo pode ser escrito como a unido de uma colegao enu-
meravel de conjuntos nada densos’[1] [2].

Note que, a partir do teorema de Baire, podemos construir duas categorias para
qualquer dado subconjunto de um espago métrico: um conjunto sera dito de primeira
categoria se este pode ser formado por uma uniao de conjuntos nada densos, e de
segunda categoria se este nao pertencer a primeira. Essas categorias serdo denomi-
nadas "Categorias de Baire”[3].

Esse interessante resultado da area de Espagos Métricos constitui a base teérica
para o estudo do presente trabalho, uma vez que saber a categoria dos conjuntos que
formam o espaco das fungdes continuas (i.e., o conjunto das fun¢des com derivada
em pelo menos um ponto e o conjunto das fungdes com derivada em nenhum ponto)
define a relagdo que responde a nossa duvida inicial, relativa & abundancia dessas
fungdes em relagao ao espago ao qual elas pertencem.

Para tal, provaremos que o conjunto das fungdes continuas definidas entre dois
numeros reais a e b, denominado C|[a, b], € completo e, portanto, de segunda categoria,
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enquanto o conjunto:
Dla,b] = {f € Cla,b] : f'(z) existe para algum z € [a, b]}

é de primeira categoria em C|a, b].

Observe que, se Dla,b] for de primeira categoria, entdo o conjunto das funcdes
continuas com derivada em nenhum ponto devera ser estritamente de segunda cate-
goria, levando-nos a afirmar acertadamente que essas sao muito mais prevalentes no
espago das fungdes continuas definidas entre a e b.
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Resumo:

O principal objetivo deste trabalho, motivado pelo célculo vetorial e pela analise
complexa, é apresentar uma generalizacdo para a teoria do g-célculo, criada por E.
Pap. Nossa contribuic@o a teoria € a introdugao do conceito de g-célculo vetorial.

0.1 Preliminares:
Iniciamos apresentando brevemente os conceitos basicos da teoria do g-célculo [1, 2].
Definicao 0.1 Dizemos que J = [a,b] C R é um sub-intervalo da reta estendida.
Por convengao iremos apenas considerar a semirreta positiva.
Defini¢ao 0.2 Dizemos que a fungdo g é uma fungdo geradora se e somente se:
cg:J—-R;
* g € mondtona;
* g é bijetora;
» g é mensuravel em7J.

Definicdo 0.3 Dizemos que &, é uma pseudo-soma com relagdo a uma fungéo ge-
radora g se para quaisquer dois valores (z,y) emJ vale:

Dy:IXT=T
(@, y) = x®gy.
*Bolsista do Programa de iniciagao cientifica (PIBIC)
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Definicao 0.4 Dizemos que &, é uma pseudo-multiplicagcdo se para quaisquer dois
valores (x,y) em3J:
Og:IXxT—=T
(z,y) = 2Ogy

Tais operagdes sao associativas e, em geral, comutativas.
Definicao 0.5 (Semi-anel) A terna (3, ®,, ®,) é um semi-anel.

Teorema 0.1 (Teorema de Aczél): Para toda pseudo-operacdo ®, tem-se ao menos
uma fungéo geradora g de forma que:

u®,0 = g~ (g(u) * g(v)),

onde « é a operagao correspondente usual, considerada nos reais.

0.2 g-calculo vetorial

Podemos pensar em dois possiveis tipos de g-calculo vetorial que generalizem o g-
calculo. Um deles quando o dominio Z é unidimensional e o contradominio tem di-
mens&o n (caso que serd apresentado neste trabalho). O outro caso consiste em ge-
neralizar o dominio para n dimensdes, caso que se mostra mais trabalhoso que o pri-
meiro. Iniciaremos a discussdo com a definicao de vetor g-definido e com a definicao
de produto interno de contragao.

Definicao 0.6 uma n-upla g-definida (ou vetor g-definido) é uma aplicagdo dada por:
G :[a,b] = RY; G(z) = (91(2), ..., gn(®)), Y 2 € [a, ],

onde mon(g;)=mon(g;+1), Vi € I = {1,2,3,...,n — 1}, isto é, a fungdo geradora g; tem
a mesma monotonicidade da fungdo geradora g;. ;.

Um produto interno de contragao é definido como segue.

Definicéo 0.7 Toda fungdo escalar definida como (z|y) : Rt xR% — [a, b] € um produto
interno de contragdo, se e somente se, satisfizer as seguintes propriedades:

(i) comutatividade;

(i) quase-aditividade: (w + slv) = ((w|v) + (s|v))wy, onde o peso wy, é chamado de
constante de contragao.

(iii) (kw|s) = (w|s), Vk € R%.

Para o que segue, necessitamos introduzir o operador pseudo-média aritmética,
que é um operador fechado em 7.

Definicao 0.8 (Operador média aritmética) Seja X um conjunto de N numeros em
[a, b]. Definimos o operador pseudo-média aritmética em [a, b] como:

1 N N T — : g
N lejx, = min{z;} + (; %)
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O principal resultado apresentado neste trabalho é a extensao do Teorema de
Aczél ao R", enunciado a seguir.

Teorema 0.2 (Extensado do Teorema de Aczél) Seja ®, uma pseudo-operagdo em
[a,b]. Entdo, tem-se ao menos uma fungdo geradora G(z) = (¢:1(x), ..., go()) tal que:

Z®gy_ @97 *gl(y))v VZWyG [ab}

De forma analoga podemos definir a g-derivada para o caso n-dimensional.

Defini¢do 0.9 Seja . uma fungdo definida de [c,d] C R em [a,b] € G um vetor g-
definido tal que mon(h) = mon(y;). Entéo, o g-gradiente de h pode ser definido como

Vef(h) @y Degi(h

0.3 Conclusoes

A generalizagdo apresentada neste trabalho € uma porta de entrada para demais abor-
dagens e discussoes sobre a teoria do g-calculo, bem como uma outra perspectiva so-
bre 0 assunto. Acreditamos que esta generalizagao podera ser aplicada em diversas
areas, como na fisica e em equacodes diferenciais, a exemplo das aplicacdes que apa-
recem em [3, 4], e que tal generalizagao possa ainda ser expandida para um espago
mais abrangente e geral. Adicionalmente, introduzimos uma nova estrutura chamada
g-algebra, a qual possibilita estudar o g-célculo sob uma nova visdo.
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Resumo:

O objetivo deste trabalho foi uma revisdo bibliografica de alguns resultados, obti-
dos em [1], sobre hipoeliticidade das classes £ ,(T¢) de Denjoy-Carleman definidas
no toro T¢, relacionadas a certas sequéncias .# = {m, }ncn de nimeros reais positi-
vos. Denotamos por ¢/ ,(T?) espago das distribuigoes em £ ,(T?). Por hipoeliticidade,
nos referimos ao seguinte: dados P, P, - - - , P, operadores continuos em #’,(T9), o
sistema (P, P, - - - , P;) é globalmente .# -hipoelitico se

uw€ 7' y(T%), Pj(u) € E4(TY),j = 1,2,k = u€ E4(T?.

O primeiro resultado diz respeito a operadores diferenciais constantes, ou seja,
operadores P : 2',(T%) — 2',(T%) dados por P = 3=, <i aaD®, Onde o € Z% € a, é
um numero complexo. A prova do Teorema 1 é feita por meio das séries de Fourier
desenvolvidas para elementos de € ,(T?) e 2/,(T?).

Teorema 1 - Sejam P, P, , P, : 9',(T%) — 2,(T¢) operadores diferenciais com
coeficientes constantes. O sistema (P, P, -+, P;) é globalmente .#-hipoelitico se,
somente se, para todo ¢ > 0 existe R > 0 tal que

My, - n!
(i >1i _— > R.
max [F5(§)] 2 inf <En N |€\)"> , V& com [¢] > R

Ja o segundo resultado é uma aplicagdo direta do Teorema 1, e envolve uma
generalizagdo dos numeros de Liouville, os nimeros .#-exponencial Liouville.

*Bolsista do Programa PET-Matemética
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Teorema 2 - Dado o € R, seja P, = D; — aD, em 2',(T?). O operador P, é global-
mente .#-hipoelitico se, e somente se, « for irracional e ndo .#-exponencial Liouville.

Por dltimo, o terceiro resultado relaciona a hipoeliticidade de certos sistemas L de
operadores diferenciais com coeficientes reais em 2/, (T¢+!), com a hipoeliticidade de
sistemas P de operadores diferenciais com coeficientes constantes em 2/, (T¢*!). O

sistema L é formado por operadores Ly, Ly, - - - , Ly dados por
d d
Lj=— i(t)=—,
j (9tj+aj()8x'
onde (t,z) € T, comt = (t1,t2, - ,ta) € T? e x € T, € a; € uma fungdo com valores
reais pertencente a £ ,(T?). J& o sistema P é formado pelos operadores P;, P, - , P,
dados por
d d
P=— ta—,
P o T g

coma; = g7 a;(0,--+,0,2;,0,---,0)dt;.

Teorema 3 - Suponha que

Oaj Oak .
atk 0t‘l ? J7 ) ? )

Entao o sistema L é globalmente .#-hipoelitico se, e somente se, o sistema P o for.

A demonstragdo do Teorema 3 é feita com a definigdo de um certo automorfismo
T de 7',(T¢+!) satisfazendo P; = T o L; o T, cuja defini¢do utiliza séries parciais de
Fourier em £ ,(T?) e 2/,(T?). O Teorema 3 nos permite estudar a hipoeliticidade de
(L1, Lo, - -+, Lyg) usando o Teorema 1 de forma indireta: verificamos a hipoeliticidade
de (P, Py, -+, P;) e entdo aplicamos o Teorema 3.
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Resumo:
Nosso foco é analisar a sobrejetividade da fungao cosseno quando definida no con-
junto dos nimeros complexos. Supondo conhecida a definigao da fungao exponencial
complexa, temos:
eiz + e—i:

2
A partir disso e dado um namero complexo z = x + iy, concluimos que

COos z =

cos z = cos x cosh y — isenxsenhy,
0 que nos leva a

cos? & + senh’y.

|cos z| =
Isso ja mostra um fato interessantissimo: a fungéo cosseno no plano complexo é
ilimitada, podendo assumir qualquer valor real maior do que 0.
Ademais, para analisar o argumento da fungao cosseno, separamos em casos:
(i) Se z = § + kr +yi, k € Z, entéo

—isenhy, sek é par,
cosz =« L
isenh v, se k é impar.

assim

sey<0eképarousey>0ekeéimpar,

Z sey<Oekéimparousey>0eképar.

s
arg(cosz) = ¢ %’
-z

*Voluntario do programa de iniciagéo cientifica
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(ii) Se R(z) # 5 + km, k € Z e 6 = arctan(— tan z tanh y), entdo

0, se cos z € 12 quadrante,
m+6, secosz € 2?quadrante,
m+6, secosz e 32 quadrante,
27+ 0, se cosz € 4° quadrante.

arg(cosz) =

Ou seja, 0 argumento do numero cos z pode assumir qualquer valor. Somando isso
ao fato dela ser ilimitada, € de se esperar que seja sobrejetora.

Para demonstrarmos essa suposi¢ao, comegamos relembrando que a fungao cos-
seno sera sobrejetora se, para todo w € R, existir pelo menos um z € R, tal que:

w = CoS .
Por defini¢ao:
eiz + 67” . »
w = —5 =2w=¢e%+e "

= 2w = ¥ + 1

=¥ — w4+ 1=0.
Fazendo = = ¢, temos

2?2 — 2wz +1=0.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, sabemos que esse polindmio tem pelo menos
uma raiz. Ou seja, existe um nimero complexo x que resolve a equagao acima. Vamos
escrevé-lo na forma polar

x = r;(cos B, + isend,).
Tomando z = 6, — iInr,, temos
= :L’,

ou seja, a fungdo f(z) = cos(z) é sobrejetora.
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Resumo: A desigualdade isoperimétrica é um resultado matematico que relaciona a
area de uma regiao limitada por uma curva fechada no plano com o seu comprimento.
Este teorema tem mais de uma demonstragéo e possui aplicagdes em diversas areas
da matematica, e sua origem remonta a lenda da princesa Dido, que, de acordo com
uma versao da lenda, precisou refugiar-se ao norte da Africa por volta do século 1X
a.C. apos conflitos politicos em sua cidade natal. Nesse novo lugar, foi-lhe entregue
couro de boi e feita a seguinte oferta: “Vocé pode ter tanta terra quanto cercar com
couro de boi” (MOTA, p.1, 2018). Com essa restricdo, a princesa recortou o0 couro de
um boi em tiras pequenas e, utilizando a fronteira com o mar, cercou a maior area
possivel, criando assim a cidade de Cartago.

Diante desta lenda, tornou-se objetivo deste trabalho, estudar a desigualdade iso-
perimétrica e responder sob quais condi¢cdes se maximiza a area de uma curva fe-
chada, dado um perimetro fixo. A demonstragao escolhida para ser estudada utilizava
como ferramental as séries de Fourier. Sendo assim, foram necessarios estudos dirigi-
dos sobre sequéncias e séries de fungdes, uma vez que elas fundamentam os estudos
de séries de Fourier, além de alguns resultados sobre curvas fechadas simples. Esse
resultado classico da Geometria Diferencial possui o seguinte enunciado:

Teorema 1 (A desigualdade isoperimétrica) A area A englobada por qualquer curva
simples plana fechada retificavel C, de comprimento L, satisfaz a desigualdade
2
A< L—;
<o

além disso, a igualdade ocorre, se e sé se, C for um circulo.
Portanto, a apresentagao tera por objetivo expor a demonstragao da desigualdade

isoperimétrica de acordo com [1], bem como os principais pré-requisitos envolvidos no
tema.

*Programa Institucional de Voluntariado em Iniciagao Cientifica - UTFPR, campus Curitiba.
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Resumo:

A vélvula adrtica bicuspide (VAB) é uma condigdo congénita em que a valvula
aédrtica possui apenas duas cuspides em vez das trés normais. Essa anomalia pode
levar a problemas cardiovasculares, como estenose e insuficiéncia adrtica. Na pratica
clinica, embora as técnicas de processamento de imagens sejam essenciais, a prin-
cipal dificuldade reside em monitorar adequadamente a fungao da valvula e ava-
liar as complicagbes que podem surgir ao longo do tratamento. Nesse contexto,
a modelagem matematica da hemodinamica em valvulas aédrticas bicuspides surge
como uma ferramenta complementar valiosa, permitindo diferentes abordagens para
a intervengao clinica e oferecendo uma compreensao mais profunda das relagdes en-
tre a hemodinamica e as complicagdes e riscos associados.

Ao representar a VAB e suas componentes como entidades matematicas, é possivel
simular seu comportamento dinamico em diversas condigdes fisioldgicas e patoldgicas.
Neste estudo, empregamos uma abordagem integrada que combina equagdes fun-
damentais da mecanica dos fluidos e da mecanica dos sélidos, possibilitando uma
andlise detalhada da interacao entre o fluxo sanguineo e a estrutura valvar.

Para modelar o fluxo sanguineo, dentro do dominio do fluido ©,, utilizamos as
equacgodes de Navier-Stokes para fluidos newtonianos incompressiveis:

0, (1)
V.V =0, @)

\e
,o(%tﬂ/(v-\/)) +Vp—pu(VV+VVT)

onde V' é o campo de velocidade, p é a pressao, p é a densidade do sangue e . é a vis-
cosidade dinamica do sangue. Estas equacdes fornecem uma descricdo matematica
detalhada da dinamica do fluxo sanguineo, incluindo a distribuicao de velocidade, a
formagao de gradientes de pressao e a geragao de tensdes de cisalhamento nos teci-
dos valvares.
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A fronteira do dominio do fluido, denotada por 9, = Ty, U T'yay U Do, €St Sujeita
as seguintes condigdes:

p = po, [u <VV + VVT)} -n=0 em I}y, (3)
[=pl- (VV+VVT)]n=—F-n em T, ()
V=0 em T[yu. (5)

Na entrada, foi imposto um valor para a pressao e auséncia de tensao viscosa,
onde n é o vetor normal unitario externo a I';,. Na saida, temos que py < p, e n é o
vetor normal unitario externo a T',,;. Além disso, nas paredes Iy, foi imposto esse
valor para o campo de velocidade devido a condi¢éo de nao deslizamento.

Para descrever a dinamica da estrutura da valvula, utilizamos um modelo linear
elastico. Neste modelo, a equacéo da estrutura é dada por:

9d
P or

onde p. a densidade do material, F' é o tensor gradiente de deformagéo, S o segundo
tensor de Piola-Kirchhoff e d o deslocamento da estrutura em resposta as tensoes
exercidas pelo fluxo sanguineo.

A fronteira do dominio da estrutura, 09y = I'p UT'y, esta dividida em I'p, associada
a condigao de Dirichlet, e T'y, associada a condigdo de Neumann. As condigdes de
contorno sao dadas por:

— V- (F(d)S(d)=0 em (6)

d(z,t)=0 em Tp, (7)
F(d)S(d)TLQ =0 em FN,

—
(o]
~

onde n, € o vetor unitario normal ao elemento de area da fronteira I'y.

Finalmente, este problema de interagao fluido-estrutura, formado pelas Equagdes
(1) — (8), é fechado por condigdes de interface apropriadas entre Q, e ,, garantindo
a continuidade das velocidades e das componentes normais das tensodes.

Para aprofundar a analise do comportamento da VAB, realizamos uma simulagao
numérica utilizando o software COMSOL Multiphysics, com base no trabalho de Tor-
rado et al. (2015). Este software emprega o Método dos Elementos Finitos (MEF),
uma técnica que permite decompor o problema em elementos finitos e resolver as
equacgdes de Navier-Stokes e de elasticidade de forma integrada. Dessa maneira,
o COMSOL captura com precisdao as complexidades do sistema, possibilitando uma
andlise detalhada das condi¢cdes hemodinadmicas da vélvula ao longo do ciclo cardiaco.

Para aprofundar a compreensao dessa interagao, escolhemos analisar a véalvula
em quatro momentos do ciclo cardiaco: o inicio e o pico da sistole ventricular, bem
como o final da sistole e o inicio da diastole ventricular. Esses instantes foram selecio-
nados devido a sua relevancia fisiolégica e ao impacto significativo que exercem sobre
a funcéo da valvula e o comportamento do fluxo sanguineo. Durante o inicio e o pico
da sistole, a valvula adrtica experimenta as maiores pressoes e fluxos sanguineos, o
que pode levar a estresses elevados e a possiveis alteragdes no comportamento he-
modinamico. O final da sistole e o inicio da diastole, por outro lado, representam mo-
mentos de transicao critica onde a valvula deve adaptar-se rapidamente as mudangas
na pressao e no fluxo, tornando essas fases fundamentais para entender a mecéanica
da valvula em condigdes de estresse variado.
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Magnitude da velocidade sanguinea (mys)

B Tensdo de von Mises (N/m?)

,,,,,

Figura 1: Hemodindmica em VAB no instante 0,8 s do ciclo cardiaco.

Em concluséo, este estudo sobre a valvula aértica biclspide, utilizando simulagao
numérica e modelagem matematica, forneceu uma compreensao detalhada da interagdo
entre o fluxo sanguineo e a estrutura valvar ao longo do ciclo cardiaco. A analise dos
momentos criticos da sistole e didstole revelou informagdes valiosas sobre a pressdo
transvalvar, a magnitude da velocidade sanguinea e as tensdes de von Mises nos te-
cidos valvares, esclarecendo o comportamento hemodinamico e estrutural da valvula
em diferentes condi¢des. A partir desses dados, € possivel discernir os mecanis-
mos normais e patolégicos da fungao valvar, bem como identificar possiveis riscos e
alteragdes que podem se manifestar ao longo do tempo.
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Resumo: Diversos problemas de interesse pratico podem ser descritos na forma
de Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) com dependéncia temporal. Sistemas de
grande utilidade pratica sdo modelados por EDPs, como a difusédo de calor numa
superficie (equagao do calor) e a dindmica de fluidos livres — equagdes de Navier-
Stokes e de Korteweg-de-Vries (KdV) modificada. Esta Ultima é nosso exemplo moti-
vador e modela a dispersao de ondas unidimensionais ndo-lineares e ndo dissipativas.

Seguindo a formulagao de Raissi [1] adotamos um framework que permite de-
senvolver redes neurais totalmente conectadas para solugdo aproximada de EDPs
nao-lineares da forma geral

w(w,t) + Nu(z,t),\] =0, VoxeQcCR"te[0,T], (1)

onde u(z,t) € a solugéo latente (oculta) do sistema e N[-; A\] é um operador diferencial
(possivelmente nao-linear) parametrizado por A € R<.

No caso da KdV modificada temos N{u(z,t); \] = AMuu, + Mgz, S€NdO A =
[)\1, )\2} € R

Definimos f(x,t) como o lado esquerdo da equagao (1)

fi=u + Nu @)

e prosseguimos por aproximar u(t, z) por uma rede neural cujos parametros sao apren-
didos ao minimizar o erro quadratico médio

MSE = MSE, + MSE;, 3)
onde
MSE, = 5 luat ) —
MSE, =+ ; u(zl,t,) —u

*Voluntario do Programa de Voluntariado Académico.
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2

1 o
MSE; = 52 Y| F@p.t))
i=1

sendo {zi,# } os pontos iniciais ou de borda, {u'}X*, os valores de u nesses pon-
tos e {x%, @};1\31 os pontos de colocagdo no interior do dominio onde resolvemos a
equagao.

Embora ndo exista comprovagéo tedrica de que os minimos globais dos erros
MSE, e MSE; sao sempre suficientemente préximos de 0 e nem de que o treina-
mento da rede sempre converge para um minimo global, temos evidéncias empiricas
de que em alguns casos a rede é capaz de aproximar uma solugao de uma dada EDP
com erros relativamente pequenos. Nesses casos onde MSE, e MSE; séo suficien-
temente préximos de 0, sabemos que de M SE, a rede aproximou bem as condigbes
iniciais e de borda, e de M SE; a rede aproximou bem o comportamento da EDP, as-
sim com o erro M SE = MSE, + MSE; suficientemente proximo de 0 temos uma boa
aproximagao para nossa solugao desejada. A qualidade da aproximagao depende do
tipo de equagao que resolvemos e se a solugdo é Unica (a partir da condi¢éo inicial).

Quando f(z,t) depende de uma constante real, digamos a, € razoavel inferir que
u(z,t) pode também depender desse parametro; podemos incorporar essa constante
como uma variavel no treinamento da rede ao definir uma outra fungéo u*(a, z,t) com
0 mesmo valor de u para cada dado a, uma expressao f* = u; + N[u*] e 0s erros

1 N

MSE,. =—Y_

wal., at ) — u ’

u*r Yu*

)

Yu j—1

2

1M S
MSE;. = N, 3 |f*((1,’f*, o )
i=1

Prosseguimos por minimizar o erro M.SE* = M SE,-+ MSE;-, que quando suficiente-
mente préximo de zero pode aproximar a solugdo da EDP para cada parametro « em
um dado intervalo.

Nos é util incorporar a no espago de parametros pois ao treinar a rede para um a
fixo, caso tentemos prever a solugao para um a diferente do usado no treinamento nao
teremos uma aproximagao boa da rede. Assim, seria necessario treinar a rede para
cada valor de a. Se incorporarmos a no espago de parametros, no entanto, podemos
treinar a rede uma Unica vez e utiliza-la para calcular o valor de u*(a, x,t) para cada
valor de a em um dado intervalo.

Como exemplo, resolvemos a equacao de Korteweg-de-Vries, definida da seguinte
forma:

up + v, + Ugee = 0, para (z,t) € [—-10,10] x [0, 15],

com a condigao inicial definida pela solugao exata

u(a, z,t) = asech 4 x—ft
) R - 5€ \/6 6

calculada em ¢t = 0. O parametro « esta no dominio [1, 2].

Treinamos uma rede neural totalmente conectada com 5 camadas de 60 neur6nios
cada, com funcédo de ativagdo tanh. Foram usados 30000 pontos de colocagdo no
interior do dominio e 1200 pontos na condigao inicial ¢ = 0. Nao foram usados pontos
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de colocagéao para impor a condigao de borda. O otimizador utilizado foi o Adam, com
taxa de aprendizado de 0.001. Usamos a biblioteca DeepXDE [2] para treinar a rede.
Para cada valor de « e de ¢ da grade mostrada na Figura 1, o célculo do erro na norma
L? é feito pela biblioteca numpy [3] com a férmula

np.linalg.norm(y_true - y_pred) / np.linalg.norm(y_true),

onde y_true € um vetor contendo em cada elemento a solugao exata para um valor
de x no dominio e y_pred € um vetor com a solugéo prevista pela rede. O erro relativo
maximo nos pontos considerados é de cerca de 32%, enquanto a média do erro nesse
conjunto de dados é de aproximadamente 8%. Optamos por nao incluir condi¢des de
borda pois procuramos inferir o minimo de suposicdes possiveis sobre o problema,
mantendo apenas a condigao inicial.

Figura 1: Erro relativo na norma L? da solugéo para a equagiao mKdV aproximada por
uma rede neural. Em cada ponto da grade € mostrado o erro com z € [—10, 10].
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Resumo:
Neste trabalho, apresentamos uma nova abordagem para o tratamento numérico
de equagdes diferenciais parciais (EDPs) utilizando redes neurais. Focamos especifi-
camente na aplicagao de redes neurais informadas pela fisica para a solugao numérica
da Equagéo do Transporte com Velocidade Variavel:
u + c(x)u, =0, em Q x (0, 00), )
u(z,0) = F(z), x € Q,

onde ¢(z) = 1/5+sin?(z — 1) e F(z) = exp (—100(z — 1)?) . Fisicamente, essa equagao
modela a dindmica de uma onda, cujo perfil inicial € dado por F'(z) e que se propaga
com velocidade ¢(z) que varia conforme a posigao no espaco.

Na literatura, essa EDP tem sido resolvida numericamente por métodos classicos,
como os métodos espectrais baseados na transformada de Fourier [4] e esquemas de
diferengas finitas [1]. O objetivo principal deste trabalho ¢ investigar a aplicagdo de
redes neurais na resolugao numérica da equagao (1), utilizando a abordagem conhe-
cida como Redes Neurais Informadas pela Fisica (Physics-Informed Neural Networks,
PINNs), conforme apresentado por [2]. A hipétese de pesquisa é que essa metodo-
logia pode capturar a solugao do problema com acuracia comparavel a dos métodos
tradicionais.

Sem muito rigor, uma rede neural pode ser entendida como uma fungéo proveni-
ente de uma sequéncia de composicdes entre uma fungdo afim e uma fungdo ndo
linear, conforme ilustrado na equagao a seguir

“Bolsista do Programa PIBIC-UFPR.
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y(.[) = 0',1(”/;1(0'(1,1(‘/Vd,l..‘([l/ygo'l(WﬂE + bl) + bg) + ) + bdfl) + b,{), (2)

onde y(z) representa a saida da rede neural, d € o nimero de composicoes realizadas,
também chamada de nimero de camadas, o; é a fungédo néo linear, denotada como
funcao de ativagao, 1V; sdo os pesos dos neurdnios e b; sdo os vieses, i € {1,2, ...,d}.
Os valores de W; e b; sao ajustados por meio de algoritmos de otimizagdao, com o
objetivo de minimizar uma fungao de custo especifica para o problema em questao.
Com isso, basta definir uma fungao custo para o método das PINNs, a principal
ideia é: dada a fungé@o u que é solugédo do problema (1), sabe-se que |u; + c(z)u,| =0
e |u(z,0) — F(x)| = 0. Dessa forma, se uma fungao 4 for uma boa aproximagao de u,
espera-se que | +c(xz)i,| e |a(z, 0)—F(x)| sejam proximos de 0. Com essa suposigao,
construimos a fungao de perda FQM, que é soma de outras duas fungdes:

EQM = EQMp + EQM,,

LR i i Ve (i i
EQMp = s (@, th) + c(h)tiu (2, th) [, 3)
i=1

No
EQM, = Ni D li(wg, 0) = Flap)l*,
0 =1
em que os conjuntos {(zh, th)}X5 € Q x (0,T) com T < oo e {5}, € Q represen-
tam pontos escolhidos aleatoriamente e Np, N, séo a quantidade de pontos em cada
conjunto.
O termo EQ My diz respeito ao operador diferencial da equagéo, ja FQM,, mede
0 quéao perto a aproximagao esta da condicao inicial.
Assim, transforma-se a Equagao (1) no problema de otimizagéo

1{41/1bn EQM (4)

e espera-se que, quanto menor for o valor EQM, melhor serd a aproximagao @ da
rede neural para o problema de valor inicial.

O método das PINNs foi implementado usando a biblioteca DeepXDE [3], na lin-
guagem de programagao Python, apresentou resultados promissores nos ensaios
numeéricos, com erros relativos em torno de 0,1%. A Figura 1 ilustra o exemplo da
aplicagdo de uma PINN ao problema (1) no dominio (—9,9) x (0,12.8).

Esse e outros resultados indicam que as PINNs tém potencial para fornecer solugdes
numéricas robustas para este tipo de problema, rivalizando com a precisao dos métodos
classicos ja estabelecidos. Entretanto, € crucial reconhecer que, por se tratar de uma
técnica emergente, as PINNs ainda nao possuem uma analise numérica totalmente
consolidada, o que representa uma desvantagem em comparagao com métodos mais
maduros, como os métodos espectrais e os esquemas de diferencas finitas. Sugere-se
portanto, que as PINNs podem ser uma ferramenta poderosa para a solugdo numérica
de EDPs, especialmente em problemas que lidam com condigées de contorno nao
periddicas.
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Figura 1: Aproximacao via PINN, em azul, e solugao de [1], em amarelo.
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Resumo:

Neste trabalho, abordamos numericamente duas Equagdes Diferenciais Parciais
(EDPs) classicas: a Equagao de Burgers Viscosa e a Equagao de Korteweg-De Vries
(KdV), definidas da seguinte forma:

« Equacao de Burgers Viscosa:

U+ Uy — Vg = 0, (x,t) € (—1,1) x (0,1),
u(z,0) = —sen(wx), x e (=1,1),
u(—1,t) =u(l,t) =0, te(0,1)

» Equacao de Korteweg-De Vries (KdV):

3 1
U = Sty = Uy = 0, (z,t) € (=50, 50) x (0,60),
u(x,0) = A - sech?(kx), x € (=50, 50),
u(=50,1) = u(50,t) = 0, t € (0,60)

Na literatura, essas EDPs sdo tradicionalmente resolvidas por métodos classicos,
como os Métodos Espectrais baseados na Transformada de Fourier [6]. Este trabalho
tem como objetivo principal investigar a aplicacdo de Redes Neurais no tratamento
numeérico dessas equagoes.

*Voluntario do Programa PIBIC
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Uma rede neural pode ser entendida como uma aproximacao F' de uma fungéo f,
onde f : R" — R. A fungdo F' é definida por:

F(x) = i (Jz](r(ij:I; +b,),
j=1
onde
« 0 : R — R é uma fungéo ndo linear, conhecida como fungdo de ativagéo;
* b= (by,...,bx) é 0 vetor de viés ou viesis (em plural);
s w; = (wy;,...,w,;) € 0 vetor de pesos do j-ésimo neurdnio;
e w; = (a1,...,ay) € 0 vetor de pesos do neurdnio de saida.

O Teorema da Aproximagao Universal [3] justifica o0 uso de redes neurais para a
aproximagao de fungdes. Esse teorema afirma que, para qualquer fungao continua f
definida em um conjunto compacto 2 C R" e qualquer ¢ > 0, existe uma rede neural
Ftalque |F(z) — f(z)] <&, Vz e Q. Afigura 1 mostra uma representagao grafica de
uma rede neural.

Camada Camada Camada
de entrada intermedidria. de saida

N
Z ajo(w;Tz + b))
Jj=1 >

L

Figura 1: Representagao de uma rede neural com apenas uma camada intermedidria.

As Physics-informed Neural-Networks (PINNs), ou Redes Neurais Guiadas pela
Fisica, sdo uma abordagem que integra leis fisicas descritas por EDPs no treinamento
de redes neurais para resolver problemas de aprendizagem supervisionada [5].

Para resolver EDPs numericamente, transformamos o problema de valor inicial e
de fronteira em um problema de otimizagao. Especificamente, buscamos uma fungao
u(z, t) que, ao ser aproximada por uma rede neural, minimize os seguintes problemas
de otimizagao simultaneamente:

Problema 1. Operador Diferencial:
min [D(z,t)] s.a. (z,t) € (&,&) x (0,7),

onde D(z,t) é o operador diferencial aplicado a fungéo u(z, ).

Para a equacéo de Burgers, o operador é representado por D(z,t) =
u + uu, — vug,, €enquanto para a equacédo de KdV, o operador é dado

por D(z,t) = u; — Ule — GUaas. Sendo u(z,t) a fungdo aproximada via
rede neural.
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Problema 2. Condicao Inicial:
min |u(z,0) —up(z)] s.a. z € (&,&)et=0.
onde uy(z) é a condigao inicial.
Problema 3. Condicao de Fronteira/Bordo:

min |u(&;,t)| + |u(ée, t)] sa. te(0,7).

A fungéo u(x,t) é ajustada via minimizagdo do Erro Quadratico Médio (EQM) da
funcao de perda, definida como: [1, 2, 5].
EQM = EQMp + EQM, + EQM,,
onde:

+ EQMp € o erro associado ao operador diferencial;
« EQM; é o erro relacionado a condigao inicial;

« EQM, é o erro associado a condigao de fronteira.

Aplicamos essa metodologia as duas EDPs mencionadas, usando Python, com
implementacdes baseadas em [1, 4, 5]. A metodologia numérica adotada permitiu
solugbes para ambos os problemas com erro relativo da ordem de 107%.
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Resumo:

Este trabalho integra conhecimentos de matematica e de computagéo, mais preci-
samente, 0s conceitos e as operagdes de matrizes e de aritmética modular embasa-
ram a implementagao de um cédigo para criptografia por Cifra de Hill.

A motivagdo para a realizagdo do trabalho surgiu apds o estudo do algoritmo da
cifra na disciplina de Matematica Aplicada Il do Curso Técnico em Petrdleo e Géas
(ver [1] e [2], por exemplo), quando o autor identificou a possibilidade de construir um
programa de computador que automatizasse as etapas desse processo.

A partir disso, foi proposto um plano de trabalho dentro do Programa de Volunta-
riado Académico com o objetivo de desenvolver tal programa em formato acessivel
para alunos e professores de Ensino Médio. Para atingir tal objetivo a linguagem de
programagao utilizada para a implementagao do algoritmo foi o Portugol, pois é uma
linguagem que se aproxima da escrita em portugués. O cédigo completo pode ser
obtido em https://github.com/lucasnakashima/hillcipher. Segue abaixo a des-
cricdo das etapas realizadas por cada fungao criada no cédigo:

string_to_array(): Converte uma string em uma array.

verify(): Verifica se a chave digitada pelo usuario pode ser utilizada, vendo se
possuUi uma inversa em Zag.

absval(): Retorna o valor absoluto de um nimero

encrypt(): Criptografa a mensagem, multiplicando a matriz chave pela matriz
mensagem, além de imprimir a mensagem cifrada ao usuario.

decrypt(): Descriptografa a mensagem, calculando a matriz inversa da chave e
multiplicando-a pela matriz mensagem cifrada, além de imprimir a mensagem
original ao usuario.

*Voluntario do Programa de Voluntariado Académico (PVA)
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« char_to_int(): Converte um caractere em seu nimero correspondente.
« int_to_char(): Converte um nimero em seu caractere correspondente em Zag.
Também destaca-se um dos principais trechos do codigo:

//Descriptografa a mensagem
//Calcula a matriz inversa da chave
//Multiplica ela pela matriz mensagem
funcao vazio decrypt() {

inteiro inverted_key_matrix[2] [2]

inverted_key_matrix[0] [0] = key_matrix[1][1]
inverted_key_matrix[0] [1] = key_matrix[0] [1]
inverted_key_matrix[1] [0] = key_matrix[1] [0]
inverted_key_matrix[1] [1] = key_matrix[0] [0]

inverted_determinant
-1 * inverted_determinant
-1 % inverted_determinant
inverted_determinant

I
* X ¥ ¥

inteiro i, j, R

//Depois de os elementos da matriz inversa
//terem sido multiplicados pelo inverso multiplicativo
//do determinante médulo charset, eles sdo substituidos
//pelos equivalentes deles médulo charset
para (i = 0; i < 2; i++) {
para (j = 0; j < 2; j++) {

R = absval(inverted_key_matrix[i] [j]1) % char_size

se (inverted_key_matrix[i][j] >= 0) {

inverted_key_matrix[i] [j] = R

}
se (inverted_key_matrix[i][j] < 0) {
se (R !'=0) {
inverted_key_matrix[i] [j] = char_size - R
}

se (R ==0) {
inverted_key _matrix[i] [j]
}
}
}
}
inteiro k, accumulator = 0
para (i = 0; i < 2; i++) {
para (j = 0; j < column; j++) {
para (k = 0; k < 2; k++) {
accumulator += inverted_key matrix[i] [k] * message_matrix[k][j]
}
escreva(int_to_char(accumulator))
accumulator = 0
}
}
}

I
o
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A linguagem Portugol facilita a leitura e o entendimento dos passos do algoritmo,
entretanto nao é pratica para executar o programa, pois exige a instalagao de software
especifico no computador do usuario [3]. Assim, decidiu-se criar uma pagina na web
para permitir o acesso online ao programa de encriptagao e desencriptagéo, havendo a
implementacdo do mesmo algoritmo na linguagem Javascript cujo cédigo foi embutido
no cédigo HTML e CSS do site, o qual foi hospedado gratuitamente com o GitHub
Pages, no endere¢o https://lucasnakashima.github.io/hillcipher/ .

Utilizando-se das <script> e </script> do HTML foi possivel incluir o algoritmo e a
estrutura da pagina em um Unico arquivo, tornando-a facilmente portavel e distribuivel,
sendo necessario apenas o seu download para ser utilizado offline, tanto no celular
quanto no computador. Havendo qualquer navegador instalado, o programa pode ser
executado.

A realizagéo do trabalho permitiu ao autor, além de aprofundar os estudos de ma-
trizes e aritmética modular, que sédo as bases matematicas da Cifra de Hill, exercitar a
busca por tecnologias que permitissem o acesso democratico ao programa por alunos
e professores do Ensino Médio a partir de qualquer computador ou celular.

Finalmente, o autor péde vivenciar, juntamente com a orientadora, a experiéncia
de escrever e submeter um artigo descrevendo o trabalho realizado. O periédico esco-
Ihido foi a revista Professor de Matematica Online. A iniciativa deste trabalho mostra
quéao enriquecedor pode ser o trabalho de pesquisa com alunos do Ensino Médio,
sobretudo numa perspectiva interdisciplinar.
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Resumo:

A representacdo numérica é fundamental em sistemas computacionais, pois define
como 0s numeros sao armazenados e manipulados pelos processadores. A forma
mais comum de representar nimeros reais em computadores é através do sistema de
ponto flutuante (IEEE 754) [1]. Este sistema representa nimeros em ponto flutuante
da forma

(=1)" x 26789 x (14 f), (1)

onde s é o sinal, e 0 expoente, (e — bias) trata de expoentes positivos e negativos, e f
a parte fracionaria da representagao.

Uma das maiores limitagdes do sistema de ponto flutuante IEEE754, a motivacéo
inicial desta pesquisa, é sua precisao fixa, ou seja, o tamanho de cada particdo da
representagao binaria é determinado previamente. Isso significa que a precisdo do
numero ndo pode ser ajustada de acordo com a necessidade especifica de uma apli-
cagao. Por exemplo, ao utilizar uma representacao de ponto flutuante de precisao
simples (32 bits), 8 bits s&o utilizados pra armazenar o expoente, independentemente
da necessidade de todos esses bits.

Além disso, o sistema desperdi¢ca muitas representagdes devido a existéncia de
NaN (Not a Number), +0 e +oco. Em precisao simples, um NaN é representado por um
bit de sinal, 8 bits 1 no expoente, e qualquer combinagao possivel na fragcdo (exceto
todos os bits iguais a zero), resultando em 223 — 1 representages que poderiam ser
usadas para numeros, mas sdo reservadas para NaN.

Essas limitagdes motivaram o desenvolvimento de novas formas de representagao
numeérica, estas com precisao variavel, isto é, sistemas nos quais o tamanho de cada
particao da representagdo pode ser ajustado dinamicamente [2]. Um exemplo dessas
novas formas, proposto por John L. Gustafson, é o sistema Posit [3, 4], o principal

*Bolsista do Programa de Iniciagdo Cientifica/INCTMat de 10/2023 a 05/2024. Voluntario do Pro-
grama de Voluntariado Académico a partir de 06/2024.
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Figura 1: Segmentagbes da representagao binaria de um Posit. Fonte: [3].

objeto de estudo desta pesquisa. Diferente de (1), sua representagédo é explicitada
como Posit(ps, es), dada na forma

(—=1)* x 2¢ x useed” x (1+ f),

onde ps é o tamanho total do Posit (em bits), es € 0 tamanho maximo que o expoente
pode armazenar (em bits), useed = 22°° &€ um “super expoente” fixo e k relaciona a
quantidade de bits repetidos no regime (ver Fig. 1).

O regime de um nUmero consiste em uma sequéncia de bits repetidos. Essa
sequéncia pode ser truncada de acordo com a necessidade, sob a condigdo de que
o préximo bit seja diferente do anterior. A seguir, a partigdo do expoente é tratada da
mesma forma, podendo ser truncada até um tamanho méximo de es. O restante dos
bits representa a fracao f.

Uma ferramenta que permita a comparagao e utilizagao dessa representagao nu-
mérica seria de grande utilidade para métodos numéricos ou algoritmos de aprendi-
zado de maquina que exigem maior precisao ou lidam com numeros de ordens de
grandeza muito grandes ou muito pequenas [5, 6, 7].

Apesar de existirem tentativas de implementagao do formato Posit e das opera-
¢cdes aritméticas com numeros nessa representacéo, tanto em software [8] quando
em hardware [2], nenhuma dessas opgdes mostrou-se vidvel para experimentagdes
numéricas que considerem diferentes configuragdes de Posit, isto &, diferentes ps e
es. Diante disso, o objetivo desta pesquisa é construir uma biblioteca opensource em
Julia para a representagdo numérica e operagdes em Posit, possibilitando experimen-
tacOes e testes numéricos. Assim, foi implementada uma estrutura de dados para
representagao de nimeros do tipo Posit, com os atributos

Posit(ps, es) = {s, sn, k, rs, ers, e, fi, fs, useed, ps, es},

onde sn indica se 0 nimero é um caso especial: se sn = 0 e s = 0 0 nUmero é zero,
representado pelos bits “0000..."; se sn = 0 e s = 1 temos uma Unica representagao
para +oo: “1000...”. O campo rs indica o tamanho da particao de regime, ers define
o tamanho real da particdo do expoente, fi é a bitstring da parte fracionaria e fs é o
tamanho restante para a parti¢céo da fragao.

Com esses atributos, foram implementadas fungdes que permitem tanto a deco-
dificagdo — extraindo todos os atributos a partir de uma bitstring qualquer — quanto a
codificacdo, onde atributos de um Posit sdo convertidos na bitstring correspondente.

Essa estruturagéo permite realizar conversdes entre diferentes configuragdes de
Posit (com variados ps e es) e outros formatos de representagdo numérica, como aque-
les que herdam do tipo Number em Julia. Além disso, possibilita a implementacao das
operacdes aritméticas basicas: soma, subtragdo, multiplicagao, divisdo, potenciacdo
e radiciagao. Essas operagodes, no que diz respeito a ordem de grandeza do nimero
resultante, podem ser vistas como multiplicagdes ou divisdes por 2 (shifts), ja que o
useed também é uma poténcia de 2. No entanto, ao contrario da simplicidade relativa
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com que a ordem de grandeza é ajustada, as operagdes envolvendo a parte fraciona-
ria tornam-se mais complexas. A precisdo do nimero resultante é altamente sensivel
a forma como as operagdes bindrias sdo implementadas em fi, tornando essa parte
do processo significativamente mais complicada.

A ideia central das implementagdes é reduzir o consumo de recursos energéticos
ao determinar a ordem de grandeza do nimero com as vantagens oferecidas pelo
regime, permitindo que o foco seja direcionado a parte fracionaria, estudando os in-
tervalos em que cada operagao é valida, levando em consideragao o hidden bit.

Com a biblioteca desenvolvida, espera-se facilitar experimentos em aprendizado de
maquina e métodos numéricos, permitindo que a comunidade explore os beneficios
do sistema Posit em uma variedade de aplicagdes com novos estudos e inovagdes na
area.
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Resumo:

Este trabalho foi elaborado como parte da avaliagdo final da disciplina de
Educagdo Matematica na Contemporaneidade, do curso de Matematica, e tem como
objetivo discutir a relacdo entre questdes de género e a matematica no contexto
académico. Cada estudante da disciplina apresentou um seminario a partir de um
artigo que tratava de questbes de género, étnico-raciais ou de educacéo especial. O
seminario apresentado baseou-se no artigo “A Matematica ndo é neutra, é
masculina’: Percepgbes De Licenciandas Em Matematica Sobre Género” (LIMA;
FRAGOZO; GODOQY, 2023), que explora as questdes de género no ambiente
académico, especificamente no curso de Matematica.

O artigo tem como principal objetivo analisar como um grupo de alunas de
Matematica compreende a experiéncia de ser mulher nesse curso, utilizando um
grupo focal composto por licenciandas em Matematica de uma Instituicdo de Ensino
Superior do Sul do Brasil. Esse grupo foi formado apds o envio de um formulario a
todas as estudantes de Matematica da instituicdo, no qual 22 mulheres
responderam, sendo que apenas duas delas cursavam o bacharelado. Dentre essas
22 estudantes, apenas quatro demonstraram interesse em participar da pesquisa,
todas elas da licenciatura. O formulario permitiu criar um perfil das estudantes,
contendo informagbes sobre género, raga, idade, orientagdo sexual, modalidade do
curso e interesse em participar do grupo de pesquisa.

As autoras coletaram dados por meio de entrevistas, nas quais as estudantes
relataram como surgiu o interesse pela Matematica, a escolha do curso e suas
vivéncias na universidade, além de compartilharem se ja enfrentaram situagdes de
desconforto em fungdo de seu género. O artigo foca em dois temas principais
discutidos com as participantes: ‘Matematica e Esteredtipos’ e ‘A Matematica é
Neutra?’.

As autoras analisaram as entrevistas utilizando a analise de discurso,
explorando ndo apenas o que foi explicitamente dito, mas também o que foi
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subentendido ou “ndo-dito”, utilizando a metafora como ferramenta de interpretagao.
As principais conclusdes foram:

1.

A predominancia masculina nas areas de CTEM (Ciéncias, Tecnologia,
Engenharia e Matematica) e a presenga do discurso de que os homens séao
melhores em matematica do que as mulheres, geram desconforto e uma
sensacgao de ndo pertencimento e inferioridade no ambiente académico.

As opressOes de género existem, mas sdo muitas vezes mascaradas pela
sensagcdo de privikgio de estar em um ambiente académico
predominantemente masculino, levando essas situagdes a serem vistas como
normais e rotineiras.

Ha um “sentido de vinculo entre opressdo de género e graduagdo em
Matematica”.

“A Matematica ndo é neutra; ela é feita como neutra por e para os homens”.

A partir disso, e com o objetivo de realizarmos uma analise mais abrangente

das relagbes de género e Matematica na graduacdo, considerando que apenas
estudantes da licenciatura participaram da pesquisa do artigo, buscamos uma
estudante do bacharelado em Matematica de uma Instituicdo de Ensino Superior do
Sul do Brasil que compartilhasse suas experiéncias sobre o mesmo tema.
Realizamos uma entrevista com a aluna, seguindo perguntas inspiradas nas
utilizadas no artigo, incluindo:

1.

Um perfil da estudante, contendo informagdes sobre género, raga, orientagdo
sexual, idade, deficiéncia, ano de ingresso e modalidade do curso
(licenciatura ou bacharelado). A aluna assinou um Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido, garantindo seu anonimato na pesquisa.

Uma breve discussao sobre como surgiu o interesse pela Matematica e a
escolha pelo curso, seguida pela escolha do bacharelado.

Perguntas como: “Vocé ja vivenciou situagbes envolvendo esteredtipos de
género?” e “Baseado em suas opinides e vivéncias durante a formagéao, vocé
acha que a Matematica € neutra?”.

Dentre as respostas da entrevistada, destacam-se:

“Felizmente, nunca vivenciei pessoalmente situagdes envolvendo
esteredtipos de género no curso de Matemética. Acredito que tive muita sorte,
pois ja ouvi muitos relatos de colegas que passaram por situa¢des similares
[...]. Considero-me muito sortuda por n&o ter enfrentado esse tipo de situagao
no curso.”

“Em relagdo aos professores, a maioria foi muito solicita, sempre me
apoiando e incentivando. Acredito que o departamento de Matematica da
minha universidade tem um diferencial, pois ha professoras ministrando
matérias especificas para o bacharelado. Isso foi muito importante para mim,
perceber que havia mulheres me ensinando e saber que posso seguir uma
carreira académica no bacharelado. Ver alguém com quem me identifico que
seguiu esse caminho fez muita diferenga para mim”.
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A proposta final da apresentagao incluiu uma discussdo entre os discentes sobre
as relagdes de género e a Matematica no ambiente académico, comparando os
resultados das entrevistas realizadas com as licenciandas e a estudante do
bacharelado. As conclusbes desse debate foram fundamentais para compreender a
realidade nas universidades e contribuir para a criagdo de ambientes académicos
mais igualitarios.

Referéncias:

CARTAXO LIMA, Y.; BAPTISTA FRAGOZO, M.; VIEIRA GODOQY, E. “A Matematica
ndo é neutra, € masculina”. percepgbes de licenciandas em Matematica sobre
género. Boletim GEPEM, [S. ], n. 83, p. 138—-154, 2023.
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Resumo:

O presente trabalho foi elaborado como parte da avaliagao final da disciplina de
Educagado Matematica na Contemporaneidade, do curso de Matematica, e tem como
objetivo discutir a inclusdo de pessoas surdas nas aulas de matematica. A disciplina
teve como proposta a apresentagdo de um seminario pelos estudantes que tratavam
de questdes de género, étnico-raciais ou de educagao especial. O artigo escolhido
para o seminario foi “A Negociagdo de Sinais em Libras como Possibilidade de
Ensino e de Aprendizagem de Geometria” (SALES; PENTEADO; MOURA, 2015),
que explora aspectos de inclusdo e das legislagbes que amparam o ensino de
pessoas surdas, além de apresentar uma proposta para o ensino de Geometria,
focada no aprendizado de alunos surdos.

De inicio, o artigo busca apresentar a evolugcdo das legislagdes que
asseguram o acesso a educagdo para pessoas com Necessidades Educacionais
Especiais (NEE) no Brasil. Como exemplos, séo citadas a Constituicdo Federal de
1988, a Declaragdo de Salamanca na Conferéncia Mundial da UNESCO em 1994 e
a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDBN) de 1996. De forma geral,
essas legislagdes estabelecem as condi¢des de acesso e permanéncia na educacao
para todos, além de garantirem o atendimento educacional especializado para
alunos com NEE.

Em contrapartida as leis estabelecidas, os autores evidenciam as dificuldades
dos professores em sala de aula quanto a inclusdo dos alunos com deficiéncia,
especialmente por se sentirem despreparados e desamparados diante das
demandas e desafios especificos desses alunos. Desse modo, torna-se evidente a
necessidade de produgdo de conhecimentos que visem contribuir com a pratica
docente. Os autores destacam que o uso de recursos visuais em sala de aula € uma
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metodologia que beneficia o aprendizado de todos os alunos, especialmente dos
surdos, que usufruem da comunicagao visual para facilitar o pensamento, a memoria
e a criatividade. Além disso, a constante exposicao a lingua de sinais é considerada
essencial para o desenvolvimento cognitivo, social e pedagdgico, formando a base
do ensino bilingue, que ndo s6 promove maior aprendizado, mas também garante a
inclusdo dos individuos surdos em uma sociedade predominantemente ouvinte.

Com o objetivo de implementar métodos que promovam o ensino bilingue, os
autores do artigo apresentam uma atividade introdutéria de Geometria desenvolvida
com alunos surdos e ouvintes de uma escola de Ensino Fundamental em Rio Claro,
Sao Paulo, reconhecida pelo trabalho de inclusdo com alunos com deficiéncia,
especialmente com a comunidade surda. As analises foram realizadas em uma
turma de 5° ano, composta por 12 alunos, sendo 8 surdos e 4 ouvintes, uma
professora e uma TILS (Tradutora Intérprete de Lingua Brasileira de Sinais), ao
longo de dois semestres. Buscou-se observar as interagbes entre professora,
intérprete e alunos e entender como os conhecimentos eram transmitidos e
aprendidos.

No decorrer da proposta, foram considerados aspectos do
ensino-aprendizagem de Geometria por meio de uma atividade aplicada com o
objetivo de analisar as habilidades dos alunos surdos sobre o tema, além de
trabalhar nogbes como ponto, reta, plano, angulos, figuras planas e suas
classificagdes utilizando a lingua de sinais. Os autores destacam que, ao iniciar o
conteudo, houve dificuldades em estabelecer sinais especificos para cada elemento
da Geometria. A intérprete, ao ser consultada, frequentemente informava que néo
havia sinais definidos para esses termos em LIBRAS, o que gerou certa confusdo na
comunicagdo matematica, ja que cada aluno tinha conhecimento de um sinal
diferente. Por conta disso, os autores propuseram uma negociagdo de sinais,
permitindo que os proprios alunos criassem e estabelecessem juntos os sinais para
cada conceito estudado, baseando-se na forma como compreendiam os conceitos
matematicos, como pode ser visto na Figura 1, em que a aluna sugere um sinal para
“triangulo”. Além disso, no Quadro 1, podemos notar como essa negociagdo é feita,
considerando sugestdes de diferentes sinais para "tridngulo" e "triangulo retangulo”,
utilizando a propriedade do ultimo como forma de diferenciacao.

Pesquisador: (indicando um desenho feito na lousa) [nome da figura?) (perguntando para o Rubens)

Rubens: [ndo seil]

Pesquisador: [olha para a lousa ¢ veja as outras figuras)

Rubens: [ndio tem nenhuma igual]

Pesquisador: [ndo tem aqui?!]

Pesquisador: «d vendo Cldudia nos temos um problema... O Rubens estd dizendo que esta figura ndo estd
representada aqui, na verdade esse é um tridgngulo diferente desse, mas ambos sdo tridngulos (referindo-se
aos tridngulos acutingulo ¢ retingulo, desenhados na lousa)

Emanuele: (¢ um triangulo sim, pois tem 3 lados] (utilizando uma marcagfio espacial para representar
triangulo)

Pesquisador: [isso mesmo, € um] T-R-1-A-N-G-U-L-0 (falando com Emanuele)

Pesquisador: Ah! Ela fez o tridngulo, e disse que tém trés lados, s6 que na avla passada ela disse que essa
figura ndo era wm tridgngulo... (falando com a intérprete ¢ a professora).

Figura 1 - Emanuele

representando o triangulo. Quadro 1 - Interagéo acerca dos triangulos acutangulo e retangulo.
Fonte: SALES; PENTEADO; Fonte: SALES; PENTEADO; MOURA, 2015
MOURA, 2015
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A fim de enriquecer a discussdo sobre o ensino de Geometria para pessoas
surdas na apresentagao do trabalho final da disciplina de Educacdo Matematica na
Contemporaneidade, exploramos outras referéncias sobre inclusdo e os processos
de ensino e de aprendizagem de alunos surdos.

No artigo “A inclusdo escolar de alunos surdos: o que dizem alunos,
professores e intérpretes sobre esta experiéncia” (LACERDA, 2006), foram
entrevistados professores, intérpretes e colegas envolvidos na inclusdo de um aluno
surdo em uma escola regular, onde a maioria dos alunos era ouvinte. O artigo relata
que, durante a entrevista com a intérprete, destacaram-se pontos como a
necessidade de definir melhor o papel do intérprete educacional, a falta de um
planejamento conjunto com os demais sujeitos da escola, o pouco conhecimento
sobre a surdez por parte dos professores, e a importancia de um espago para a
atualizagdo continua dos intérpretes em relagao a lingua de sinais.

Buscando relacionar a metodologia de Lacerda (2006) com as ideias do artigo
inicial escolhido, realizamos uma entrevista com uma intérprete educacional, que
teve como objetivo enfatizar aspectos do ensino de Geometria no contexto de
escolas regulares. A intérprete entrevistada destaca a negociagao de sinais como
uma ferramenta essencial para a tradugdo dos conteudos matematicos. Utilizando
elementos visuais como simbolos e formas, ela e seu aluno adaptam os sinais de
modo a facilitar a compreenséo do que esta sendo estudado.

Além disso, ela enfatiza a importancia de entender os conteidos que estao
sendo ensinados, de modo a aplicar os sinais nos contextos corretos, garantindo
que a traducdo seja completa e precisa, sem comprometer o aprendizado do aluno.
No entanto, o estudo prévio dos materiais usados pelos professores nem sempre é
viavel, devido as muitas disciplinas em que acompanha o aluno.

Um dos principais desafios mencionados na entrevista é o ritmo acelerado da
fala de alguns professores, que frequentemente dificulta uma tradugéo precisa para
o aluno. Por isso, a intérprete reforga a necessidade de manter um dialogo constante
com os professores, sinalizando sempre que enfrenta dificuldades em acompanhar a
fala ou entender o contetdo. Essa comunicagao aberta é essencial para assegurar
que a interpretacédo seja o mais fiel e completa possivel.

Referéncias:

SALES, E. R. DE .; PENTEADO, M. G.; MOURA, A. Q.. A Negociagao de Sinais em
Libras como Possibilidade de Ensino e de Aprendizagem de Geometria. Bolema:
Boletim de Educagao Matematica, v. 29, n. 53, p. 12681286, dez. 2015.

LACERDA, C. B. F. de. A inclusdo escolar de alunos surdos: o que dizem alunos,
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Latina.

Resumo:

O presente trabalho levanta questdes relacionadas aos curriculos dos cursos
de Bacharelado e Licenciatura em Matematica em diversos paises da América
Latina. O principal objetivo é investigar como os curriculos se comportaram e
influenciaram a formacédo dos(as) professores(as) Latino-americanos(as) - que néo
sdo brasileiros(as) - do Departamento de Matematica (DMAT) da Universidade
Federal do Parana (UFPR) que concluiram sua graduagdo em seus paises de
origem e, depois, se mudaram para o Brasil.

Inicialmente, buscamos entender melhor a metodologia que viria a ser
utilizada: a Histéria Oral. Para isso, foi feita uma reviséo bibliografica detalhada do
artigo “Histéria Oral: de um inventario a uma regulagdo”, do autor Antonio Vicente
Marafioti Garnica, e através dele compreendemos a importancia da Histéria Oral
enquanto metodologia de pesquisa e qual seria a melhor maneira de conduzi-la
visando a produgédo do material em questdo. Além do estudo do artigo de Garnica,
também foi realizada uma leitura da textualizagdo de uma entrevista publica com o
Professor Ubiratan D’Ambrosio, realizada pelo Professor Carlos Roberto Vianna,
durante o Encontro Nacional de Pesquisa em Histéria da Educacdo Matematica.
Essa leitura teve como objetivo identificar o trabalho feito com entrevistas e suas
textualizagbes para, em seguida, ser capaz de reproduzi-lo nas entrevistas que
viriam a ser feitas para enriquecer o presente trabalho académico.

Depois de concluida a revisdo bibliografica, optamos pela realizagdo de
entrevistas orais gravadas, transcrigoes e textualizagdes, devido a sua eficiéncia na
captura de narrativas e experiéncias pessoais dos(as) participantes da pesquisa.
Com a utilizagdo dessa metodologia, foi possivel oportunizar aos(as)

™ Bolsista PET Matemética

106



entrevistados(as) que compartilhassem suas perspectivas, memoérias e histérias de
vida relacionadas ao tema anunciado. Para a escolha dos(as) entrevistados(as), foi
feita uma analise do corpo docente do DMAT, com foco nos(as) professores(as)
estrangeiros(as) oriundos de paises da América Latina, que ao todo sdo 12.
Considerando o tempo disponivel para a realizagdo das entrevistas, optamos por
entrevistar, inicialmente, um(a) professor(a) representante da Argentina, um(a) do
Peru e um(a) da Venezuela.

Para a realizagdo das entrevistas, confeccionamos fichas norteadoras para
os(as) entrevistados(as), e fichas com perguntas especificas para as entrevistadoras
- que foram trés alunas da UFPR, devido a unido de trabalhos académicos sob a
orientagdo do mesmo professor -, caso os(as) entrevistados(as) ndo oferecessem
todas as informagdes necessarias espontaneamente. As fichas dos(as)
entrevistados(as) foram compostas por conjuntos de palavras relacionadas aos
seguintes tépicos: Vida Pessoal, Formagéo Académica, Curriculo, Pratica Docente,
Desafios e Oportunidades e Diversidade Cultural.

Foram realizadas, com sucesso, trés entrevistas entre os meses de dezembro
de 2023 e abril de 2024. Sendo elas com professores(as) representantes da
Argentina, do Peru e da Venezuela. Apos a realizagdo das entrevistas orais
gravadas, foram feitas as transcrigbes e textualizagbes delas, que foram
encaminhadas aos(as) respectivos(as) entrevistados(as) para aprovagéo e
sequéncia da pesquisa.

Além disso, foram incluidas a pesquisa de forma integral as textualizagdes
das entrevistas realizadas e, por fim, todas estdo em processo de analise,
especialmente em relagdo ao que foi falado sobre os curriculos dos cursos de
Bacharelado e Licenciatura em Matematica, tanto nos paises de origem dos(as)
entrevistados(as), quanto no Brasil, os curriculos dos cursos de Matematica da
UFPR. Esperamos identificar caracteristicas comuns aos(as) entrevistados(as) e, a
partir delas, construir relacdes entre a diversidade curricular dos cursos de
Matematica na América Latina e a formagéo de professores(as) de Matematica na
UFPR.
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Resumo:

O presente trabalho levanta questdes relacionadas a importancia das
disciplinas de conteudo matematico para a formagao do/a professor/a de Matematica
da Educagao Basica. O principal objetivo € investigar o papel atribuido a Matematica
Académica pelos/as alunos/as do curso de Licenciatura em Matematica na sua
formacao inicial.

Inicialmente, buscamos entender melhor o conceito de “Matematica
Académica” e suas diferengas em relagdo a matematica como um todo. Para isso,
foi feita uma revisao bibliografica detalhada de sete artigos que mencionaram o tema
ou variagdes dele e, em seguida, foi possivel definir com maior precisdo o que
queriamos dizer usando o termo “Matematica Académica”. Depois de concluida a
revisdo bibliografica, optamos por seguir a investigagdo com os/as alunos/as por
meio de entrevistas que seriam feitas de forma remota por meio de um questionario
do Google. Na divulgagdo do questionario, pedimos que o/a participante
considerasse as disciplinas pertencentes a Matematica Académica como sendo
aquelas voltadas as areas de Analise Numeérica, Algebra, Equagdes Diferenciais,
Geometria, Topologia e Otimizagdo. Além disso, esclarecemos que, para os fins
deste trabalho, ndo deveriam ser consideradas as disciplinas do primeiro semestre
do curso, por se tratarem de disciplinas voltadas a uma formagéao de base.

A elaboracdo do questionario mencionado foi baseada em alguns outros
questionarios prontos, a fim de identificar e caracterizar o perfil do discente que o
responde. O questionario contou com cinco segbes de perguntas, sendo elas:
“Caracterizagdo do/a Participante”, “Possiveis dificuldades e seus motivos”,
“Possiveis reprovagdes e seus motivos”, “Expectativas” e “Questbes abertas”. Foram
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convidados/as discentes que estdo ha, pelo menos, um ano matriculados no curso,
ou seja, a partir do 3° periodo. O tempo médio de resposta as 42 perguntas do
questiondrio foi de 13 minutos e conseguimos reunir 44 respostas, de alunos
ingressantes no curso entre os anos de 2017 e 2022, totalizando 24% do total de
alunos regularmente matriculados em Licenciatura em Matematica no momento da
divulgagao do questionario.

Por fim, foram incluidas a pesquisa de forma integral as respostas das
questdes objetivas e, em seguida, analisadas as respostas dadas as questbes
abertas. As respostas que mais nos chamaram atengéo foram as dadas as questdes
abertas, visto que, ao analisar as respostas das trés questbes da ultima segéao, foi
possivel encontrar diversas contradigdes nas respostas de um/a mesmo/a discente.
Inicialmente, os/as alunos, em sua maioria, afirmavam que as disciplinas de
conteddo matematico eram, sem excegdes, de extrema importancia em sua
formagdo. Em seguida, foi solicitado que os/as alunos/as citassem a disciplina do
curso em que mais tiveram dificuldades e, por fim, perguntamos sobre a importancia
que eles/as atribuiriam a disciplina citada. O principal padrédo encontrado na
sequéncia de respostas foi de alunos que inicialmente consideravam todas as
disciplinas de Matematica Académica fundamentais para a sua formagao, mas que
mudavam sua opinido depois de citar a disciplina que mais enfrentou dificuldades.
Aqui, cabe ressaltar que ndo foram consideradas respostas que citaram disciplinas
de outros departamentos, como Fisica e Desenho Geométrico, por exemplo. Para
exemplificar a padronizagdo de respostas que percebemos, a seguir apresentamos
as respostas de dois discentes, que tiveram suas identidades preservadas, visto que
o formulario era respondido de forma anénima.

Na sua opinido, qual é a Cite a disciplina
importancia das disciplinas de em que vocé Qual relevancia vocé atribuiria a
Matematica Académica para a mais encontrou disciplina citada anteriormente na
sua atuagdo como docente da dificuldades ao sua formagao? Comente.
Educagéo Basica? longo do curso.

Aluno A | “Dentro da sala de aula o professor

pode conseguir desenvolver melhor “Para a area de licenciatura em
uma demonstragéo, a qual as educagao basica tal matéria nédo traria

matérias de matematica academia “célculo 1” tanta importancia para a sala de aula,

proporcionam geralmente, de como mas traria algumas curiosidades sobre
e porque funciona as solugdes o funcionamento de certas coisas.”

matematicas.”

Aluno B | “Aumentar o nivel de conhecimento E uma disciplina que trés um contetdo
e aprofundar temas que s&o vistos muito interessante, mas vejo somente
de maneira superficial na educagdo | =~ , | como um ponto de curiosidade que nao

basica, possibilitando que o ‘Anéis e Corpos

" agrega absolutamente nada para quem
professor tenha facilidade ao oreg p~ q .
ensinar o contetido. Com isso. 0 quer ser professor de educagéo basica.
professor também consegue trazer E um obstaculo desnecessario para
mais maneiras e métodos para quem néo tem interesse em se
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explicar e trabalhar esses aprofundar em algebra e matematica
assuntos.” académica.

Indiscutivelmente, o curriculo de Licenciatura em Matematica apresenta
disciplinas dotadas de uma formalizagdo excessiva, especialmente as que sio
voltadas a Matematica Académica. Além de toda sua abstragdo e formalidade, sédo
raros os casos onde os docentes estabelecem relagbes entre a Matematica
Académica e a Escolar. Tudo isso contribui para que o questionamento seja ainda
mais frequente: “Para que serve a Matematica Académica na formagéo do professor
de Matematica da Educagéao Basica?”.
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Resumo:

Este trabalho tem como objetivo descrever a aplicagdo do jogo Fantan no desenvolvimento do
Pensamento Computacional e no ensino de conceitos matematicos para alunos com Altas
Habilidades/Superdotacdo. O projeto “Matematica Acessivel”, iniciado em 2016 na Universidade
Tecnolégica Federal do Parana, Campus Curitiba, aproxima licenciandos da realidade dos alunos
atendidos na rede publica. Em 2024, o projeto usou o Pensamento Computacional para abordar
conteudos matematicos, como a decomposigéo de problemas e o desenvolvimento de algoritmos. O
jogo Fantan foi utilizado para estimular o pensamento algébrico, trabalhando conceitos de diviséo,
multiplos e calculos mentais de forma ludica. Os alunos demonstraram compreensdo dos conceitos e
grande engajamento. O uso de jogos e desafios, como o Fantan, provou ser uma estratégia eficaz
para o ensino da matematica e o desenvolvimento do Pensamento Computacional em alunos com
Altas Habilidades/Superdotacgéo, promovendo um aprendizado mais inclusivo e motivado

No ano de 2016 nasce o projeto “Matematica Acessivel’ na Universidades
Tecnoldgica Federal do Parana do Campus Curitiba (UTFPR-CT) com um grupo de
professores e alunos do curso de Licenciatura em Matematica, projeto o qual tem
objetivo aproximar os licenciandos da realidade dos alunos com Altas
Habilidades/Superdotagdo atendidos na rede publica de ensino, destacando a
importancia de reconhecer e desenvolver suas potencialidades, promovendo a
inclusdo de alunos que apresentam necessidades educacionais especiais. Alunos
com Altas Habilidades/Superdotagdo sdo aqueles que apresentam maior facilidade
no aprendizado em uma ou multiplas areas. De acordo com a Politica Nacional de
Educagdo Especial na Perspectiva da Educagdo Inclusiva (BRASIL, 2007, p.9)
alunos com Altas Habilidades/Superdotagdo demonstram potencial elevado em
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qualquer uma das seguintes areas, isoladas ou combinadas: intelectual, académica,
lideranga, psicomotricidade e artes, além de apresentar grande criatividade,
envolvimento na aprendizagem e realizagdo de tarefas em areas de seu interesse.
Com o objetivo de atender a esses alunos e abordar os conteidos matematicos, o
projeto Matematica Acessivel empregou o tema Pensamento Computacional ao
longo do ano de 2024. O Pensamento Computacional envolve a aplicagdo de
técnicas e raciocinios da computagdo para resolver problemas matematicos de
forma criativa e eficiente. Isso inclui a habilidade de decompor problemas
complexos, reconhecer padroes, desenvolver algoritmos e usar a légica para criar
solugdes inovadoras, as quais se classificam como pilares do tema.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular o Pensamento Computacional
“envolve as capacidades de compreender, analisar, definir, modelar, resolver,
comparar e automatizar problemas e suas solugbes, de forma metddica e
sistematica por meio do desenvolvimento de algoritmos” (Brasil, 2018, p.474).

Este resumo tem objetivo de descrever um dos encontros entre os participantes
do projeto Matematica Acessivel e os alunos com Altas Habilidades/Superdotagao
atendidos no Colégio Estadual Roberto Langer Junior, situado no bairro Boqueirao,
em Curitiba, encontro no qual foi utilizado o jogo Fantan. O Fantan & um jogo de
origem chinesa, popularizado na Coreia e difundido pela Europa através dos
portugueses em Macau (PANOSSIAN, 2010). Utilizado no projeto Matematica
Acessivel para estimular o pensamento algébrico, o jogo envolve conceitos como
divisdo e resto. Um punhado aleatério de pedrinhas é espalhado sobre a
mesa/tabuleiro e os quatro jogadores apostam fichas em um ndmero de 0 a 3, que
corresponde ao resto da divisdo que os alunos esperam deste punhado apds
realizar agrupamentos de 4 pedrinhas . Apds as apostas, os alunos realizam os
agrupamentos e o numero de pedrinhas que sobram ao final fora destes
agrupamentos determina o vencedor da rodada, e o jogador que apostar
corretamente ganha as fichas dos adversarios. Esse jogo simples ajuda os alunos a
explorar multiplos, divisores e calculo mental de forma ludica. Sua aleatoriedade e
regras acessiveis o tornam uma ferramenta eficaz para introduzir raciocinios
matematicos basicos, ao mesmo tempo em que os alunos desenvolvem estratégias
e compreendem nogdes de probabilidade.

No Fantan, o Pensamento Computacional (PC) aparece na forma de resolugao
de problemas e desenvolvimento de estratégias baseadas em padroes matematicos.
Embora o jogo dependa da sorte, ele oferece uma excelente oportunidade para os
alunos aplicarem légica e raciocinio matematico, explorando os conceitos de divisdo
e resto. Isso reflete um dos pilares do PC: a decomposigédo de problemas complexos
em partes menores e mais manejaveis.

Os alunos do ensino fundamental atendidos no Colégio Estadual Roberto
Langer Junior percebem rapidamente a relagdo entre o niumero de pedrinhas e o
resto da divisdo, e comegam a testar diferentes apostas, ajustando suas estratégias.
Essa atividade permite que eles pratiquem calculo mental e reconhegam padroes,
além de compreenderem, de forma pratica, o conceito de probabilidade, ao
identificarem que cada numero tem 25% de chance de ser o vencedor. Durante o
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encontro, o Fantan foi introduzido apds a explicagdo das regras e distribuicdo dos
materiais. O carater competitivo do jogo rapidamente engajou os alunos, que se
mostraram mais motivados do que em atividades aplicadas anteriormente. Diversas
rodadas foram jogadas, e quando os alunos ja estavam confortaveis com a
dindmica, comegaram a registrar os resultados e responder as perguntas avaliativas.

A receptividade ao Fantan foi extremamente positiva. Os alunos relataram que
0 jogo era dinamico e envolvente, e muitos preferiram essa atividade por ser
competitiva. Eles demonstraram compreensdo dos conceitos de mudltiplos e
divisores, realizando calculos mentais com rapidez. Um aluno destacou que o jogo
se tratava de sorte, com 25% de chance de vitdria, evidenciando uma compreenséo
intuitiva da probabilidade e sugerindo futuras oportunidades de aprofundamento.

A experiéncia com o jogo Fantan no projeto Matematica Acessivel demonstrou
o valor de atividades ludicas e colaborativas no ensino de matematica para alunos
com Altas Habilidades/Superdotagdo. O uso de jogos como o Fantan n&o so facilitou
o aprendizado de conceitos matematicos, mas também incentivou o
desenvolvimento do Pensamento Computacional, colaboragdo entre alunos e uma
competicdo saudavel com a sala de aula sendo um espaco ludico. O engajamento
dos alunos reforgou a importancia de metodologias ativas, que vao além do ensino
tradicional e estimulam a participagdo dos alunos. O sucesso da atividade sugere
que a inclusédo de jogos pode ser uma estratégia eficaz para promover o
aprendizado em grupos de alunos com Altas Habilidades/Superdotagao, oferecendo
um ensino mais inclusivo e motivador.
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Resumo:

De acordo com Buriasco (2000), “a interpretagdo de um mesmo erro pode ser
multipla”. Essa frase resume a importancia da Analise de Produgéo Escrita. Afinal, um
erro ndo significa diretamente que uma pessoa nao sabe algo.

Um documento contendo 10 questdes abertas de matematica foi entregue a 5
voluntarios andnimos, que resolveram as questdes. O objetivo deste trabalho é
analisar essas resolucdes, e entdo debater sobre as diferentes formas de pensar e os
diferentes raciocinios que geraram as respectivas resolugdes.

A partir de uma leitura horizontal — em que é analisada uma questdo e vérias
resolucdes da mesma e sO entdo seguimos para a proxima - sera possivel refletir
sobre as varias formas de pensamento matematico que podem surgir em uma mesma
guestdo. O intuito € substituir a leitura pela falta, focada nos erros e “néo saberes” dos
alunos, por uma leitura positiva, com o intuito de enxergar o que o estudante mostrou
saber, apesar dos seus possiveis erros.

Por fim serao apresentadas intervencdes de como os possiveis erros dos voluntarios
poderiam ser trabalhados em sala de aula.

Para se preparar para as andlises, a autora - graduanda em Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal do Parana (UFPR) e participante do Programa
de Voluntariado Académico - leu diversos textos sobre o assunto, além de ter se
encontrado semanalmente com seu orientador para discutir os textos e outros
assuntos ligados a educacéo.

A seguir, estao duas dessas andlises:

Questéo 2
Chegando o dia das maes, Olivia e Paulo, decidiram comprar um presente
para sua mae. Resolveram entio, comprar uma blusa no valor de R$45,00 e
dividiram a despesa do presente em 2. Sabendo que ambos contribuiram com

a mesma quantia, quantos reais cada um pagou pelo presente?
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O Voluntério D interpretou o enunciado corretamente e escolheu, sabiamente, utilizar divisdo
para resolver o exercicio. O célculo escolhido para resolver a questéo estava correto: dividir

o valor da blusa, 45 reais, por 2, os dois irmaos. Porém, é possivel verificar que o aluno tem
dificuldades com contas de divis&o.

O voluntario D se lembrou de uma regra a respeito de adicionar um zero ao quociente,

apenas utilizou ela no momento errado. Mas sua interpretagdo, a sua forma de armar a conta
e até parte de sua diviséo estavam corretas.

Nesse momento, seria interessante, ao invés de diretamente mostrar ao estudante seu erro,
tentar perguntar a ele se ele acha que sé@o necessérias duas parcelas de cerca de duzentos
reais para pagar um vestido de 45 reais. Dessa forma, o préprio estudante entenderia por si
s6 que errou em alguma parte do processo e revisaria seus célculos. Quem sabe ele até
saiba efetuar essa divisdo e tenha sido apenas uma mera distragdo. Mas caso contrario, as

dificuldades do voluntario D com divisdes podem ser vencidas com algumas explicacfes e
um pouco de pratica.

Questédo 4
)

Fernando foi a loja de eletrodomésticos e comprou os seguintes
produtos: (cada alternativa vale 0.3)

r‘_- ASB
- - o
X
(3 X sem juros) 3 X sem juros) 3 X sem juros
de RS 113,00 de RS 59,90 de RS 14,30

A) Fernando comprou o liquidificador +a torradeira e parcelou em 6X.
Qual o total da compra? E qual o total de cada parcela?

el

Expectativa de Resposta:

", 30 255,90
z "3 * 3
zp0 EFEET
S "z‘ 160
139,90 435 sua
* 42,% 0426
420
222,60 ot
=
Ol do. ampra
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O voluntario D mostrou ter algumas dificuldades com contas de multiplicagdo, diviséo e até
adicdo. Seria interessante revisar, juntamente com o aluno, como devem ser realizados
esses célculos.

Porém, algo mais interessante de se analisar, é a escolha do valor R$113,00. E uma 6tima
oportunidade de pensar o que pode ter gerado esse erro. O voluntario ndo sabia parte do
conteudo? Estava distraido? Talvez nervoso? Como ja foi comentado, um erro pode ter
multiplas interpretacdes. Nesse caso, uma delas nos leva ao enunciado. Em momento algum
é dito qual das imagens é a batedeira, qual é a torradeira e qual € o liquidificador. Apesar de
ser um conhecimento geral, ndo é possivel analisar totalmente as habilidades de
interpretacdo matemética desse estudante nesse exercicio, visto que ele exige
conhecimentos ndo diretamente ligados a essa area.

E claro, poderia ter sido mera distracdo. Por isso o ideal seria perguntar ao aluno qual das
trés imagens é a torradeira e qual é o liquidificador, e entdo auxilia-lo no restante da
resolucéo, principalmente nos calculos, onde o voluntario demonstrou dificuldade.

O objetivo dessas analises de resolugdes é utilizar uma leitura positiva, visando entender os
erros como oportunidades de evolugéo.

Referéncias:

BURIASCO, R. L. C. de. Algumas Considerac¢des Sobre Avaliagdo Educacional. 2000.
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investigagdao e como oportunidade de aprendizagem. 2023
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Resumo:

Este trabalho tem o objetivo de aprofundar um tema de extrema importancia
para a sociedade atual: o ensino de matematica para pessoas com deficiéncia
intelectual. A ideia deste estudo surgiu a partir da leitura do artigo "O ensino de
matematica aos alunos com deficiéncia intelectual: uma concepgéo dos professores”
(COSTA; ANICETO; AGUIAR, 2018), que aborda a matematica no contexto da
educacgao especial. No artigo, os autores afirmam que estudantes com deficiéncia
intelectual apresentam déficits importantes para o aprendizado de matematica e,
para que sua aprendizagem ocorra, é necessario ir além dos métodos tradicionais.

A partir disso, o artigo visa investigar a concepgao dos professores sobre o
ensino de matematica nesse contexto. Para isso, Costa, Aniceto e Aguiar (2018)
elaboraram um questionario, que foi compartilhado por meio das redes sociais e,
com ele, obtiveram respostas de 32 professores, as quais foram categorizadas em
cinco eixos relacionados a formagdo e ao conhecimento dos professores sobre o
assunto, a inclusdo ou ndo desses estudantes no ensino regular, as suas
dificuldades ao ensinar pessoas com deficiéncia intelectual e aos materiais didaticos
utilizados.

Com esses resultados, Costa, Aniceto e Aguiar (2018) destacam a caréncia
na formacgdo dos docentes, o que resulta em poucas adaptagdes curriculares e de
materiais, comprometendo a eficacia do ensino para pessoas com deficiéncia. A
pesquisa enfatiza a importdncia de uma formagdo adequada para que os
professores possam desenvolver atividades adaptadas, facilitando a inclusdo e a
aprendizagem desses estudantes. Além disso, ressalta as dificuldades enfrentadas
pelos docentes devido as condigbes de trabalho precarias, como turmas
superlotadas e falta de recursos, razdo pela qual muitos deles afirmam que esse
ensino especial em sala regular ndo é possivel. Por fim, o estudo sugere que mais
investigacdes sdo necessarias para melhorar o suporte aos professores e a
qualidade do ensino para esse publico.
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A partir desse estudo, com o intuito de aprofundar e analisar melhor as
problematicas do ensino de matematica para pessoas com deficiéncia intelectual,
realizamos uma entrevista com uma professora da educagao especial, que atua ha
quatro anos na Associagdo de Pais e Amigos dos Excepcionais (APAE) em um
municipio do interior do Parana, educando criangas e adolescentes com deficiéncias
multiplas, sendo a maioria com deficiéncia intelectual. As perguntas realizadas na
entrevista foram inspiradas nas questdes e nas conclusdes do artigo de Costa,
Aniceto e Aguiar (2018). Além disso, toda a entrevista foi gravada e transcrita.

Dentre as perguntas realizadas, destacam-se:

- Vocé acha que a sua formagéo foi suficiente para atuar na APAE?

- Como vocé se sentiu quando se deparou pela primeira vez com alunos
com deficiéncia intelectual?

- Que materiais didaticos vocé tem acesso para suas aulas?

- Como funcionam as suas aulas?

- Como ocorre a evolugao do trabalho realizado com esses estudantes?

- Qual é a sua opinido sobre a inclusdo desses estudantes na sala de
aula regular?

Varias conclusdes puderam ser tiradas a partir das respostas da professora,
algumas muito parecidas com as conclusdes do estudo de Costa, Aniceto e Aguiar
(2018), como, por exemplo, a precarizagao do trabalho do professor evidenciada
pela entrevistada, ao afirmar que as salas de aula da APAE em que atua sao
multisseriadas e superlotadas, o que nao permite o trabalho individualizado com
todos os estudantes. A falta de formagao também foi citada pela professora, ao
mencionar que, apesar de ter feito pés-graduagao em educagédo especial, ainda ndo
possuia os conhecimentos suficientes para trabalhar da melhor forma com seus
alunos, sendo que sua experiéncia foi a principal maneira de aperfeigoar suas
técnicas.

Ademais, a professora também destacou que a equipe pedagdgica da APAE
é desacreditada, opinido bastante motivada pelo preconceito em relagao a pessoas
com deficiéncia, ao imaginarem que esses estudantes ndo tém capacidades de
aprendizagem. No entanto, a professora pontuou diversas vezes que os estudantes
com deficiéncia tém muitas potencialidades se forem incentivados desde a infancia.
Para isso, o estudante precisa de uma aula onde se sinta incluido, acolhido pela
professora ou professor, e que seja conectada com a sua realidade, algo que a
professora também afirma ser dificil de acontecer em uma sala de aula regular, ja
que, muitas vezes, esse docente nao possui as condigdes necessarias para incluir
um aluno com deficiéncia intelectual em meio a vinte outros estudantes.

Em suma, o estudo reforga a necessidade urgente de formagéo especifica e
melhores condigées de trabalho para que os professores possam efetivamente
incluir e ensinar estudantes com deficiéncia intelectual, garantindo uma educacéo
de qualidade e inclusiva para todos.
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Resumo:

Iniciado em 2016 o projeto de extensdo Matematica Acessivel visa aproximar
licenciandos de Matematica da UTFPR-CT com estudantes da Educagao Basica
com Altas Habilidades/Superdotacdo (AH/SD), participantes das salas de recursos
multifuncionais. O foco do projeto € a elaboragdo, adaptagédo e aplicacdo de
materiais didaticos e atividades para o ensino da Matematica.

Em 2024, o tema escolhido foi o Pensamento Computacional, abordado
inicialmente em sua forma “desplugada” durante o primeiro semestre. O pensamento
computacional segundo Brackmann (2017) refere-se a habilidade de resolugéo de
problemas complexos com base em quatro pilares: decomposigédo, reconhecimento
de padrdes, abstragcdo e algoritmos. A abordagem desplugada nao utiliza
equipamentos eletronicos, permitindo maior acessibilidade, adaptando as atividades,
especialmente em escolas com pouca infraestrutura. Por outro lado, o pensamento
computacional “plugado” envolve o uso de softwares e linguagens de programagéo
para a criagdo de jogos digitais (Evaristo; Tergariol; Ikeshoji, 2022).

Os jogos educativos séo ferramentas de ensino-aprendizagem eficazes ao
promoverem um ambiente livre e motivador na busca de resolugdes de problemas
(Kishimoto, 2000). No contexto da aprendizagem matematica, esses jogos
estimulam a motivagdo, minimizam a presséo e o medo de errar, uma preocupagao
frequentemente observada nos estudantes com AH/SD.

Estudantes com AH/SD apresentam notavel desempenho e elevado potencial
nas areas isoladas ou combinadas: intelectual, académica, lideranga, criatividade na
resolugdo de problemas, psicomotricidade e artes. E importante distinguir altas

™Bolsista do Programa Licenciando - UTFPR-CT, integrante do projeto de extensdo Matematica
Acessivel.
2 Integrante voluntaria do projeto de extensdo Matematica Acessivel pela UTFPR-CT.
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habilidades de superdotacdo, sendo a primeira relativa a aspectos que podem ser
moldados pelo ambiente e, a segunda, relativa a fatores genéticos, a inteligéncia e a
personalidade (Brasil, 2006). Entretanto, para fins de clareza, utilizamos o termo do
modo como adotado pela Secretaria de Educagdo Especial: altas
habilidades/superdotagdo (AH/SD).

Este trabalho tem por objetivo apresentar as atividades e resultados do
projeto durante o primeiro semestre de 2024. Foram realizados dois encontros no
Colégio Estadual Roberto Langer Junior com sete estudantes de AH/SD (trés do 6°
ano e quatro do 7° ano) da sala de recursos multifuncionais. Os jogos selecionados
incluem o Jogo dos Palitos, Sudoku e Fantan, tendo como foco central deste relato a
aplicagédo do Sudoku e os resultados obtidos.

As atividades realizadas visaram estimular o pensamento critico e as
habilidades matematicas dos estudantes de forma dinamica, utilizando o
pensamento computacional. A analise dos resultados se deu pelos dados coletados
por meio de observagdo, questionarios e feedback sobre a compreensdo dos
conceitos matematicos, dificuldades encontradas e estratégias utilizadas.

Cada encontro durou 2 horas, onde os trés jogos selecionados foram
aplicados, permitindo avaliar e aprofundar a compreenséo dos estudantes sobre os
conceitos matematicos. O Sudoku foi aplicado em duas sessdes de 1 hora cada,
embora tenha apresentado desafios que serdo discutidos. O Sudoku, um
quebra-cabegas numérico, explora conceitos de sequéncia numérica e logica,
alinhando-se aos pilares do pensamento computacional ao exigir que os jogadores
decomponham o problema e elaborem estratégias.

No primeiro encontro, os estudantes utilizaram um tabuleiro de EVA com dicas
(numeros pré-marcados) e pegcas numéricas para completar grades de 2x2 e 2x3
(Mini Sudoku), respeitando as regras que proibem a repeticido de numeros em
linhas, colunas e subgrades. As regras foram introduzidas de forma progressiva, e
trés desafios de cada grade foram oferecidos.

Os estudantes iniciaram a atividade individualmente, formando duplas ao
longo do processo. Durante o jogo, foram guiados com perguntas como "Qual
estratégia vocé esta usando?" ou "O que acontece se pensarmos em um numero de
cada vez?". ApoOs esta etapa, responderam a um questionario sobre estratégias e
dificuldades. Devido a falta de tempo, a discussdo sobre as respostas foi adiada
para o encontro da semana seguinte, gerando expectativa para a resolugdo da
grade convencional de 3x3, incentivando a pratica em casa.

Na resolugdo do Mini Sudoku, alguns estudantes terminaram rapidamente,
enquanto outros precisaram de mais tempo e auxilio. Aqueles que enfrentaram
dificuldades relataram distragbes e problemas para identificar os erros.

Para o segundo encontro, além do Sudoku convencional em EVA, foram
disponibilizadas varias grades impressas (incluindo Sudoku irregular e killer) para
atender diferentes niveis de habilidade, evitando ociosidade. A maioria dos
estudantes considerou as atividades motivadoras e de facil dificuldade. Nesta etapa,
os estudantes escolheram livremente entre os niveis de Sudoku, com a maioria
optando por desafios mais avangados, ao invés progredir de forma sequencial.
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Observou-se que, no primeiro encontro, o Sudoku foi bem recebido, gerando
engajamento. No segundo encontro, o interesse caiu, possivelmente pela auséncia
de um tabuleiro maior para atividades em grupo e a complexidade dos niveis
escolhidos, gerando frustragédo. A tendéncia dos estudantes de iniciar com desafios
mais dificeis sugere uma forte necessidade de aprovagéao e perfeigdo, uma elevada
auto exigéncia, resultando em competicdo entre eles. As atividades em grupo foram
melhor aceitas e aproveitadas do que as individuais.

O jogo demonstrou ser uma ferramenta eficaz na promogao do pensamento
computacional tendo a decomposicdo do problema em partes menores pelo jogador,
analisar linhas, colunas e subgrades, identificar padrées e desenvolver algoritmos
para encontrar solugdes. A abstragao, por sua vez, possibilitou que os estudantes se
concentrassem nas restrigbes relevantes, como os espagos disponiveis e as regras
que limitam as opgdes. Os algoritmos verificam-se na criagdo de estratégias légicas
e procedimentos para encontrar a solugdo correta, podendo testar resolugdes e
revisa-las se necessario.

No final, concluiu-se que estudantes com AH/SD se sentem mais engajados
em atividades colaborativas, que promovem desafios adequados ao seu potencial
cognitivo. E necessario encontrar um equilibrio entre atividades desafiadoras, mas
ndo impossiveis de serem solucionadas. A utilizagdo de jogos como o Sudoku
mostrou-se eficaz para desenvolver o pensamento computacional de maneira ludica
e colaborativa, ressaltando a importancia de metodologias ativas no
desenvolvimento social, cognitivo e motivacional de estudantes com AH/SD, mesmo
em areas de interesse fora do campo da matematica.
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Resumo:

Pesquisas tém indicado que o uso de videos em sala de aula se mostra como um importante
meio no processo de ensino e aprendizagem da Matemética. Assim, o trabalho desenvolvido
neste projeto de extensao teve como foco a producéo de videos como forma de exploragdo de
saberes geométricos, visto ser um tema que os estudantes apresentam muitas dificuldades.
De forma mais especifica, o presente projeto de extenséo teve como objetivo promover aces
integradas entre os estudantes da disciplina de Metodologia de Extensdo do curso de
Licenciatura em Matematica e os estudantes da Educacdo Béasica de uma escola publica da
cidade de Paranagua, por meio de situacdes em contextos de criacdo de videos, a fim de
ampliar os conhecimentos e experiéncias relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem
do pensamento geométrico. Discussdes de textos relacionados ao uso de videos no ensino da
Matematica e sobre o desenvolvimento do pensamento geométrico de estudantes da Educacgéo
Bésica, permitiram aos licenciandos a oportunidade de compreender melhor sobre o contexto
no qual sera desenvolvido o projeto. Em seguida, foi elaborada a proposta do festival assim
como a sua aplicagdo na escola. O desenvolvimento do projeto contribuiu para reflexdes
tedrico-metodoldgicas sobre o processo de ensino e aprendizagem do pensamento geométrico
e para o desenvolvimento de competéncias relacionadas a tecnologia e a inovagéo, quando os
estudantes se encontraram diante da criacdo de videos que tratam do campo da Geometria.

1 Estudante do 2° ano do curso de Licenciatura em Matematica — Unespar — Executora do Projeto
2 Estudante do 2° ano do curso de Licenciatura em Matematica — Unespar — Executora do Projeto
3 Estudante do 2° ano de Licenciatura em Matematica — Unespar — Executor do Projeto

4 Estudante do 2° ano de Licenciatura em Matematica — Unespar — Executor do Projeto

5 Professora orientadora do Projeto.
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Objetivos:

O projeto foi desenvolvido na disciplina de Metodologia de Extenséo do curso de
Licenciatura em Matematica junto com estudantes e docente da Educacgéo Basica e teve
como objetivo geral a ampliagdo sobre os conhecimentos e experiéncias relacionadas
ao processo de ensino e aprendizagem de conhecimentos geométricos por meio da
realizacdo de um festival de videos.

Metodologia:

Os estudantes de licenciatura em Matematica, nas aulas da disciplina de
Metodologia de Extenséo, tiveram momentos para a leitura e discussdo de artigos
relacionados ao uso de videos no ensino da Matematica e sobre o desenvolvimento do
pensamento geométrico de estudantes da Educacgéo Basica. Além disso, tiveram que
elaborar um video para as disciplinas de Desenho Geométrico e Metodologia de
Extensdo, considerando todas as etapas para a elaboragdo de um de festival de videos
para ser desenvolvido com os estudantes da 72 série de duas turmas de um colégio
estadual da cidade de Paranagua e tiveram como inspiragdo o Festival de videos®, da
Unesp, que ja se encontra em sua 72 edigao.

Em um primeiro momento, os licenciandos, juntos com a professora
coordenadora do projeto, conversaram com as professoras das turmas para explicar
sobre o projeto e ver se havia a necessidade de alguma alteragdo nas ideias
apresentadas e fechar um cronograma para as etapas do projeto.

Em seguida, ocorreu o primeiro encontro no qual ocorreu uma conversa com
os estudantes e a apresentacdo de tipos de videos. Com o tema escolhido, os
estudantes, divididos em grupos, pesquisaram sobre o conteldo matematico sorteado
para seu grupo, explorando definicdes, aplicacbes e exerciciospara, a partir dessa
pesquisa, decidirem a forma de explorar esses contetidos no video, que tipo de video
iriam produzir e qual mensagem transmitir. Os estudantes também deveriam decidir
como seria o formato do seu video: se fariam gravagbes de cena,se utilizariam
animacOes, se teriam uma expressdo artistica, se precisariam de recursos
tecnoldgicos etc.

Com a pesquisa em maos e com uma ideia da concep¢éo do video, passou-
se para a elaboragdo do roteiro com o auxilio dos discentes. Os discentes explicaram
para os alunos como deveria ser realizado o roteiro do video e também foi marcado
encontro posterior para analisarem os roteiros produzidos pelos estudantes e auxiliar
nas possiveis necessidades e dificuldades que tivessem. Apos a elaboragdo do
roteiro, fez-se necessario o planejamento do video e os discentes deram dicas de
como gravar e editar videos.

Com os videos finalizados, foi realizada a avaliacéo dos videos pelos discentes
e, em seguida, ocorreu o Festival de Videos, no qual todos os estudantes receberam
certificado de participacéo e os trés melhores videos, além do certificado,receberam
medalhas. O Festival ocorreu no anfiteatro a UNESPAR - Paranagué fazendo com
que os alunos e as professoras fossem até o local receber as premiagdes. Ao final,
os licenciandos, as professoras e os estudantes da educagdo basica realizaram a
avaliagdo do projeto com o objetivo de analisarmos 0s pontos positivos e negativos e
podermos qualificar o projeto para aplica¢des futuras.

6 O Festival ¢ uma iniciativa do projeto “Videos Digitais na Licenciatura em Matemdtica a Distancia”, coordenado pelo
professor Dr. Marcelo de Carvalho Borba, da UNESP, Rio Claro. Esse evento conta com o importante apoio da Sociedade
Brasileira de Educagdo Matematica - SBEM e da agéncia de fomento CNPg. O Festival ocorre primeiramente online neste site
e se encerra com um evento presencial com mesas redondas, palestras e cerimonia de premiagdo. Link do Festival:
https://www festivalvideomat.com/
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Consideracgoes finais:

A integragdo de videos nas praticas de ensino revelou-se uma ferramenta eficaz
para enriquecer o processo de aprendizagem, proporcionando uma experiéncia mais
dindmica e visual para os estudantes.

Além de facilitar a compreensdo dos estudantes sobre conceitos geométricos,
essa abordagem ofereceu aos professores uma oportunidade valiosa para seu
crescimento profissional, permitindo-lhes explorar novas metodologias e aprimorar
suas habilidades pedagogicas. O uso de videos incentivou os educadores a refletirem
sobre suas préaticas e a buscarem maneiras de tornar o ensino mais colaborativo e
envolvente.

Como resultado, o processo de ensino-aprendizagem se tornou mais participativo
e estimulante, beneficinado tanto a formacéo dos professores e dos licenciandos
quanto o desenvolvimento dos estudantes do 7° ano.
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Resumo:

O projeto de extensao “Matematica Acessivel” tem como objetivo a elaboragéo e
adaptacao de materiais didaticos e atividades para o ensino de Matematica voltados
para alunos com altas habilidades/superdotagdo, vinculado ao Programa
Licenciando do curso de Licenciatura em Matematica, da Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana (UTFPR, Campus Curitiba). O projeto foi elaborado no contexto
educacional dos estudantes das Salas de Recurso Multifuncionais da Rede Publica
Municipal e Estadual da Educagao Basica e em 2024 teve aplicagédo aos estudantes
da Educacéo Bésica do Colégio Estadual Roberto Langer Junior.

Em 2024 o tema selecionado foi Pensamento Computacional, adotando
inicialmente o desplugado, sendo uma das habilidades contempladas pela BNCC
(2018) desde o Ensino Fundamental, pois “envolve as capacidades de compreender,
analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas
solugbes, de forma metddica e sistematica por meio do desenvolvimento de
algoritmos” (Brasil, 2018, p.474).

O Pensamento Computacional pode ser desenvolvido coletivamente,
caracterizando-se como um exercicio de persisténcia, onde eles sédo estimulados a
compartilhar erros e acertos com os colegas, promovendo uma colaboracéo eficaz.
Essa habilidade é especialmente importante para estudantes com Altas
Habilidades/Superdotagdo, uma vez que s&o incentivados e estimulados a
compartilhar e colaborar em equipe, habilidade essencial para o sucesso dos
projetos conforme Wing (2006) apud Brackmann (2017).

Com o entendimento de que “o jogo favorece o aprendizado pelo erro e estimula a
exploragdo e a solugdo de problemas” (Kishimoto, 1994, p. 21), é fundamental
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identificar as possibilidades para os objetivos de ensino que confluem com os
processos de ensino e aprendizagem necessarios, o grau de experiéncia e
conhecimento do estudantes. A diversidade de elementos como regras, relacdes, e
padrdes, além das variedades visuais e motoras presentes em cada jogo, estimula o
pensamento de solugbes em diversas situagoes.

Com objetivo de oferecer esses estimulos e abordar o Pensamento
Computacional, os participantes do projeto se dedicaram a elaboragéo de um plano
de aula aliado a Metodologia de Jogos, onde foram selecionados o Jogo dos Palitos,
Fantan, e Sudoku, que abordam conceitos como agrupamento, diviséo e raciocinio
l6gico.

O Jogo dos Palitos além de abordar miultiplos e divisores, desenvolve o
Pensamento Computacional desplugado e enfatiza os conteidos matematicos que

surgem neste processo de exploragéo do jogo.

Dois jogadores jogam o seguinte jogo: Ha 50 palitos sobre a mesa. Eles
jogam alternadamente e, na sua vez, cada jogador pode tirar de 1 a 5 palitos.
Aquele que retirar o Ultimo palito vence. Qual dos dois tem uma estratégia
segura para vencer? Qual é essa estratégia? (IMPA, 2015, S/N).

A aplicagao do jogo adaptado foi realizada em apenas um encontro, com 7 alunos
do ensino fundamental - trés do 6° ano e quatro do 7° ano - em etapas, iniciando
com 50 palitos dispostos sobre a mesa, usando par ou impar para decidir o primeiro
jogador, tendo como objetivo ser aquele que retira o Ultimo palito. Apds quatro
partidas, a quantidade de palitos foi reduzida para 40, e os jogadores comegaram a
perceber uma estratégia para vencer.

Na segunda etapa, com 20 a 10 palitos, os estudantes deduziram que, com 6
palitos restantes na mesa durante sua vez, eles perderiam. A partir disso
reconheceram o mesmo padrdao para 12 e 18 palitos, concluindo que quando a
quantidade de palitos sobre a mesa for um multiplo de 6, o jogador perdera.

A compreensao foi avaliada com uma ficha individual, onde os estudantes
explicaram o raciocinio utilizado e as estratégias identificadas por meio de perguntas
feitas a todos de forma direta: Existe uma estratégia para jogar? Explique. Com 6
palitos sobre a mesa na sua vez, ha chance de vitéria? Justifique. No jogo com 50
palitos, quem comega tem mais ou menos chance de ganhar? Por qué? Se ambos
jogarem de forma ideal, qual estratégia garante a vitéria? Se vocé comegar com 40
palitos, quantos precisa retirar na primeira rodada para vencer?

De forma geral, os estudantes identificaram o jogo como um jogo de sorte, porém
um aluno destacou-se ao perceber ja na primeira partida, a vantagem de sobrar 6
palitos na vez do adversario. A evolugao dos estudantes foi perceptivel no decorrer
da aula, apresentaram entendimento da mecanica do jogo de forma intuitiva, mas
com dificuldades em formalizar em linguagem matematica.

O jogo mostrou-se uma estratégia eficaz para o desenvolvimento do Pensamento
Computacional, desafiando-os a decompor o problema em partes menores e a
reconhecer padrdes, como a descoberta de que multiplos de 6 sdo desfavoraveis
neste cenario. A abstracdo foi estimulada quando os alunos generalizaram
estratégias a partir de exemplos especificos. Dessa forma, o uso de jogos integrou o
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aprendizado de conceitos matematicos e o desenvolvimento de habilidades
essenciais para o Pensamento Computacional, promovendo um ambiente de
aprendizagem colaborativa e critica.
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Resumo:

Esta pesquisa teve como objetivo investigar possiveis utilizagdes de Materiais
Didaticos Manipulaveis (MDM) a luz da Teoria dos Registros de Representagédo
Semidtica (TRRS) no processo de ensino-aprendizagem de matematica. Como
resultado dessa investigagao foram propostas duas sequéncias didaticas: uma de
tépicos da Teoria de Conjuntos e outra de tépicos de Geometria Plana. Também
foram esbogadas possibilidades para tépicos de NiUmeros Complexos.

Semidtica é a ciéncia que estuda os signos e os processos de significagéo.
Dentre suas diversas acepgOes estd a de Charles Sanders Peirce que inaugurou a
Semiética Moderna. Para esse autor, o signo faz parte de uma relagdo triadica: um
signo representa um objeto com a intencéo de sinalizar alguma outra coisa, também
sendo necessario um conhecimento colateral para interpretagéo dos signos [6].

Nesse mesmo sentido, Raymond Duval ao estabelecer a Teoria dos Registros de
Representagdo Semidtica apds investigar aspectos da aprendizagem matematica
avanga também nos estudos acerca do desenvolvimento cognitivo conduzidos por
Jean Piaget, aprofundando a analise do funcionamento cognitivo do pensamento, do
processo de representagédo de conceitos e do impacto do uso das representagdes na
aprendizagem [8]. Dentre os diversos sistemas de representagdo semidticos
possiveis, existem aqueles que apresentam as atividades cognitivas de Formagao,
Tratamento e Conversao. Por essa razéo, as representagdes desses sistemas séo
chamadas de registros. Nomeadamente, “Formagao” é a possibilidade de constituir
tragos perceptiveis que sejam identificaveis como a representagdo de alguma coisa,
“Tratamento” é a possibilidade de transformar as representagbes em outras do
proprio sistema utilizando as regras deste e “Conversdo” é a possibilidade de
transformar as representacdes de um sistema nas representagdes de outro,
mantendo uma relagdo com conhecimento representado e permitindo novas
significagcdes. Exemplos de sistemas semidticos que permitem essas trés atividades
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cognitivas sdo: a linguagem natural, as linguas simbodlicas, os graficos, as figuras
geométricas etc. Ja o cddigo morse € um sistema que ndo as permite [8].

A consequéncia dessa abordagem tedrica para o processo de ensino-
aprendizagem de matematica, conforme afirma (DAMM, 2002, p. 143-144) é que:

A apreensdo conceitual dos objetos matematicos somente sera possivel
com a coordenagéo, pelo sujeito que apreende, de varios registros de
representagdo. Ou seja, quanto maior for a mobilidade com registros de
representagdo diferentes do mesmo objeto matematico, maior serd a
possibilidade de apreenséo desse objeto [5].

Concomitantemente, entende-se que bons MDM podem ser verdadeiras
personificagbes de conceitos matematicos pois os representam claramente, sendo,
portanto, instrumentos Uteis ao processo de ensino e de aprendizagem por poderem
ser sentidos, manipulados fisicamente e movimentados [10].

As duas sequéncias didaticas apresentadas foram elaboradas a partir do
desenvolvimento de um trabalho de conclusdo de curso de licenciatura em
matematica [7].

A primeira sequéncia didatica proposta aborda os conceitos de conjunto,
subconjuntos, conjunto vazio, conjunto universo, interse¢gado de conjuntos, unido de
conjuntos e diferenga de conjuntos. Ela utiliza caixinhas de dobraduras, balbes e
tampinhas de garrafas para representar os conjuntos e os elementos. Para haver um
ponto de referéncia foram analisados 4 livros didaticos de matematica para o Ensino
Médio ([1], [3], [9], [11]) que apresentam esses conceitos. Nessa analise foram
contabilizados os diferentes tipos de representagdes utilizadas para as
apresentagbes dos conceitos e os tipos de tratamentos e conversdes exigidos nas
secdes de exercicios. No geral, constatou-se uma tendéncia a privilegiar o registro
algébrico em detrimento dos demais tipos de representagdes, ndo havendo também
a consideracao do uso de materiais didaticos manipulaveis fisicamente [7].

A segunda sequéncia didatica proposta aborda o Teorema de Tales e o Teorema
Fundamental da Semelhanga. Ela utiliza hastes de madeira, fios e tampinhas, todos
com imas, em um quadro de metal para representar as retas, segmentos de retas e
pontos no plano. De maneira semelhante ao que foi realizado para a produgdo da
sequéncia didatica anterior foram analisados 4 livros didaticos ([2], [4], [9], [12]) e
contabilizados os diferentes tipos de representagdes utilizadas nas apresentagoes
dos conceitos e os tipos de tratamentos e conversbes demandados nas segbes de
exercicios. No geral, houve uma tendéncia na diregdo do registro algébrico, porém,
agora acompanhado de registros e representagbes figurais das situagbes
geométricas, mas nao houve proposta de uso de MDM. Nesta sequéncia
apresentam-se diferentes configuragdes para o Teorema de Tales, nas quais retas
transversais cortam o feixe retas paralelas em angulos diversos, cabendo ao
estudante investigar a situagdo e procurar mostrar (ou demonstrar) se a relagdo de
igualdade fornecida pelo Teorema de Tales permanece a mesma para as diferentes
configuracdes. Pode-se dar a liberdade para o estudante inicialmente utilizar
registros e representagdes que achar melhor, mas em um momento seguinte pede-
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se que ele reescreva sua produgdo utilizando outros registros e representacoes,
cada vez mais refinados do ponto de vista da notagéo e da linguagem matematicas
[71.

Para o ensino de tépicos de Numeros Complexos propde-se utilizar o contexto da
Educagédo Financeira e a conversdo entre diferentes tipos de moedas. Com o
suporte de uma histéria ficcional o leitor seria levado a diferentes cenarios de
conversdes de valores sendo um deles o da relagédo 1 = - i2 [7].

Pelas propostas apresentadas percebe-se uma consideravel gama de
possibilidades no uso de MDM a luz da TRRS. Ao mesmo tempo em que se
preenchem lacunas nas representagdes dos conceitos abordados em algumas
edigbes de livros didaticos, também se expandem essas representagdes para os
objetos ditos concretos (os materiais manipulaveis fisicamente), contribuindo no
permanente processo de compreensao dos objetos matematicos [7].
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Resumo:

O foco do estudo das dificuldades de aprendizado escolar ndo se limita aos
sujeitos com historicos mais desafortunados, pois um aluno considerado “bem
sucedido” ainda passa por dificuldades na sua vida escolar. O Fracasso Escolar se
consolida a partir de varios fatores, como evasao e reprovagdo, mas as experiéncias
de alunos que nao se encaixam nesses fatores podem, em certos momentos, ser
base de reflexdo e andlise das dificuldades e obstaculos inerentes ao curso ou as
suas histérias de vida e, assim, trazer uma maior compreensdo dos sujeitos
inseridos em seus contextos. Nesse sentido, esse trabalho busca entender, a partir
da lente do Fracasso Escolar, as principais dificuldades na experiéncia académica
de um estudante do Ensino Superior de Matematica. Isso foi feito usando da Histéria
Oral para capturar a memoria de 4 ex-alunos de Matematica, com histérias de vida e
de universidade vastamente diferentes, mas que compartilham dores e angustias
comuns.

A metodologia escolhida, Histéria Oral, transforma a memodria falada de um
depoente em uma fonte histérica a ser referenciada e estudada. Isso se faz a partir
dos seguintes passos, segundo Garnica (2003):

e Escolha dos depoentes: a partir de indicagdo ou por uma caracteristica
desejada, se busca pessoas para serem entrevistadas;

e Entrevista gravada: entrevistas semi estruturadas que serdo o material bruto
da pesquisa;

e Transcrigao: momento em que se transfere para o papel o material bruto das
entrevistas;

e Textualizagdo: transformacao da transcrigdo em um texto narrativo;

e Legitimagao: o retorno do documento para o depoente, que o confere, avalia
e, caso necessario, pede alteragbes no texto, até a posterior cesséo dos
direitos de uso pelo pesquisador.

Pensando nisso, seguindo a metodologia da Histéria Oral, a escolha dos
depoentes se deu por critério de rede. Apds a apresentagao da pesquisa, 4 pessoas
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aceitaram fazer parte dela e, entdo, foram realizadas as entrevistas. As entrevistas
foram feitas online, a partir de um roteiro semi estruturado previamente enviado para
cada depoente, e gravadas. No total, as entrevistas acabaram somando,
aproximadamente, 7 horas e 30 minutos de material bruto, que foi transformado,
inicialmente, em 5 transcricdes, cada uma referente a uma entrevista (um dos
depoentes foi entrevistado em dois momentos distintos). A partir das transcrigoes,
foram feitas as 4 textualizagdes, que foram enviadas para seus respectivos
entrevistados, para que cada um validasse as informagdes e aprovasse o uso desse
material na pesquisa, assim transformando as textualizagdes nas fontes histéricas
que séo a base desse trabalho.

Dito isso, apresento aqui, brevemente, cada um dos depoentes, a partir das
informagdes dadas no momento da entrevista:

e Bruno de Lessa Victor: fez bacharelado em matematica na UFPR, mestrado
em matematica na USP e doutorado, também, na UFPR e trabalha como
professor na UFSC.

e Maria Carolina Marin Pires: fez licenciatura em matematica na UEL e trabalha
como professora do estado de Londrina.

e Joslaine Burdella Lise: comegou a licenciatura em matematica no IFPR —
Campus Capanema, mas acabou saindo do curso. E dona de um estudio de
fotografia.

e William Goulart Gomes Velasco: fez bacharelado e mestrado em matematica
na UFSC e doutorado na UFPR. Faz pés-doutorado voluntario na UFPR.

A partir das textualizagbes, os proximos passos da pesquisa serdo utilizar da
Analise de Conteudo Bardin (2016) para fazer uma leitura flutuante das textualizagées
e, a partir disso, identificar as unidades de andlise, isto é, identificar trechos
interessantes das textualizagbes e os agrupar por temas, as unidades de analise.
Feito isso, os temas da analise irdo surgir com base nas unidades de analise, ou
seja, os dados vao dizer quais os textos serdo utilizados para a discussdo e
conversa com a bibliografia a ser estudada, e néo o contrario. Seguindo a Analise de
Conteudo, iremos relacionar os excertos com a bibliografia estudada.
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Resumo:

Este trabalho se propds a analisar os niveis de letramento estatistico,
propostos pela BNCC - Base Nacional Comum Curricular (Brasil, 2018) e pelos
planos de aula disponibilizados pela plataforma digital Nova Escolal. O objetivo foi
comparar a progressao do letramento ao longo dos anos escolares, buscando
identificar correlagdes entre o proposto pela BNCC e o que é fornecido pelos planos
de aula.

A escolha de analisar planos de aula de uma plataforma digital ao invés dos
livros didaticos é justificada pela diferenga de validagdo oficial entre esses dois
recursos. Enquanto o livro didatico passa por um processo de avaliacéo e aprovagao
pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), os planos de aula
fornecidos pelas plataformas digitais sofrem apenas uma validacdo interna da
propria plataforma. Além disso, foi realizada uma Revisdo Bibliografica que relevou
uma visdo dos desafios enfrentados na implementagéo do letramento estatistico nas
diretrizes da BNCC. Essas pesquisas indicam que, apesar dos esforcos para
melhorar a abordagem ao letramento estatistico, h4 uma necessidade continua de
pesquisa e aprimoramento das praticas pedagdgicas e dos materiais didaticos.

Para este estudo, utilizamos como base os niveis de letramento estatistico
propostos por Watson e Callingham (2003), conforme resumido a seguir.

1) Idiossincrético: neste nivel de letramento espera-se que o individuo se
utilize de habilidades matematicas bésicas, referentes a contagem sequencial dos
nameros, associagao de nimeros a quantidade e a leitura de valores em tabelas.

2) Informal: neste nivel de letramento espera-se que o individuo se utilize de
elementos simples da terminologia matematica e estatistica, ainda que a partir de
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crencgas intuitivas, realize calculos basicos com dados numéricos apresentados em
tabelas, graficos e em questdes que envolvem chance.

3) Inconsistente: neste nivel de letramento espera-se que o individuo faca
um uso qualitativo de ideias estatisticas, obtendo concluses concretas a partir dos
dados apresentados, ainda que sem justificativa.

4) Consistente ndo critico: neste nivel de letramento espera-se que o
individuo use terminologias estatisticas referentes a média, variagao, probabilidades
simples e interpretacéo de graficos, ainda que de forma acritica.

5) Critico: neste nivel de letramento espera-se a realizagdo de
questionamentos criticos, com o uso qualitativo de ideias estatisticas, utilizando a
terminologia apropriada, e com a compreensédo do conceito de variagao.

6) Matematicamente critico: neste nivel de letramento espera-se a
compreensdo, aplicagdo e andlise de conceitos matematicos em contextos
complexos, com uso da interpretacdo quantitativa e compreendendo os aspectos
sutis da linguagem estatistica, reconhecendo a incerteza estatistica ao realizar
predigoes.

Para o fim da pesquisa, propomos 4 desdobramentos dos niveis de
letramento estatisticos propostos e, & luz da Andlise Textual Discursiva,
catalogamos e identificamos qual o nivel de letramento estatistico para cada ano
escolar, para a BNCC e para os planos de aula. Os desdobramentos analisavam o
nivel de interpretacdo, o nivel de terminologia, o nivel grafico e o nivel tabular
exigidos em cada nivel.

Como primeiro resultado da analise, obtivemos que a BNCC espera dos
alunos o desenvolvimento continuo e progressivo do letramento estatistico ao longo
dos anos escolares, quando pensamos no conjunto de desdobramentos na
totalidade. Porém, ao analisar separadamente a progressdo dos niveis grafico e
tabular, pudemos observar um crescimento ndo esperado e destoante a partir do 4°
ano do Ensino Fundamental, o qual espera que o aluno desenvolva o nivel
avangado da compreensdo tabular e o nivel de leitura além dos dados na
compreensao grafica.

Na sequéncia do trabalho, e na analise dos planos de aula, tivemos como
resultado dos niveis de letramento de cada ano um resultado semelhante ao
encontrado na BNCC e, com isto, inferimos em primeira analise que os planos de
aula da plataforma estdo de fato alinhados com a BNCC, conforme pode ser
observado na Figura 1. Porém, em um segundo momento, observamos que 0s
niveis referentes aos desdobramentos grafico e tabular tem uma grande
discrepancia com aquilo esperado pela BNCC. Essa descoberta sugere que, embora
a BNCC e os planos de aula propostos pela Nova Escola estejam alinhados em
muitos aspectos com os niveis de letramento estatistico descritos por Watson e
Callingham (2003), ainda existem &reas que ndo seguem o padrdo de
desenvolvimento gradual e cumulativo presente na teoria dos autores.
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Figura 1: Comparacdo dos niveis de letramento estatisticos propostos pela BNCC e
presentes nos planos de aula, através dos anos escolares.

NIVEIS DE LETRAMENTO PRESENTES NOS PLANOS DE AULA

SATEMATICAMEITE NIVEIS DE LETRAMENTO PRESENTES NA BNCC

CRITICO

CRITICO
CONSISTENTE NAO
CRITICO
INCONSISTENTE
INFORMAL

IDIOSSINCRATICO

* 2 3 4 5 7 LY

Fonte: Elaborado pelos autores.

A progressao nos niveis grafico e tabular, que deveria acompanhar o
desenvolvimento das outras competéncias estatisticas, apresenta um descompasso
que pode ser atribuido a forma como certas habilidades sdo descritas na BNCC,
possibilitando mudltiplas interpretagdes. Essa falta de clareza pode gerar
ambiguidades na aplicacdo dos conteldos, levando a uma variagdo nos niveis de
competéncia adquiridos pelos alunos em diferentes habilidades.
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O presente trabalho constitui-se como parte inicial de um projeto de iniciagdo
cientifica que tem como objetivo construir uma versao historica da pesquisa em
Educacdo Matematica (EM) no Programa de Pdés-Graduagdo em Educagdo da
Universidade Federal do Parana (UFPR).

O interesse pelo Programa de Pds-Graduagdo em Educacao stricto sensu da
UFPR, deve-se ao fato de, até o inicio da década de 1990, ser ele o Unico curso de
mestrado em Educacgédo no estado do Parand, em funcionamento desde a década de
1970, e, também o primeiro doutorado nesta area (Bufrem; Anjos, 2003; Bencostta;
Campos; Junior, 2021).

Compreendendo a Histéria da Educagdo Matematica como o estudo das
alteragfGes e permanéncias na préatica de ensino e como as diversas comunidades
humanas se organizam quanto a necessidade de produzir matematica (Garnica;
Anjos, 2012) surge a questdo de como se produz e ensina matematica no Brasil, e
especialmente no Parana, entendido como uma comunidade que, apesar de inserida
no contexto brasileiro, possui caracteristicas proprias. Tal entendimento deve, antes,
ser contextualizado quanto & realidade maior em que se insere: a brasileira e a
internacional. O estudo de tal contexto é o objeto principal desse trabalho.

Por se tratar da etapa inicial deste projeto, optou-se por um estudo
bibliografico, que é “um tipo especifico de pesquisa documental, que envolve
especialmente documentos como artigos cientificos, dissertagdes, teses, capitulos e
livros” (Mattar, 2021, p.127), optando-se inicialmente por referéncias nacionais
reconhecidas na area da Educacdo Matematica.

A preocupacdo como ensino de matemdtica estd presente desde a Grécia
Antiga, mas abre-se como uma nova area de pesquisa a partir dos trabalhos de
John Dewey (1859-1952) (Miguel; Garnica; Igliori; D’Ambrésio, 2004). Desde sua
criacdo, até a sua aceitagdo pela comunidade cientifica, a Educagdo Matematica

* Voluntario do Programa de iniciagdo cientifica PROVIC da UEPG.
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compreendida como uma subarea da matematica e da educagdo de natureza
interdisciplinar passou por um processo histérico riquissimo.

Entre o final do século XIX e inicio do século XX, a matemética comegou um
processo de renovagao global, liderado pelo matematico alemao Felix Klein (1849-
1925) que se insere no contexto de grande pesquisa em educacgdo a partir das
mudancas sociais do novo século e, com criagdo da Comisséo Internacional de
Instrucdo Matematica em 1908, os pesquisadores em educacdo matematica iniciam
a busca por um espago adequado a nova area (Miguel; Garnica; Igliori; D’Ambroésio,
2004; Fiorentini; Lorenzato, 2006).

Apesar de haver nos Estados Unidos algumas associa¢fes de matematica com
preocupacdo em educagdo, os professores de matematica envolvidos com a
educacgao pré-universitaria encontravam pouco respaldo nessas instituicbes, o que
levou a fundagdo do National Council of Teachers of Mathematics, instituicdo que
viria desempenhar um papel importantissimo para pesquisa em Educagdo
Matematica nos anos futuros (Miguel; Garnica,; Igliori; D’Ambrésio, 2004).

A partir da Guerra fria e da constatagdo de um descompasso entre a
matematica escolar e o progresso cientifico surgiu o Movimento da Matematica
Moderna, entre 1950 e 1960, que seria responsavel por um salto de pesquisa em
nivel global, e foi também nesse contexto que a pesquisa em Educagdo Mateméatica
surgiu no Brasil (Fiorentini; Lorenzato, 2006).

O desenvolvimento da EM no Brasil passou por quatro fases distintas: a
gestacdo da EM como campo profissional e cientifico (anterior a 1970), o
Nascimento da EM (entre 1970 e 1980), emergéncia de uma comunidade de
educadores mateméticos (década de 1980) e a emergéncia de uma comunidade
cientifica em EM (anos de 1990) (Fiorentini; Lorenzato, 2006).

A primeira fase era focada no ensino primério e a preocupacéo dos professores
era a orientacdo didatico-metodolégica e o compéndio de materiais didaticos para a
atividade do ensino. Nao havia propriamente uma pesquisa em EM.

Durante a segunda fase, destaca-se o0 nascimento da pesquisa em EM
propriamente dita, ligada a programas de pdés-graduagdo em educagdo. Os focos
tematicos desses estudos foram trés: desenvolvimento/testagem de métodos de
ensino, exploragao do curriculo e estudos de natureza cognitiva.

Durante a terceira fase, destaca-se a ampliagdo da area de estudo da EM e o
surgimento de novas questbes, que foram desenvolvidas em mais de trinta
programas de pos-graduacdo existentes no Brasil, dentre os quais se destaca o
Programa de Mestrado em educacgéo da Universidade Federal do Parana (UFPR).

A quarta fase foi marcada pela consolidacdo das linhas de pesquisa em EM,
pela formacao de diversos grupos de pesquisa e pela expansédo dos programas de
pés-graduacgdo. Nesse periodo, a EM foi reconhecida pela Associagdo Nacional de
Pés-Graduacgao e Pesquisa com a criagdo de um Grupo de Trabalho em Educagéo
Matematica (Fiorentini; Lorenzato, 2006).

Ao se iniciar por literaturas que buscam descrever o inicio da EM em termos
mundiais, tem-se em mente compreender minimamente o cenario nacional, para
entdo compreender e recuperar a riqueza de detalhes e particularidades deste inicio
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no Parana e na UFPR, que além das influéncias da propria area, recebe influéncias
da organizacéo e politicas da pés-graduagdo, da prépria instituigdo que se insere e
dos sujeitos participantes.
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Resumo:

Este trabalho tem como objetivo investigar as relagbes existentes entre a
formagao de professores de matematica e o estudo de topologia geral, explorando
como esses conceitos podem ser integrados na pratica pedagogica de um professor
reflexivo. A relevancia dessa investigagdo é destacada pela necessidade de uma
formagao docente que va além do dominio técnico, promovendo uma reflexao critica
e continua, conforme discutido por Schon (2014).

Schon (2014) argumenta que as reformas educacionais frequentemente
reforgam praticas superficiais e desconectadas da realidade escolar, resultando em
um ciclo vicioso de cumprimento de normas. Além disso, destaca a importancia da
reflexdo na agdo e da reflexdo sobre a agdo como componentes essenciais da
pratica reflexiva dos professores. O autor sugere que os professores devem ser
capazes de questionar suas proprias suposi¢des, experimentar novas abordagens e
aprender com suas experiéncias para melhorar continuamente sua pratica.

Através da reflexdo-na-accdo (sic), um professor podera entender a
compreensao figurativa que um aluno traz para a escola, compreensao que
estd muitas vezes subjacente as suas confusées e mal-entendidos em
relagdo ao saber escolar. Quando um professor auxilia uma crianga a
coordenar as representacdes figurativas e formais, ndo deve considerar a
passagem do figurativo para o formal como um “progresso”. Pelo contrario,
deve ajudar a crianga a associar estas diferentes estratégias de
representacdo. (Schon, 2014, p. 4)

Schén também observa que “o desenvolvimento de uma pratica reflexiva
eficaz tem que integrar o contexto institucional (Schon, 2014, p. 6)”, ressaltando a
importancia de criar ambientes de aprendizagem que incentivem a reflexao tanto dos
alunos quanto dos préprios professores.

R Voluntaria do Programa de Voluntariado Académico (PVA).
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Giraldo (2018), por sua vez, critica a desconexao entre a matematica escolar
e a académica, apontando que a formagao dos professores ndao deve se basear
apenas no dominio do conteudo, mas também na compreensdo dos processos
sociais e histdricos que moldam o ensino da matematica.

Ele destaca a importdncia de uma abordagem que n&o subordine a
matematica escolar a académica, mas que reconhega os saberes especificos
necessarios para o ensino da disciplina. Segundo Giraldo (2018),

A construgéo de curriculos de cursos de licenciatura em matematica nao
pode deixar de levar em conta resultados de pesquisa, como os citados
anteriormente — e envolve a reflexdo sobre questdes muito mais basicas,
tais como para que escola se pretende formar professores, o que tem sido e
0 que pode ser essa escola. (Giraldo 2018, p. 2)

Isso sugere que os curriculos devem ser desenhados para formar professores
preparados para uma escola atual, que responda as transformagdes sociais e
culturais em curso. Tendo em vista essa formagao de professores e buscando a
pratica pedagdgica de um professor reflexivo, buscamos investigar relagbes entre
conceitos/nogdes topolégicas e a formagdo de professores que ensinam
matematica.

Esta pesquisa é qualitativa e de cunho interpretativo, buscando compreender
como conceitos de topologia podem ser abordados na formagédo docente. Em 17 de
marco de 2024, foi realizada uma busca nos portais Biblioteca Digital Brasileira de
Teses e Dissertagdes (BDTD), Catalogo de teses e dissertagdes da CAPES e Portal
de Periddicos da CAPES, utlizando os termos "topologia" e "formagédo de
professores".

Foram encontrados 16 artigos na BDTD, 27 no Catadlogo da CAPES, e
nenhuma publicagdo no Portal de Periédicos. Seis teses e dissertacdes foram
selecionadas para analise, sendo trés da BDTD e trés do Catalogo da CAPES. Tal
selegdo ocorreu porque esses trabalhos abordam os conteudos de interesse da
pesquisa, tais como educagdo matematica, formagdo de professores e nogdes e
conceitos topoldgicos. A auséncia de publicagbes no Portal de Periddicos e a
divergéncia dos temas nas demais teses e dissertagdes justificam a escolha dos
documentos analisados.

A dissertagdo de Yasmim Barbosa Cavalheiro (Cavalheiro, 2021) destacou-se
entre os trabalhos encontrados por utilizar analise de livros didaticos, entrevistas
com professoras e explorar como o Movimento da Matematica Moderna (MMM)
reformulou os curriculos de Matematica nas escolas. Tal dissertagdo levou a
buscarmos assuntos relacionados a topologia geral em cole¢des de livros didaticos
atuais.

A analise dos livros didaticos selecionados, que incluem a Coleg&o Apis para
o Ensino Fundamental - Anos Iniciais (Dante, 2017), a Colegdo SuperACAO para o
Ensino Fundamental - Anos Finais (Teixeira, 2022), e a Colegédo
Contextos&Aplicagdes para o Ensino Médio (Dante, 2013), revelou que as nogdes
topoldgicas estdo mais presentes nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental.
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No Ensino Fundamental - Anos Iniciais, os livros analisados mostraram uma
progressao na complexidade dos conceitos e nogdes topoldgicas. No 1° ano, por
exemplo, foram identificadas nogdes de proximidade, separagao e ordenagado. Essas
nogdes sdo aprofundadas com a introdugdo de conceitos, como continuidade e
interior/exterior. Ja no 5° ano, hd mengdes a simetrias geométricas e ao Teorema
das Quatro Cores, que tém suas raizes na topologia algébrica.

No Ensino Fundamental - Anos Finais, conceitos como linhas poligonais,
convexidade, transformagdes geométricas como simetrias, rotagdes e translagdes
sdo explorados em maior profundidade, aproximando-se dos conceitos topoldgicos
de continuidade e homeomorfismo.

Ja a analise dos materiais utilizados no Ensino Médio revelou que a presenga
de nocdes topoldgicas é mais reduzida, concentrando-se principalmente em tépicos
como conjuntos e definigbes, intervalos reais e algumas referéncias a geometria
algébrica, como a relacdo de Euler.

Conclui-se que a topologia € um tema presente nos estudos da Educagéo
Basica e possui relevancia significativa para a formacao de professores, ao menos
do ponto de vista de livros didaticos das cole¢des analisadas. A presenga desses
conceitos no curriculo escolar justifica o desenvolvimento de futuras pesquisas que
aprofundem a exploragdo desses temas, visando uma formagdo docente mais
completa e reflexiva.
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Resumo:

Nos ultimos anos, temos observado uma preocupagdo crescente em relagdo ao
impacto ambiental e a busca por solu¢des sustentaveis para a gestao de residuos.

Entre os diversos tipos de residuos, um que merece destaque sao aqueles
gerados pela pesca, nesse caso em especial, o couro do peixe. Esses materiais, se
néo forem devidamente reaproveitados, podem causar sérios problemas ambientais.

No litoral do Parand, existe a Associagao dos Curtidores Artesanais de Pele de
Peixe, de Pontal do Parana, que realiza um trabalho incrivel, transformando a pele
de peixe em couro e transformando o couro em artesanato. No entanto, a
Associacao enfrenta um desafio: o couro que nao estd em condi¢cdes adequadas
para comercializagao ainda precisa de um destino apropriado.

E nesse contexto que surge este projeto de extensdo, desenvolvido na disciplina
de Metodologia do Ensino da Matematica |, do curso de Licenciatura em
Matemdtica, a partir de uma demanda trazida pela Associagdo de Curtidores, que
procurou a Universidade para solicitar auxilio com o descarte de couro de peixes. O
objetivo principal é reaproveitar esse couro de peixe descartado, utilizando-o em
atividades de ensino de geometria.

Nesse sentido, com base nos principios das Diretrizes e Bases da Educagéo
Nacional, o projeto propde uma abordagem pratica e lidica para o ensino da
matematica, contextualizando os contelidos geométricos com a realidade local. Além
de contribuir para a formagdo dos académicos envolvidos, o projeto busca

* Licencianda em Matematica - Unespar
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conscientizar os alunos do Colégio Estadual Cidalia Rebello Gomes Ensino
Fundamental e Médio, localizado na llha de Valadares, sobre o papel da matematica
na solugdo de problemas ambientais. A aplicagdo se dard por meio da coleta de
dados, visitas a Associagado, preparagdo de materiais com o couro do peixe, e aulas
praticas envolvendo a confec¢ao de mosaicos geométricos.

O projeto sera executado em quatro momentos: leitura e pesquisa sobre a
matematica aplicada ao meio ambiente e o curtume de pele de peixe; organizacao e
elaboracao do material a ser utilizado nas aulas; aplicagdo das atividades no colégio;
e exposi¢ao dos resultados na Feira das Profissdes e em eventos locais. Espera-se,
ao final, contribuir para o diadlogo entre a universidade e a comunidade, socializando
0 conhecimento produzido e incentivando solugfes inovadoras para problemas
ambientais. Até o momento, més de setembro de 2024, o projeto de extensao
avangou significativamente, com a concluséo das atividades planejadas para o
primeiro e segundo momentos.

Na primeira etapa, ja foram realizados estudos sobre a aplicagdo da matematica
na preservacdo do meio ambiente e o processo de curtimento da pele de peixe.
Também foram realizadas visitas a Associacdo, que fica em Pontal do Parana e a
llha de Valadares localizada em Paranagua com o objetivo de compreender a forma
de trabalho da Associagdo e as caracteristicas geograficas, econdmicas e culturais,
da llha.

Na visita a Associacdo dos Curtidores Artesanais de Pele de Peixe de Pontal do
Parana, foram observados os processos de transformagao do couro de peixe para a
comercializacdo e o uso em artesanato. Também foi realizada uma visita ao Colégio
Estadual Cidalia Rebello Gomes, localizado na Ilha dos Valadares, onde o projeto
sera aplicado, para alinhar as agcdes com a equipe pedagogica e compreender o
ambiente escolar.

No segundo momento, o projeto esta focado na organizagdo e preparagdo dos
materiais que serdo utilizados nas aulas praticas, neste contexto, académicos do 3°
ano de Matematica, estéo elaborando atividades de Geometria Plana e Espacial que
utilizam o couro de peixe descartado.

Vale ressaltar que, a produgdo dos mosaicos geométricos foi planejada, levando
em consideragao tanto os aspectos técnicos quanto a dimensdo ambiental e cultural
do projeto. Estamos prontos para iniciar a aplicacdo das aulas no colégio, com o
material e as atividades devidamente preparados, alinhando o conteddo matematico
a realidade local e ao contexto ambiental.

A aplicacéo do projeto reforca a relevancia de utilizar o couro de peixe descartado
como recurso pedagdgico nas aulas de Geometria Plana e Espacial, unindo ensino e
conscientizagdo ambiental. Ao promover atividades praticas em uma comunidade
insular de Paranagua, o projeto ndo apenas contribui para o aprendizado
matematico, mas também incentiva uma viséo critica sobre a gestéo de residuos e a
sustentabilidade.

Sendo assim, a parceria com a Associacdo dos Curtidores Artesanais de Pele de
Peixe e a comunidade local demonstra a eficdcia das ag¢Bes extensionistas na
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aplicacdo do conhecimento académico em problemas reais, fortalecendo o vinculo
entre a universidade e a sociedade.
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Resumo:

O Projeto de Extensdo Universitéria "Inclusdo Digital e Ensino de Matematica no
Contexto das Instituicdes Publicas da Educagao Basica do Litoral do Parana" que se
efetivou no ano de 2023, visou fortalecer a formagao critica dos alunos do curso de
Licenciatura em Matematica da UNESPAR, integrando o saber cientifico e popular.
Teve como objetivo promover a inclusdo digital nas escolas publicas da regido,
utilizando software livre como ferramenta pedagdgica no ensino de Matematica. A
proposta reconheceu a importancia das Tecnologias Digitais de Informacdo e
Comunicacao (TICs) no contexto educacional e buscou mitigar os efeitos da
exclusdo digital, que contribui para a desigualdade social. Nesse contexto o
Tangram foi utilizado como material lidico, tanto fisico, quanto digital, através do
software livre Geogebra, permitindo que os estudantes manipulassem as formas
fisicamente e explorassem digitalmente ndo somente as formas, como as
ferramentas tecnoldgicas associadas ao conceito matematico.

As etapas do projeto incluiram pesquisas bibliograficas e documentais para
identificar softwares livres aplicaveis ao ensino da Matematica. Ap6s a selegdo e
andlise desses recursos, firmaram-se parcerias com trés escolas estaduais em
Paranagua para organizar semindrios académicos com professores, alunos,
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coordenadores e diretores, onde se discutiu a inclusdo digital por meio do uso de
software livre.

Nesse contexto, os académicos, em colabora¢do com os professores, escolheram
alguns softwares livres para serem utilizados em sala de aula como uma forma de
revisar o conteddo pertinente. O Tangram foi selecionado para revisar as formas
geométricas, sendo utilizado tanto de forma manual quanto digital, através do
Geogebra, com alunos do 6° ano do ensino fundamental. Vale ressaltar que as
escolas disponibilizaram seus laboratérios de informatica e tablets para a oficina,
demonstrando que a inclusao digital esta gradualmente se consolidando.

Apo6s a oficina, foram aplicados questionarios para avaliar o impacto do projeto,
cujas conclusGes contribuiram para a elaboragdo do relatério final e a consolidacédo
das aprendizagens dos participantes. A proposta buscou ndo apenas ampliar o
conhecimento académico, mas também promover a democratizacdo dos saberes
cientificos e tecnoldgicos, colaborando para a transformacéo social e a melhoria da
qualidade de vida das comunidades envolvidas.

As atividades desenvolvidas evidenciaram o potencial das ferramentas digitais em
tornar o aprendizado mais interativo e acessivel, reafirmando a importancia da
incluséo digital nas escolas como forma de reduzir a excluséo social. A curiosidade e
0 engajamento dos alunos confirmaram que a matematica, ensinada de forma
inovadora e alinhada as novas tecnologias, pode ser mais atrativa. A escolha do
Geogebra, aliado ao Tangram, demonstrou ser uma atividade que pode ser eficaz
para promover a inclusao digital e aprimorar a aprendizagem de conceitos
geomeétricos.

Além disso, o projeto reforgou o papel fundamental da universidade como agente
de transformacao social, ao estabelecer uma ponte entre o saber académico e a
comunidade. A iniciativa ndo s6 contribuiu para a formagdo critica e cidada dos
académicos envolvidos, como também pode-se notar alguns impactos positivos na
comunidade local, como o despertar do interesse no tema proposto. Observou-se
gue os alunos entenderam na pratica os conceitos de inclusdo e exclusdo digital,
relacionando-os com situagdes cotidianas, como a falta de conectividade em suas
familias.

Em resumo, por meio do projeto foi possivel verificar que que a integragdo entre
tecnologias digitais e praticas pedagdgicas tradicionais no ensino da Matematica
pode ser uma estratégia eficaz para promover a inclusdo digital, melhorar a
qualidade da educacéo. Ao utilizar ferramentas como o Tangram e o Geogebra, o
projeto possibilitou que os estudantes ndo apenas compreendessem conceitos
geométricos de forma ludica e interativa, mas também desenvolvessem habilidades
tecnoldgicas fundamentais para a redugdo da excluséo digital.
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Resumo:

O consideravel aumento da populagéo idosa tem provocado preocupagao no que
se refere a qualidade de vida destas pessoas, fato que mostra a educagdo como uma
forma de auxilio para com esta demanda da sociedade. Sdo muitas as possibilidades
educativas que podem auxiliar na resolu¢do deste problema, sendo a Matematica,
através da pratica de jogos, uma maneira de contribuir no progresso do raciocinio
I6gico — um dos elementos essenciais para a estruturagdo e manutencao da memoria.
Assim, o presente projeto de extensdo teve como proposta a realizag¢éo de oficinas de
jogos que envolviam o pensamento légico-matematico dos integrantes da
Universidade Aberta a Terceira Idade (UNATI) de Paranagud, promovendo a
integracéo entre universidade e comunidade através da articulagdo entre ensino,
pesquisa e extensdo, proporcionando envolvimento de docentes, estudantes,
funcionarios e da comunidade externa, no que se refere as pessoas da terceira idade.

O objetivo geral do projeto foi promover agfes integradas entre os estudantes da
disciplina de Metodologia de Pesquisa do curso de Licenciatura em Matematica e o
publico da Universidade Aberta a Terceira Idade (UNATI), por meio de situacdes em
contextos de jogos de Matematica, a fim de ampliar seus conhecimentos e
experiéncias relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem da area.

O projeto foi realizado em varias etapas, comegando com a leitura e discussao de
textos sobre as necessidades dos idosos e uma reunido com a coordenagdo da UNATI
para conhecer melhor o contexto do projeto. Em seguida, os estudantes leram e
discutiram artigos sobre o uso de jogos no ensino de Matematica e sua aplicagdo com

L+ Licencianda do Curso de Matematica — Unespar Paranagué — Executora do Projeto.
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idosos, escolhendo jogos como Torre de Hanoi, Tangram, Sudoku e Bingo
Matematico, e construindo-os com materiais reciclaveis para uso nas oficinas.

Apbs a realizagdo das partes tedricas, organizagdo dos materiais e metodologia, as
oficinas foram realizadas; como as aulas dos alunos da UNATI acontecem na
faculdade, optou-se por realizar no mesmo local, para que nado atrapalhasse ainda
mais a rotina do publico a ser atendido. As salas foram preparadas de modo
acessiveis aos jogos e de facil participagcdo de todos, a timidez foi deixada de lado,
tanto pelos académicos, que realizavam algo diferente e inovador, quanto pelos
idosos que experimentavam uma nova forma de praticar a matematica.

Nesse sentido, as oficinas foram conduzidas de forma a facilitar a compreenséo e
interagdo dos idosos. No Bingo Matematico, além de promover alegria e convivio
social, o jogo exigiu atencéo e coordenagdo motora. Para a oficina do Sudoku, foram
utilizados jogos de diferentes niveis de dificuldade, permitindo uma participacéo
gradual e satisfatéria dos idosos. Jogos de memoéria estimularam a capacidade de
raciocinio e a manutencdo da memdria ativa.

Bingo Sudoku

No Tangram, varias fungfes cognitivas foram desenvolvidas, como orientagao
espacial, coordenagdo visual e motora, atencdo, planejamento, raciocinio légico-
espacial e memdria visual, além de promover socializagdo e melhorar a autoestima
dos participantes. Ja na oficina da Torre de Hanoi, geralmente um jogo individual, foi
jogada em duplas ou grupos para enfatizar a interagéo social e o raciocinio légico.

Tangram Torre de Hanoi
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Ao final das oficinas, foram realizadas entrevistas com os participantes, e o
feedback foi muito positivo, a maioria destacou nao conhecer a Torre de Hanoi, e foi
denominado o jogo mais dificil, ja o Sudoku, um pouco mais familiar por ser
encontrado em livros de palavras cruzadas.

No relato da Sra. Paulina, pedagoga aposentada, quando Ihe foi perguntado se as
oficinas trouxeram algo novo para vocé, algo que vocé ndo conhecia? sua resposta
foi: “Sim, eu ndo conhecia assim, ndo conhecia desse jeito facil, eu sou formada, eu
sou pedagoga, eu ndo vivi isso, mas eu achei bastante interessante porque olha, eu
estou levando e eu vou brincar com a minha neta (se refere a lembrancinha do
Tangram).

A producdo de jogos permitiu aos futuros professores entender as contribui¢cbes
desses jogos para o desenvolvimento cognitivo e social dos idosos, criando um
ambiente ludico e divertido. A constru¢gdo com materiais reciclaveis e versdes online
também desenvolveu competéncias tecnoldgicas e inovadoras essenciais para 0s
formandos.
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Resumo:

Este trabalho analisa o Programa ESMATE, uma politica publica implementada
em El Salvador com o objetivo de aprimorar o ensino de matematica no pais. Este
Programa, se baseia em trés componentes principais: o desenvolvimento de
materiais educativos, assisténcia prestada a docentes e tempo de aprendizagem
ativo. Para conduzir essa analise, foi adotada a metodologia da Hermenéutica de
Profundidade (HP), desenvolvida por John B. Thompson (1995). Essa abordagem
foca nas formas simbdlicas, que englobam tudo o que o ser humano produz com
uma intengéo especifica, seja em termos de cultura, linguagem ou artefatos sociais.

A Hermenéutica de Profundidade se divide em trés fases distintas. Na primeira
fase, chamada de analise sécio-histérica, busca-se reconstruir o contexto social e
histérico em que o objeto de estudo foi produzido, circulado e recebido. Esse passo
é essencial para compreender as influéncias e as condigbes que moldaram o
desenvolvimento do ESMATE.

Na segunda fase, a analise formal, o foco se volta para o estudo detalhado do
objeto em si, para isso buscamos informagbes sobre o ESMATE no trabalho Projeto
de Melhoria da Aprendizagem de Matematica na Educagdo Basica e Média
(ESMATE) em EI Salvador (Madrid, 2024), o qual buscou sistematizar o programa.
Nesse estagio o programa & examinado em termos de sua estrutura interna,
buscando-se entender sua ldgica e organizagao como uma forma simbdlica.

A terceira fase, referida como reinterpretacao, integra as analises socio-histérica e
formal. Aqui, o objetivo é relacionar os contextos e elementos identificados nas fases
anteriores para construir um significado mais profundo e abrangente do ESMATE,
considerando tanto suas implicagdes praticas quanto simbdlicas.

A pesquisa foi inspirada por trabalhos que também utilizaram a Hermenéutica de
Profundidade como metodologia, dois dos quais comento a seguir: Lopes (2021),
que desenvolveu um trabalho sobre um programa de formacédo de professores,
produzido em 2001 no Estado do Parana, este programa se chamava Matematica
Aplicada e foi contratado e desenvolvido pelo Colégio Bom Jesus em parceria com o

! Bolsista do Programa PET - Matematica.
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CORD (Center for Occupational Research and Development) dos EUA; e Azevedo
(2017) que analisou livros didaticos de Matematica, parte da cole¢do “EJA Mundo do
Trabalho”; ambos proporcionaram uma base sélida para nossa pesquisa.

Com estas referéncias, entendemos as potencialidades e diferentes perspectivas
oferecidas pela HP, de tal forma que tragamos um panorama das caracteristicas
espaciais e temporais de El Salvador, juntamente com uma investigacdo sobre as
instituicbes sociais que influenciam e sao influenciadas pelo programa. Além disso,
descrevemos detalhadamente o funcionamento do ESMATE, seus principais
componentes, as etapas de implementagdo e o material didatico desenvolvido por
meio dessa politica publica.
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Resumo:

A interagdo entre estudante e professor deve permear o mesmo universo
discursivo de modo a facilitar o processo de ensino-aprendizagem. Para que o
estudante tenha acesso e compreensdo do discurso matematico, € preciso que o
professor ndo apenas conheca a linguagem matematica adequada, mas também a
aplique em sala de aula, seja na introdugao de novos conceitos ou durante o
decorrer das aulas. Por linguagem matematica adequada, entenda-se como a
linguagem matematica formalizada, a qual é organizada de acordo com as
estruturas sintaticas (SILVEIRA, 2010).

Conforme aprofundamento em leituras sobre educagdo matematica no decorrer
do curso de licenciatura em Matematica, tornou-se evidente que questdes de
linguagem relacionadas com o ensino e aprendizagem constituem-se como um
objeto de estudo no campo de pesquisa em educagdo matematica.

Nestas pesquisas, relata-se que a linguagem matematica adequada, que é uma
linguagem matematica formalizada e organizada de acordo com as estruturas
sintaticas (SILVEIRA, 2010), atua como uma barreira no entendimento das questdes
a serem resolvidas, compondo pauta de discussao e problematizagdo por diversos
autores. Afinal, ao se procurar por artigos cientificos sobre ensino-aprendizagem em
Matematica, ndo sdo poucas as pesquisas investigativas que avaliam as dificuldades
presentes no processo de ensino-aprendizagem da matematica.

O objetivo deste trabalho é relatar experiéncias nas quais foi possivel observar a
existéncia desta barreira e discutir de modo que nos possibilite explorar as
problematicas da simplificagcdo de vocabulario durante as aulas de matematica.

Em um cenéario de atuagdo docente no ensino superior, percebi algumas
dificuldades dos estudantes em questdes referentes a chamada ‘matematica basica’,
que contempla as quatro operagdes basicas e mais alguns conteudos classificados
como elementares. Eu tentava sanar as duvidas sobre esse contetido, de modo que
os estudantes pudessem acompanhar a disciplina em questdo. Porém, percebia que
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a dificuldade, muitas vezes, estava na tradugdo da linguagem matematica para a
linguagem natural e vice-versa, ou no conhecimento do vocabulario proprio da
matematica.

Enquanto professora em um cursinho pré-vestibular comunitario, alguns
estudantes comentavam que minha fala era muito ‘técnica’ e isto dificultava o
acompanhamento da disciplina. Eu ndo entendia o que isto significava, de inicio.
Mas, conversa vai e conversa vem, o que eles achavam que eram termos ‘técnicos’
nada mais era do que a linguagem matematica adequada. Como por exemplo a
propriedade distributiva da multiplicagdo, a qual eles conheciam por ‘chuveirinho’.
Ou seja, eles sabiam a aplicagdo da propriedade em questdo, mas por ouvir a
linguagem matematica que era desconhecida por eles, criava-se uma barreira, como
se eu estivesse falando de um assunto diferente do que eles estavam habituados.

Ja na minha atuagdo como bolsista no PET (Programa de Educacéo Tutorial) da
Matematica, tive a oportunidade de ministrar um minicurso do software GeoGebra.
Durante este minicurso, percebi que alguns participantes apresentavam dificuldades
em compreender o que estava sendo solicitado nas atividades. Ao conversar
individualmente, notei que termos como ‘poligono regular’ ou ‘reta transversal’
causavam olhares de duvida. Mas, ao explicar do que se tratava, logo o semblante
ficava mais leve, pois os participantes relacionavam o que eu estava explicando com
algo que sabiam, mas ndo conheciam o vocabulario préprio.

Estes, e outros eventos similares, me causavam inquietagéo e angustia, pois eu
vejo como o uso da simplificagdo de vocabulario na sala de aula pode acarretar em
percepgdes equivocadas por parte dos estudantes, causando possiveis prejuizos no
processo de ensino-aprendizagem. Deste modo, procurei por pesquisas que
discutem a problematica descrita, me permitindo refletir, questionar e me atentar
mais a linguagem que é utilizada em sala de aula.

Para o aprendizado de conteudos matematicos mais aprofundados, se faz
necessario que o estudante possua dominio de conceitos matematicos
fundamentais, bem como o conhecimento do vocabulario matematico apropriado,
que facilite o entendimento do significado e ndo apenas o ato de decorar regras
(FERREIRA, 2013). Silveira (2020) cita a necessidade de que o professor utilize
palavras adequadas para esclarecer o significado do que se quer transmitir, sem
priorizar por um vocabulario simples. Neste contexto cito, como descrevi
anteriormente, a questdo da propriedade distributiva da multiplicagdo ser chamada
por ‘chuveirinho’. Entendo que tal vocabulario possa ser utilizado para ilustrar a
regra, mas creio que no decorrer da fala do professor, a linguagem matematica deve
ser corretamente estabelecida.

Neste sentido, Stefani e Proenga (2019) discorrem sobre as dificuldades dos
estudantes na resolugéo de problemas de geometria e apontam que os conceitos de
perimetro e area ndo estavam claros o suficiente para serem interpretados pelos
estudantes no enunciado devido aos empecilhos presentes na tradugdo da
linguagem natural para a linguagem matematica, e vice-versa. Esta traducéo pode
estar sendo prejudicada pela maneira como o contetdo é abordado em sala de aula,
uma vez que se tende a simplificar as palavras por acreditar que as criangas
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(estudantes) ndo conseguem aprender palavras e conceitos complexos (DOMAN,
DOMAN; 2019).

De acordo com Sadovsky (2007), a superficialidade pedagdgica ao se ensinar
matematica e o uso de expressdes como ‘vai um’, ‘pegar emprestado’, ‘passa para o
outro lado’, dificultam o entendimento do que estas operagdes, de fato, significam.
Concordando com esta fala, cito uma estudante do cursinho pré-vestibular que
estava angustiada com o algoritmo da soma, pois ndo conseguia identificar o que
fazer com o ‘numero que estd em cima’, uma vez que ela havia decorado tal
operacdo. Sadovsky (2007) observa que a falta de formalidade na linguagem
matematica no ambiente escolar acarreta perdas significativas na aprendizagem de
conteudos sequenciais por falta de compreensao de conceitos elementares.

Destaco que as experiéncias relatadas aqui sdo alguns exemplos de tantas outras
situagOes similares vivenciadas em sala de aula. As leituras realizadas sobre o tema
me fazem questionar e refletir sobre a responsabilidade do professor no preparo de
suas aulas bem como na fala utilizada para se comunicar com os estudantes.

Sendo assim, o que trago para a conclusdo deste trabalho sdo questionamentos.
Como podemos preparar as aulas de modo que a linguagem utilizada seja acessivel
aos estudantes mas sem perder as caracteristicas da linguagem matematica
adequada? Como podemos, atuando em outras esferas da educagéo que ndo a dos
primeiros anos do Ensino Fundamental, preencher as colunas do vocabulario
faltante sem prejudicar o aprofundamento no contetido proposto?
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Resumo:

O Grupo Associado de Estudos e Pesquisas sobre Histéria da Educagéo
Matematica (GHEMAT - Brasil) foi fundado em 2018 com o propdsito de promover e
desenvolver pesquisas na tematica da Histéria da Educagdo Matematica no Brasil,
buscando compreender a evolugédo histérica do Ensino e da Aprendizagem da
Matematica ao analisar aspectos como curriculos, métodos de ensino, livros
didaticos, politicas educacionais e a formagao de professores. Apesar da sua origem
poder ser considerada recente, o surgimento do grupo se deu pela necessidade de
institucionalizar uma rede de projetos coletivos de pesquisas no ambito da Historia
da Educagdo da Matematica que ja vinham sendo realizados desde 2004 por
diferentes grupos de estudo e pesquisa de diversas universidades brasileiras e que
desde o inicio ja promoviam encontros nacionais e internacionais para debater o
tema estudado. O GHEMAT - Brasil se divide em alguns subgrupos tais como
GHEMAT - SC, GHEMAT - UFJF, GHEMAT - DF, GHEMAT - SE, entre outros, além
de trabalhar em colaboragdo com outros grupos independentes que também atuam
na area da Historia da Educagao Matematica.

O GHEMAT possui um Repositorio de Conteudo Digital (RCD) que esta disponivel
no Repositorio Institucional (RI) da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC),
visando permitir o acesso a um espago publico de divulgacéo de fontes digitalizadas
pelos pesquisadores do grupo de diferentes estados brasileiros. O RCD funciona
como uma comunidade publica dentro do Rl da UFSC com subcomunidades e
colegbes. Por sua vez, o Repositdrio Institucional da UFSC tem como misséo o
armazenamento, a preservagdo e a divulgacédo do acesso a produgdes cientificas de
forma permanente em um Unico local virtual.

A principio, o objetivo deste trabalho era realizar um levantamento de provas e
cadernos de provas disponibilizados pelo GHEMAT, para isso seriam usados as
colegoes “Cadernos Escolares” e “Provas - Exames - Avaliagdes” do RDC. Porém,
visto que o Repositério de Contetdo Digital do GHEMAT esta contido no Repositério

! Voluntéria de Iniciagdo Cientifica do Programa de Voluntariado Académico
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Institucional da UFSC, esperava-se que ao ampliar a busca para o Rl fossem
levantados todos os arquivos de provas e cadernos de provas. Dessa forma a busca
teria inicio pela palavra-chave “caderno escolar’, uma vez que existe uma colegéo
do GHEMAT com esse nome. Todavia, ja no estagio inicial do levantamento notou-se
que nao seria possivel coletar todos os arquivos de provas e cadernos de provas por
esse método visto que dentro da colegdo “Cadernos Escolares” ha cadernos com o
nome de areas da matematica, tais como “caderno de trigonometria”, “caderno de
aritmética”, entre outros que ndo aparecem na busca da palavra-chave “caderno
escolar” no Repositério Institucional da UFSC.

Defronte a esse imprevisto, optou-se por dividir o levantamento em duas
partes. A primeira parte do levantamento foi realizada por meio da busca de cinco
palavras-chaves, sendo estas: “caderno de prova”, “livro de prova”, “prova de
matematica", “caderno de matematica" e “caderno escolar" no Repositério
Institucional da UFSC. Enquanto, a segunda parte do levantamento ocorreu por
meio do mapeamento das colegbes “Cadernos Escolares” e “Provas - Exames -
Avaliagbes” do Repositério de Conteudo Digital do GHEMAT. Portanto, o objetivo
deste trabalho passou a ser construir um inventario de provas e cadernos de provas
disponiveis no Repositério Institucional da Universidade Federal de Santa Catarina
com a justificativa de construir uma base de dados para trabalhos futuros.

Na primeira parte do levantamento foram encontrados 18 resultados para a
palavra-chave “caderno de prova” (no dia 07/04/2024), nenhum resultado para “livro
de prova” (no dia 10/04/2024), 125 resultados para “caderno de matematica" (no dia
15/04/2024), 127 resultados para “caderno escolar" (no dia 15/04/204) e 100
resultados para “prova de matematica" (no dia 26/04/2024). Ja na segunda parte do
levantamento, foram encontrados 375 resultados na colegao “Cadernos Escolares” e
151 resultados na colegao “Provas - Exames - Avaliagdes”. Cabe destacar que ja era
esperado que alguns resultados encontrados na primeira parte do levantamento
também fossem encontrados na segunda parte, visto que o RDC esta contido no RI
da UFSC. Dentre os resultados foram encontrados cadernos escolares, provas
resolvidas sem nota, provas resolvidas com nota, provas sem resolugéo, cadernos e
livros do professor, folhas de atividades, livro didatico, artigos, documentos,
trabalhos de concluséo de curso (TCC), dissertacdes e teses, alguns de Matematica
e outros de disciplinas como Geografia, Fisica, Quimica, Musica, Arte, etc. Os
resultados serdo separados por estado, década, série ou ano e autor.

Por fim, uma classificagdo que esta sendo feita durante o levantamento é se o
arquivo, seja caderno escolar, caderno de prova, prova ou outro, tem ou néo nota.
Por isso, destaca-se que um trabalho sera entendido com nota se tiver tanto as
notas por conceito, sendo conceito A, B, C, D ou Otimo, Bom, Regular e etc, como
as notas cifradas, isto €, as notas representadas por um numero. Visto que ambas, a
nota por conceito e a nota cifrada, representam um julgamento baseado por critérios
que podem estar bem estabelecidos e expostos ou ndo, ainda assim, o nimero ira
apresentar uma conotagédo afetiva tdo forte quanto a palavra (Barlow, 2006).
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Resumo:

Este trabalho é um subprojeto que faz parte da fase inicial do Projeto de
Pesquisa "Narrativas de Docentes Imigrantes do Departamento de Matematica da
UFPR", sob a orientagédo do Prof. Dr. Elenilton Vieira Godoy. O objetivo do projeto é
narrar, por meio da Histéria Oral, as trajetérias de professores e professoras
imigrantes que integram o Departamento de Matematica (DMAT) da Universidade
Federal do Parana (UFPR). Para ser possivel narrar essas histérias, é fundamental
compreender a trajetéria particular de cada docente, marcada e influenciada por
seus marcadores sociais. O conceito de interseccionalidade oferece uma base
tedrica para entender a formacdo da identidade individual, conceitualizando a
relagdo de interdependéncia nao hierarquica entre os seus marcadores sociais, tais
como raga, género, classe social, orientagdo sexual, capacidade fisica, dentre
outros, e as complexas manifesta¢des de discriminacéo influenciadas pela interagéo
entre os marcadores sociais. (Hirata, 2018).

A importancia da Histéria Oral se destaca por permitir acessar informacdes de
acontecimentos que ndo sdo registrados em documentos, bem como contemplar o
registro de visdes que foram invisibilizadas pela historia oficial. Em vista disso, é por
tal importéncia que se optou por utilizar premissas da Histéria Oral para narrar as
histérias dos professores e professoras imigrantes do Departamento de Matematica
(DMAT) da Universidade Federal do Parana (UFPR). O projeto foi iniciado pelo
grupo de Iniciagcdo Cientifica composto pelas licenciandas em Matematica Brenda
Dal Puppo Monteiro e Sibeli da Rosa da Rocha e pela mestranda Nubia Symbalista,
todas discentes da UFPR, sob a orientagdo do Prof. Dr. Elenilton Vieira Godoy e
coorientado do Prof. Dr. Emerson Rolkouski.

Como ponto de partida, é definido que essa pesquisa é de carater qualitativo
e como mencionado seguird a luz da Histéria Oral, uma metodologia de pesquisa
que visa a apreensdo de narrativas através de entrevistas gravadas para a
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elaboragdo de documentos e constituicdo de fontes histéricas. Para mais, € preciso
entender que a Historia Oral se apropria de fontes orais, as quais sdo uma visdo
particular de processos coletivos, dessa forma os depoimentos possuem dimensbes
individuais e coletivas. Cada fonte serd Unica e nédo pode ser generalizada, de modo
que a subjetividade do registro é fundamental para compreender a entrevista
(Euzébio, 2014). Uma vez que a fonte oral se caracteriza como base priméria para
obtencgdo de conhecimento, a medida que essa pode refletir valores e emogdes que
ficariam escondidos em dados estatisticos (Gongalves; Lisboa, 2007).

Optou-se por entrevistar os professores imigrantes do DMAT da UFPR que
foram separados em grupos conforme a nacionalidade. O Departamento de
Matematica da UFPR possui 15 professores ndo brasileiros, dos quais doze
nasceram na América Latina e serdo o foco deste trabalho. A amostra inicial tinha
um(a) professor(a) de cada nacionalidade entre os professores do DMAT, visando
atingir a diversidade de trajetérias inter-relacionadas para abarcar o campo da
investigacdo. Entretanto, o Unico professor colombiano n&o foi entrevistado devido
ao seu ingresso no DMAT ter ocorrido durante o andamento da pesquisa; assim,
foram entrevistados quatro professores: uma professora argentina, uma professora
cubana, um professor peruano e uma professora venezuelana; porém uma
professora desistiu de participar e solicitou que sua entrevista ndo fosse utilizada
neste trabalho.

Houve um contato preliminar com os professores por um e-mail que foi
enviado para explicar a intengdo do projeto. Como o objetivo da entrevista ndo era
que os professores apenas respondessem perguntas, decidiu-se desenvolver cartas
com subtemas dos temas gerais do roteiro de perguntas com algumas palavras-
chaves que permitissem o(a) professor(a) discursar sobre sua trajetéria com o
minimo de interrupgBes. Assim, apenas as perguntas do roteiro que ndo foram
respondidas diretamente foram feitas aos professores. O roteiro de perguntas foi
dividido por seis temas: Vida Pessoal, Formacdo Académica, Curriculo, Pratica
Docente, Desafios e Oportunidades, e Diversidade Cultural.

Antes da entrevista, o Curriculo Lattes do(a) professor(a) foi analisado e
anotagOes foram feitas para servirem como material de apoio durante o encontro. Ao
dar inicio a cada entrevista, a Carta de Apresentagdo foi lida. Posteriormente, a
gravacgdo foi iniciada e foram registrados a data, os nomes das entrevistadoras,
nome do depoente, local, tema e tipo de gravador. As cartas com os temas e
palavras-chaves foram distribuidas na mesa de modo que o(a) professor(a) pudesse
direcionar por onde e como gostaria de comegar o seu depoimento.

A entrevista da professora argentina ocorreu no dia 01 de Dezembro de 2023
as 15:30 na sala de reunido do Departamento de Expresséo Gréfica com a presenca
da entrevistada e das licenciandas Brenda e Sibeli, com duracdo de 1h15. A
entrevista da professora cubana aconteceu no dia 14 de Abril de 2024, com inicio as
10h na sala de reunido do Departamento de Expressao Grafica com a presenca da
entrevistada e das licenciandas Brenda e Sibeli, com duragdo de 1h18. Ja a
entrevista com a professora venezuelana foi realizada as 8h30 do dia 17 de abril de
2024, na sala do Professor Emerson, no Departamento de Expressao Grafica com a
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presenca das alunas Brenda e Nubia, com duracdo de 47 minutos. Por fim, a
entrevista com o professor peruano ocorreu no dia 24 de Abril de 2024, com inicio as
11h na sala de reunido do Departamento de Expressdo Grafica com a presenga do
entrevistado e das licenciandas Brenda e Sibeli, com duragéo de 1h25.

ApOs a entrevista, as gravagdes foram transcritas, textualizadas e enviadas
para cada professor(a) junto a Carta de Cessao e ao Termo de Consentimento Livre
e Esclarecido via email. De modo que a Carta de Cessdo e o Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido deveriam ser devolvidos assinados caso o(a)
professor(a) decida participar do projeto e autorize a divulgacéo das fontes.

Assim, o presente trabalho apresenta trechos das entrevistas realizadas no
projeto e que possam ser relacionadas as interseccionalidades dos(as) participantes
que autorizaram o uso de seus depoimentos. Estes estdo organizados em cinco
secdes tematicas: “Qual € a minha patria?”, “Escolhi partir, mas posso voltar?”,
“Vocé me entende?”, “Somos iguais?” e “Oportunidades e Diversidades”. Embora a
Histéria Oral tenha como principio a divulgagdo dos nomes dos entrevistados, na
andlise deste trabalho ndo serdo divulgados os nomes de quais professores cada
trecho pertence para que os os depoentes permanegam andnimos.

Nos trabalhos subsequentes do projeto, o roteiro de entrevista sera
modificado, e espera-se entrevistar os demais professores imigrantes do DMAT da
UFPR, com vistas a elaboragdo de um livro colaborativo que narre as trajetérias
dos(as) docentes sob suas proprias perspectivas, permitindo dar ouvido a vozes que
ja sao reconhecidas.
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Resumo:

Este trabalho tem por objetivo compartilhar uma ac¢éo desenvolvida por um
estudante do curso de Licenciatura em Matematica a partir de uma situagdo de
ensino organizada no Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia
(PIBID), subprojeto de Matematica, da Universidade Tecnolégica Federal do Parana
(UTFPR), Campus Curitiba. Essa acao foi elaborada pelo estudante no decorrer do
ano letivo de 2023 e desenvolvida no Colégio Estadual Jodo Bettega, localizado na
cidade de Curitiba (PR) no mesmo periodo, na qual envolveu a disciplina de
Educagéo Financeira com estudantes do nono ano do Ensino Fundamental.

A Educacéo Financeira tornou-se obrigatéria na Educacdo Bésica devido as
regulamentagdes educacionais, pois 0s conteddos que a compdem apresentam uma
relevancia no cotidiano das pessoas. Com o intuito de tornar os temas de financas
mais proximos dos estudantes do Ensino Fundamental, é necessario realizar a
adequacado dos conceitos financeiros em relacdo a faixa etaria e a realidade dos
envolvidos, almejando trazer aspectos de ludicidade, materiais manipulaveis, jogos e
discussdes em sala para fortalecer os ensinamentos e revisar os aprendizados.

Silva (2015) salienta que, é possivel promover uma aprendizagem importante

aos individuos, principalmente se tratando do contexto da Educagdo Bésica e seus
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respectivos estudantes, com o apoio de metodologias voltadas para o ensino e a
aprendizagem. Desta forma, com o devido planejamento, acompanhado de uma
organizacdo adequada, conciliando abordagens e métodos voltados para o campo
educacional, tais como dinAmicas e jogos para o contexto da Educacdo Financeira,
é vidvel complementar os ensinamentos compartilhados e fortalecer o ensino.

Em 2023, um estudante de Iniciagdo a Docéncia organizou analises e
mapeamentos durante as observacdes da pratica docente no Colégio Estadual Jodo
Bettega, com a intengdo de identificar possiveis a¢des para o desenvolvimento de
uma situacao de ensino. Considerando a coleta e a andlise dos dados, juntamente
com as reunides semanais realizadas com a professora supervisora, a turma do
nono ano do Ensino Fundamental foi selecionada para participar de uma situagao de
ensino, que por sua vez, estaria envolvendo a disciplina de Educacgdo Financeira.

Tendo em vista as observagbes e os didlogos, foi decidido desenvolver uma
acdo com a tematica da disciplina e, dentre algumas propostas, foi escolhida a
elaboracdo de uma gincana para revisar, complementar e fortalecer o ensino dos
contetdos de finangas. Durante as reunides semanais no espago escolar, buscou-se
planejar a gincana, definindo os planejamentos, os objetivos, o referencial teérico, a
metodologia e os materiais. Por conta da area de financas ser abrangente, foi
necessario pesquisar e estudar tépicos envolvendo normativas educacionais
vigentes, almejando conhecer os contetdos presentes no Ensino Fundamental.

A gincana abordou temas de finangas pessoais, orcamento familiar, tipos de
investimentos, situagdes que envolviam consumo consciente, nogdes de crédito,
despesas e receitas familiares e responsabilidade social. Pretendendo abordar
esses temas, foram preparados oito momentos para serem realizados durante a
gincana, com a intengdo de revisar e rever os contetdos trabalhados na disciplina,
proporcionando uma vivéncia pratica para acrescentar na teoria ensinada em sala
de aula. A Gincana de Educacdo Financeira ocorreu em duas datas presente em
2023, e contou com o acompanhamento e apoio da professora regente da disciplina.

Os estudantes do nono ano foram divididos em trés equipes, possuindo cores
e nomes especificos para a identificagdo dos respectivos integrantes. Cada
momento previsto na gincana possuia uma pontuagdo agregada, que auxiliaria na
definicdo do pdédio. A cada momento proposto na agdo, eram realizadas revisdes
dos conteudos envolvidos, gerando espacos para esclarecimentos de dividas sobre

a tematica trabalhada. A gincana apresentou questfes de mudltipla escolha,
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perguntas de verdadeiro e falso, questdes subjetivas, reflexdes do cotidiano
envolvendo finangas, charadas financeiras, calculos financeiros e estudos de casos.
O tempo definido para cada momento proposto no planejamento poderia ser
reajustado conforme necessario no dia de desenvolvimento, com o objetivo de
complementar os assuntos apresentados. Apds a finalizagdo da gincana nas duas
datas estipuladas e com os feedbacks dos estudantes participantes, foram
realizadas reunides no ambiente escolar para analisar a agdo desenvolvida, com a
intencdo de destacar os pontos positivos e potenciais melhorias para agdes futuras.
Para Teixeira (2015), a Educacdo Financeira envolve o entendimento da
importancia de gerenciar 0s recursos econdmicos com responsabilidade e
competéncia. Ao ensinar essa tematica, € essencial incorporar assuntos do
cotidiano, garantindo que eles estejam mais préximos dos individuos, pois 0os seus
conteudos influenciam as decisdes no dia a dia. Para desenvolver um ambiente
oportuno de dialogos sobre questdes financeiras, principalmente voltadas para o
publico em idade escolar, é importante apresentar uma base teérica, combinando
procedimentos educacionais, para desenvolver experiéncias e praticas envolventes.
Portanto, as gincanas sdo relevantes para a promog¢do do fortalecimento da
Educacgdo Financeira em sala de aula, mas é essencial que os tdpicos a serem
trabalhados sejam elaborados conforme o nivel de ensino. Com agdes simples, é
possivel auxiliar os estudantes a desenvolverem habilidades financeiras para as
diversas situagdes no cotidiano (Silva, 2015). Ao conciliar as tematicas de finangas
com jogos, é possivel desenvolver um ambiente interessante com a intencédo de
fortalecer os conhecimentos financeiros na Educagdo Basica pelo viés de
colaboracao, ludicidade e diversé@o, gerando resultados nos processos de ensino.

Referéncias Bibliograficas

SILVA, Alex Fabiano Metello. A importancia da Matematica Financeira no Ensino
Basico. 2015. 149 f. Dissertagdo (Mestrado em Matemética) - Programa de
Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional, Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 2015. Disponivel em: https://impa.briwp-
content/uploads/2016/12/Alex_Fabiano_Metello_Silva.pdf. Acesso em: 09 ago. 2024.

TEIXEIRA, James. Um estudo diagndstico sobre a percepcdo da relagdo entre
Educagédo Financeira e Mateméatica Financeira. 2015. 160 f. Tese (Doutorado em
Educagdo) - Programa de Estudos Pé6s-Graduados em Educacdo Matematica,
Pontificia Universidade Catodlica de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2015. Disponivel em:
https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/11025. Acesso em: 09 ago. 2024.

167



Educacao financeira e as mulheres: uma perspectiva
historica e escolar das relacdes financeiras e

disciplinares no Brasil

Weécia Luiza Bhering Konell'
wecia.koenll@escola.pr.gov.br '

Licéia Alves Pires Orientadora
liceia.pires@unespar.edu.br 2

Cleonis Viater Figueira Corientadora
cleonis@utfpr.edu.br’

"2Unespar - Paranagua
SUtfpr — Pato Branco

Palavras-chave: mulheres, educagéo financeira, finangas.
Resumo:

Por mais que a educagéo financeira seja considerada como essencial para a
autonomia e sustentabilidade dos individuos, no contexto escolar, € um campo
relativamente novo no curriculo, seja ele da Educagdo Basica ou do Ensino
Superior. Com a Estratégia Nacional de Educa¢do Financeira (ENEF) e com a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), segundo Forte (2020), entende-se que
a educacao adentra o ambiente escolar promovendo conhecimentos financeiros a
populagao em geral. Esse movimento se torna mais significativo se considerarmos
grupos historicamente marginalizados pela falta de acesso a esse tipo de
educacéo, dentre esses grupos pode-se destacar o das mulheres.

Ao longo dos anos e, possivelmente, séculos, as mulheres tém enfrentado
diversas formas de dependéncias e vulnerabilidade em relagdo aos homens,
especialmente no que diz respeito ao aspecto financeiro. Por muito tempo, a
responsabilidade pela administragdo financeira tem recaido predominantemente
sobre pais e maridos, deixando as mulheres a margem desse processo.

Foi apenas ha alguns anos que as mulheres conquistaram o direito a gestao
de seu proprio dinheiro. Em 1962, especificamente, foi estabelecido o direito da
mulher a trabalhar sem necessidade de consentimento do marido. Anteriormente,
conforme previsto na Lei 3.071/1916, a mulher s6 poderia trabalhar, aceitar
heranga ou viajar com a permissdo do marido, como expresso no Art. 247,
paragrafo Unico da mencionada lei: “Considerar-se-& sempre autorizada pelo
marido a mulher que ocupar cargo publico, ou, por mais de 6 (seis) meses, se
entregar a profissdo exercida fora do lar conjugal” (Brasil, 1916, p.31).

Outro marco interessante na histdria econémica da mulher ocorreu em 1974,
quando passaram a ter direito a um cartdo de crédito apds a aprovagéo da Lei de

'Bolsista de Iniciagdo Cientifica (PIBIC) com financiamento da Fundag&o Araucaria do Parana
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Igualdade e Oportunidade de Crédito. Antes disso, mulheres solteiras ou
divorciadas precisavam de um homem para assinar contratos ao solicitar cartées
de crédito ou empréstimos.

E notavel que, por muitos anos, as mulheres estiveram financeiramente
subordinadas aos seus maridos, um cenario que comegou a mudar com o tempo e
com a implementagéo de novas leis. Gradualmente, as mulheres passaram a se
tornar economicamente ativas sem a necessidade de autorizagdo dos maridos para
poder exercerem profissdbes remuneradas fora de casa. Por mais que as mulheres
brasileiras tenham conseguido o direito de exercer uma profissédo, ainda enfrentam
os problemas salariais e financeiros.

Segundo Sandler (2021), além do Brasil apresentar desigualdades salariais
entre homens e mulheres, o dinheiro é considerado como algo que ndo é assunto
para mulheres. Um estudo do Banco de Investimentos UBS, apresentou que 93%
das brasileiras que acreditam que homens entendem mais de dinheiro que elas.
Essas questdes relativas as mulheres e as suas questdes financeiras podem ser
observadas sob a odtica da educagdo financeira, ou até mesmo pela falta dela
quando se trata de uma educagao formal. Com base no contexto descrito é que se
propds esse projeto de pesquisa de iniciagdo cientifica que busca investigar as
percepgdes historicas com relagao as mulheres, as questdes financeiras e como a
educagao financeira, enquanto disciplina, pode quebrar as barreiras sociais,
econdmicas e culturais enfrentadas ao longo do tempo pelas mulheres.

Para cumprir com esse objetivo foram tragados caminhos a serem
percorridos, entre eles estdo: realizagdo de revisdo bibliografica abordando a
relagdo entre as mulheres e as questdes financeiras bem como sua educagao
financeira, explorando as barreiras histéricas enfrentadas pelas mulheres nessas
areas especialmente devido a esteredtipos de género e falta de acesso a
educagao; investigagado da importancia da disciplina de Educagao Financeira como
uma ferramenta para capacitar as mulheres a superar as barreiras nas areas de
matematica e finangas promovendo uma maior autonomia e empoderamento por
meio da educagdo financeira e, por fim, a realizagdo de uma pesquisa com
académicas da Universidade Aberta da Terceira Idade - Unati e também dos cursos
de Licenciatura em Matematica, Administragdo e Contabeis da Unespar de
Paranagua para entender as dificuldades em areas relacionadas a matematica e
finangas, a fim de compreender experiéncias e identificar necessidades de trabalho
com a disciplina de Educagao Financeira.

Com esse trabalho de pesquisa acredita-se que nos sera mostrado certos
fatos histéricos, como nos apresentam a sociedade, podem ter sido resultados de
interpretagcoes e também de representagao, relacionada as questdes de poder, e
também de uma construgcéo histérica e social onde um determinado grupo teve
uma dominacédo sobre o outro. Para Colling (2014, p.12) “Foram os homens os
autores das grandes construgbes conceituais. Este universalismo que negou a
diferenga entre os sexos, ou melhor, que estabeleceu uma divisdo simbdlica dos
sexos, mascarou o privilégio do modelo masculino sob a pretensa neutralidade
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sexual dos sujeitos”. E acredita-se que tal fato também deva ter ocorrido na area
que envolve as questdes financeiras.

O trabalho da pesquisa se apoiara metodologicamente na Historia Cultural,
com Chartier (1990) e Barros (2011), que em meados do século XX trouxe uma
nova forma de fazer histéria, especialmente a partir da quarta geragdo dos
Annales?. Por meio da andlise de alguns vestigios como documentos, outros
trabalhos desenvolvidos na area e também por questionarios/entrevistas sera
possivel entender a realidade por meio das apropriagdes sobre o dinheiro e as
mulheres, e entender como isso pode ser estudado sob a ética de uma disciplina
como a Educagéo Financeira.

Esse estudo se justifica na medida que se entende que a educacgéao financeira
é uma ferramenta essencial para capacitar as mulheres a entender e gerenciar
suas finangcas de forma eficaz. No entanto, as barreiras histéricas enfrentadas
pelas mulheres em areas como Matematica e finangas podem dificultar o acesso a
esse conhecimento. Investigar como a educagéo financeira pode ajudar a superar
essas barreiras e promover o empoderamento feminino, é crucial para desenvolver
intervencdes eficazes e inclusivas
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Resumo:

A Teoria Quantica de Campos é a aplicagéo conjunta da Mecanica Quantica e da
relatividade aos campos que fornece uma estrutura tedrica usada na fisica de
particulas e na fisica da matéria condensada. Em particular, a teoria quantica do
campo eletromagnético, conhecida como eletrodindmica quantica (tradicionalmente
abreviada como QED, do inglés “Quantum EletroDynamics”), é a teoria provada
experimentalmente com maior precisao na Fisica. Resumidamente, pode-se dizer que
a teoria quantica dos campos é uma teoria que, na denominagdo mais antiga, se
chama segunda quantizagao, isto €, realiza a quantizagéo dos campos, ao passo que
a Mecanica Quéntica apenas realiza a quantizacdo da matéria. A teoria quantica dos
campos considera tanto a matéria (hadrons e leptons) quanto os condutores de forca
(bosons mensageiros) como excitagcdes de um campo fundamental de energia minima
ndo-nula (vacuo). Nesse contexto apresentamos formulagdes atribuidas a Richard
Feynmam, baseada no método de Leibniz, para diferenciar sobre o sinal da integral,
generalizando assim o teorema fundamental do calculo. Nesse trabalho
apresentaremos a técnica estruturada, alguns resultados classicos em Analise (como
a convergéncia da Integral de Leibniz e a integral Gaussiana) através desse método
e descreveremos alguns resultados relacionados a Fisica Matematica e Mecéanica
Quantica, em especial Equacao de Schrédinger (uma equacéo de difusdo com uma
constante de difusdo imaginaria), sendo sua integral de caminho uma continuagédo
analitica do método para a soma de todos as possiveis caminhadas aleatérias. O
Objetivo é apresentar um método alternativo para resolver integrais improprias com
interpretacdes fisicas e geométricas (curvaturas de variedades mergulhadas no R?) e
entdo apresentar a um aluno de graduagéo, visto que ndo ha ainda em portugués
material que faga esse tratamento.

" Bolsista do Programa de Iniciagdo Cientifica.
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Resumo:

Diabetes Mellitus (DM) é definida como uma doenga metabdlica crdnica
caracterizada pelo controle inadequado dos niveis séricos de glicose, sendo,
geralmente, causada pela secregdo ou agdo inadequada da insulina (SAPRA;
BHANDARI, 2024). Estima-se que no ano de 2013, 382 milhdes de pessoas eram
portadoras de DM no mundo, e que esse valor sera de 592 milhdes no ano de 2035;
A doenca pode ser classificada de diversas formas conforme sua etiologia, sendo o
DM do tipo 1 ou tipo 2 suas formas mais comuns (>85% de toda a prevaléncia)
(FOROUHI; WAREHAM, 2014).

Pode-se dividir a regulagado da glicose sanguinea da seguinte maneira: ap6és uma
refeicdo, ha um aumento na concentragdo de glicose sérica, que por sua vez, induz
a secregado de insulina pelo pancreas na corrente sanguinea, responsavel pela
deposicdo do agucar no figado sob a forma de glicogénio; De forma oposta, a queda
nos niveis de glicose leva a secregéo de glucagon pancreatico que leva a deposi¢éao
do agucar na corrente sanguinea, criando, assim, um mecanismo de
balanceamento. (NAKRANI; WINELAND; ANJUM, 2024).

Diabetes do tipo 1 é caracterizado pela destruicdo autoimune das células-beta
pancreaticas produtoras de insulina, resultando em niveis séricos baixos ou mesmo
inexistentes de insulina. Ja o diabetes do tipo 2 envolve um processo lento de
diminuicdo da atividade efetiva da insulina, e diminuigdo da capacidade de
internalizagao da glicose nos tecidos do corpo. Assim, em ambos os casos, tem-se
como resultado um estado hiperglicémico, e, consequentemente a destruicédo de
6rgaos-alvo como coragédo, rins, olhos, vasos sanguineos, sistema nervoso e outros,
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motivados pela exposicdo prolongada a concentragbes elevadas de glicose.
(SAPRA; BHANDARI, 2024).

Grodsky (1972) realizou um estudo experimental com a perfuséo de glicose pelo
pancreas de ratos por meio de diversos padrdes de infusdo, dentre elas inclui-se
estimulacdes em escada, etapas unicas prolongadas, re-estimulagdes e funcdes de
rampa. Posteriormente, foi analisada a concentragéo de insulina liberada pelo 6rgao,
e, com os resultados obtidos, pdde-se realizar a hipétese do armazenamento da
insulina em pacotes. Dessa forma, um aumento na concentragdo de glicose sérica
leva a um pico de liberagdo de insulina, motivada pelo aumento na quantidade de
colisdes entre as particulas disponiveis; essa liberagéo inicial seria feita por um
primeiro compartimento labil mais sensivel a oscilagbes iniciais da glicose.
Posteriormente, caso as concentracdes de glicose na corrente sanguinea se
mantivessem elevadas, a liberagédo de insulina continuaria acontecendo, contudo, de
forma mais insidiosa. Isso seria motivada pela deplegao do compartimento labil e
sintese lenta de mais moléculas de insulina por um compartimento maior.

Com base nesse e outros modelos, Santos (2023) propds analisar como ocorre a
regulacdo na interacdo glicose-insulina, demonstrando a existéncia de um perfil
caotico na avaliagdo de dados experimentais. A autora demonstra que, na analise
dos efeitos de uma perturbagéo paramétrica no modelo glicose-insulina para andlise
da sensibilidade de pardmetro em sistemas dinamicos, a perturbagao é capaz de
alterar o comportamento dindmico ou mesmo suprimir o caos.

O presente estudo, portanto, teve como objetivo o estudo de modelos matematicos
desenvolvidos com o objetivo de analisar o comportamento das taxas de glicose no
sangue, levando em conta sua interagdo com a concentragdo de insulina.
Associou-se conhecimentos tedricos de calculo analitico propostos por Boyce e
Diprima (2010) com conhecimentos praticos de ciéncias médicas em projetos de
transi¢cdo de linguagem e modelagem farmacocinética. A tematica foi selecionada
com base na grande quantidade de possiveis projetos que poderiam ser

desenvolvidos nesta tematica associada a dificuldade de oportunidade de
associagao destas duas areas do conhecimento.

Como ferramenta auxiliar para andlise e para a compreensdo dos modelos, e dos
resultados apresentados o softwares de manipulacdo algébrica Maxima, foram
utilizados com uma abordagem similar a feita por Mancera (2002) e por Bianchini
(2018). Foi dada preferéncia ao uso do Maxima por ser um software livre, de acesso
gratuito na Internet, analogo ao Maple e compativel com a maioria dos sistemas
operacionais utilizados atualmente. A utilizagdo do software Maxima, de interesse
para este trabalho, é descrita por Vaz (2016) e por Ferreira (2022).
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Resumo:

Esse trabalho visa atrair olhares para um teorema sobre dindmica planar e como
ele pode ser utilizado na analise qualitativa de EDO’s. O teorema em questao (Poin-
caré-Bendixson) resume por completo todos os possiveis comportamentos assintéticos
de solugdes de EDO’s que definem um fluxo planar (dadas certas hipéteses), simplifi-
cando o escopo de estudo quando trabalhamos em RR2.

Primeiramente, precisaremos de alguns resultados auxiliares e definigbes, para
que possamos entender um pouco mais sobre o protagonista desse trabalho. O pri-
meiro grande resultado sera o Teorema do Fluxo Tubular.

Definigdo. Seja E um espago vetorial de dimengdo n.

1. Um campo vetorial de B C E é uma fungo f : B — E. Mapeia cada ponto de
B em um vetor de E;

2. Um ponto regular p de | (campo vetorial de E) é tal que f(p) # T. Um ponto
de equilibrio de f é um ponto ndo regular de f;

3. Uma segdo transversal de f em 1 € E é um segmento de reta aberto S centrado
em x, transversal ao vetor f(z) em x e para todoy € S, f(y) emy apontam para
o0 mesmo lado de S (e sdo ndo nulos). A existéncia de tal seg¢ao é garantida pelo
Teorema do Fluxo Tubular.

Teorema (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam f : B cbt E % Eum campo em que

r >0, E é espago euclidiano de dimensdon e p € B é um ponto regular de f. Fixemos
uma base {e, ... ,e,} para E e considere o campo constante f = e; definido no cubo
C={x=mze1+ - +ase, € E||xy] <1,i=1,...,n}. Entdo existe difeomorfismo
h:V, “c que conjuga localmente os fluxos de f e de f, onde V, é uma vizinhanga
aberta de B.

*Apoiado pelo PET-Matematica UFSC. Bolsa FNDE
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Esse Teorema basicamente nos diz que préximo de um ponto regular, todos os
vetores apontam para uma direcdo préxima deste, ndo ocorrem pontos em que sua
direcéo aponta para o lado contrario. Agora, apresentemos mais um importante resul-
tado para a demonstragao do Teorema de Poincaré-Bendixon (tal resultado utiliza o
Teorema anterior e o Teorema da Curva de Jordan para ser provado).

Lema (Lema da Sequéncia Monoétona). Seja x € S um ponto da segdo transversal
local S de f. Se a érbita x(t) = T(t)x (= T(¢t)h(s)) de f por z volta a bater em S
para tempos crescentes 0 < t; < --- < t, entdo a sequéncia de pontos x,, = T(t,)x
é mondtona em S no seguinte sentido: no segmento S, x,, sempre esta entre x,,_, e
Tni1- Além disso, existemt, < t,., tal que z,, = x,,1 < a drbita de f por z é periddica.

Definicdo. Seja X um espago métrico.

4. Uma familia {T'(t)|t > 0} (que denotaremos por T'(-)) de aplicacbes continuas
do espago métrico X nele mesmo é chamado de semigrupo em X, quando ele
possuir as seguintes propriedades:

* T(0) = Id, sendo Id a aplicacao identidade de X ;
s T(t+s)=TH)T(s), Vt,s >0;
* A aplicagdo [0, 0o[x X > (t,z) — T(t)x € X é uma aplicagdo continua;

5. O conjunto w-limite de B (subconjunto de X ) é tal que
W(B) = {limysyoo T(t)en | {ta}new C R, ta "% o0 € {2, }nen C B);

6. Uma solucao global de T(-) é uma fungdo ¢ : R — X tal que &(t + s) =
T(t)¢(s) Vs, t > 0. Uma solugdo se diz periddica, se existir - > 0 tal que
+7)=E[)VE=0;

7. A orbita de ¢ é aimagem de &, denotada por v(€). A drbita se diz periodica, se
¢ for periddica. Note que (&) = v(x) Va = £(t) para algum t > 0.

S T~

/1p=(0,0,0) €
17
/

7

e €

-~
—
q
S LA 2 TR

N

AN

Figura 1: llustragao do Teorema do Fluxo Tubular

Figura 2: Atrator do SIR caso v >
a+b+c

Agora iremos enunciar e dar uma ideia da demonstracdo do resultado principal
deste trabalho: o Teorema de Poincaré-Bendixson.
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Teorema (Poincaré-Bendixson). Seja T'(-) limitado dissipativo com finitos pontos de
equilibrio e x € E (f : E — R?)), entdo vale uma das teses abaixo:

(i) w(x) é um unico ponto de equilibrio;
(i) w(x) é uma drbita periddica;

(iii) w(z) contém uma quantidade finita de pontos de equilibrio e um conjunto de
Orbitas s tais que () e w(vs) sdo ambos pontos de equilibrio para cada ;.

Ideia da demonstragdo. Aqui, dizer que T'(-) € limitado dissipativo serve apenas
para garantirmos que o w(x) € ndo vazio, compacto, conexo e invariante. Para provar-
mos o Teorema, vamos separar em trés casos.

(i) w(x) ndo possui pontos regulares.

Nesse caso, como w(z) é ndo vazio, tem um ponto de equilibrio 14, mas como w(z) &
conexo, ele deve ser um conjunto unitario.

(i) w(z) possui pontos regulares e uma orbita periddica.

Aqui, com a ajuda do Lema da Sequéncia Monétona, conseguimos provar que se w(x)
possui uma Orbita periddica, estdo ele é a propria orbita.

(iii) w(z) possui pontos regulares mas nenhuma 6rbita periddica.

Esse é o caso mais trabalhoso, porém, em resumo utilizamos novamente o Teorema
da Sequéncia Monétona para garantir que, para cada ponto regular y que exista em
w(z), tanto w(y) quanto a(y) sdo pontos de equilibrio. Pela conexidade de w(x), temos
o resultado. O

Agora, mostremos um exemplo em que podemos aplicar esse Teorema. Considere
0 modelo biolégico S.I.R. (que descreve a dinamica entre as populagdes de suscetiveis
(S), infectados (l) e recuperados (R) com relagdo a uma determinada doenca) dado
pelo seguinte sistema de trés EDO’s: S(t) = gN — BSH)I(t)/N(t) — uS(t) +cl(t),
I(t) = BS(O)I(t)/N(t) = vI(t) = (p— c)I(t) € R(t) = vI(t) — pR(2).

Utilizando da Teoria de Atratores, conseguimos mostrar que todas as solugoes glo-
bais desse sistema entram em um plano onde a populagdo é constante. O que nos
leva a estudar a dinamica em tal plano. Assim, utilizando o Teorema de Poincaré-
Bendixson e o Critério de Dulac (que, em vias gerais, oferece-nos um critério para
determinarmos quando 6rbitas periédicas ndo estdo presentes em um campo planar),
concluimos que as solugdes sao todas atraidas para os dois pontos de equilibrio con-
tidos no plano e a solugdo global que conecta eles (ver Figura 2). Com isso podemos
afirmar que a doenga nunca vai acabar, visto que o ponto de equilibrio livre de infecgao
(E,) é instavel e o ponto de equilibrio com infectados (E,) faz parte do Atrator (unido
de todas as solugdes globais limitadas) do sistema.
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Resumo:

Um dos principais problemas na area de Sistemas Dinamicos Nao-Lineares e
Equacgoes Diferencias é o estudo da robusteza destes sistemas, quando sujeitos a
pequenas perturbacdes. Mais especificamente, no que diz respeito aos sistemas gra-
dientes, a pergunta que surge é: ao fazermos uma pequena perturbagdo num sistema
gradiente, o sistema perturbado permanece sendo gradiente?

Esta era uma pergunta em aberto até recentemente. Em [4] os autores atacaram
este problema da seguinte maneira:

1. definiram a classe dos sistemas dinamicamente gradientes (chamados anterior-
mente de sistemas gradient-like), extraindo dos sistemas gradientes apenas as
suas propriedades dinamicas;

2. mostraram que a classe dos sistemas dinamicamente gradientes era robusta
quando sujeita a perturbagodes.

Diretamente da definigdo de sistemas dinamicamente gradientes apresentada em
[4] segue que sistemas gradientes eram também dinamicamente gradientes. Assim,
o resultado obtido até esse momento era: pequenas perturbacdes de sistemas gradi-
entes davam origem a sistemas dinamicamente gradientes. Mas, ainda restava res-
ponder o seguinte: a classe dos sistemas dinamicamente gradientes era estritamente
maior do que a classe dos sistemas gradientes, ou elas coincidiam?

A resposta para tal pergunta aparece em [3] (resultados estes que estdao contidos
em [1]): as classes sdo iguais, isto &, todo sistema dinamicamente gradiente é um
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sistema gradiente. A demonstragao desse fato estd baseada na construgao de uma
fungao de Lyapunov para um sistema dinamicamente gradiente, que s6 é possivel
utilizando os conceitos de pares atratores-repulsores e decomposicio de Morse. E
justamente nessa construgdo que o trabalho esta firmado, isto é, o objetivo principal
€: provar que as classes dos sistemas gradientes e dinamicamente gradientes coinci-
dem. Para isso seguimos o trabalho [1], complementando o estudo com os trabalhos
[2] e [B].

Para isso, seguimos a seguinte sequéncia: Comegamos ao introduzir o conceito
de semigrupos e algumas de suas propriedades, que serdo a base para toda a teoria
desenvolvida, além de também apresentar atratores globais e conjuntos w-limites, jun-
tamente de suas propriedades, as quais serdo usadas consistentemente para alcangar
nosso objetivo. Em seguida, temos a introducao da definigdo de semigrupos gradien-
tes e um estudo sobre suas propriedades dinamicas, concluindo com um resultado
sobre a existéncia de atratores globais para tais semigrupos.

Logo apds, introduziremos a classe dos sistemas dinamicamente gradientes e fa-
remos um estudo acerca dos pares de atratores locais e seus repulsores associados,
que nos permitira fazer uma analise mais fina nos atratores globais e obter uma fungao
de Lyapunov associada a tais pares. Finalmente, introduziremos a decomposicao de
Morse para assim sermos capazes de contruir a fungao de Lyapunov para um semi-
grupo dinamicamente gradiente e demonstrar a equivaléncia desejada.
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Resumo:

As equacgobes de diferengas sdo objetos matematicos que permitem descrever o
comportamento de fenémenos diversos através de modelos discretos, geralmente
atrelados a evolugao dos estados de um sistema ao longo do tempo. Sua relevancia
se estende as mais diversas areas, como a biologia e ecologia, com a modelagem
do crescimento populacional em certas espécies; a economia, com proje¢des sobre
0 comportamento de ativos financeiros; a engenharia e ciéncia da computagdo, com
o processamento de sinais e controle digital; e a Analise Numérica, com os métodos
para problemas de valor inicial, de ponto fixo e integragdo numérica.

O seguinte trabalho visa averiguar algumas propriedades da equagao logistica dis-
creta, equagao de diferengas utilizada inicialmente na modelagem do crescimento de
populagdes, e descrita por

z(n+1) = px(n)(1 — x(n)), (1)

considerando y € [1,4] constante.

Apesar de sua aparente simplificidade, esse modelo revela uma dinamica curio-
samente complexa, principalmente ao investigarmos a atratividade de seus 2"-ciclos,
n € N. Tomando 1, como o maior valor de x para o qual o 2"-ciclo é atrator, constréi-se
a sequéncia {u, }nen, que € caracterizada pela validade do limite abaixo:

lim Hn = Hn-1 0, (2)

n—+00 /ln+1 — /ln

em que § = 4,6692016... € conhecida como constante de Feigenbaum, e é univer-
sal para uma certo conjunto de mapas quadraticos. Devido a sua dificil construcéo,
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pouco se sabe sobre esse nimero: sua transcendéncia e mesmo irracionalidade, por
exemplo, ainda sdo apenas conjecturas. Além disso, também temos:

lim Hn = 3,57... = Hooy (3)

n—>+00

de modo que, para i > 1., 0 comportamento dos ciclos atratores da equagao logistica
fica completamente cadtico, tornando dificil prever para onde cada estado inicial ira
convergir.

Isso é visivel no diagrama de bifurcagao abaixo, que associa a cada valor de i 0s
pontos (ou ciclos) para os quais a sequéncia gerada pela iteragao de (1) converge:

Diagrama de Bifurcagcao

1.00
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x(n+1)
o
3

0.25

0.00

2.7 3.0 33 36 3.9
Parametro p

Elaborado com a linguagem Julia
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Resumo:

Pegue um pedago de corda, dé um nd nela. Agora cole as duas pontas da corda
juntas para formar um lago com né. O resultado é uma corda que nido tem pontas
soltas e que esta realmente atada. A menos que usemos uma tesoura, ndo ha como
desatar a corda. Um né é um lago atado de corda, exceto que pensamos nessa corda
como se nao tivesse espessura, e suas segoes transversais sao consideradas como
um Unico ponto. Ou seja, € uma curva simples fechada no espaco.

Uma curva « é dita equivalente a B se existe uma isotopia ¢ : R* — R? tal que
¢(a) = B. Como essa relagao é de equivaléncia [2], dizemos que curvas da mesma
classe de equivaléncia sao 0 mesmo n6.

Chamamos essas imagens da figura (1) de projegdes do né. Isto é, uma projecéo
da curva do n6 em um plano, mas mantendo a informacéo das interse¢des geradas.
Estes pontos sao chamados de cruzamentos, dizemos que eles passam por cima
ou por baixo. Eles guardam a informagdo de qual parte da curva original estd mais
proéximo do plano de projegao.

(-

Figura 1: Projegoes do mesmo no, representado por diferentes curvas.

Nesse contexto, chamamos toda e qualquer isotopia ¢ : R* — R? de isotopia
ambiente. Note que nem toda isotopia ambiente tem efeito na projegao de um né, por
exemplo, uma translagdo ao longo do eixo normal ao plano de proje¢cdo. Chamamos
de isotopia plana as isotopias no plano de projegao de um né. Diferente da isotopia
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ambiente, ndo é possivel gerar novos cruzamento na projegcdo por meio de isotopia

plana. [2]

Dentre todas as possiveis isotopias ambiente, va-
mos nos restringir a quatro tipos. Os trés movimento de
Reidemeister e a isotopia plana. O primeiro movimento
de Reidemeister nos permite adicionar um remover uma
torgao ao né. Podemos adicionar ou remover dois cru-
zamentos por meio do segundo movimento. E, por fim,
com o terceiro movimento de Reidemeister somos ca-
pazes de deslizar uma parte do né de um lado de um
cruzamento para o outro. Com esses trés movimen-
tos, mais a deformagao dada por uma isotopia plana,
se duas projecdes sdo de nds equivalentes, entdo con-
seguimos encontrar uma sequéncia de operagdes que
leva uma projegao a outra [1].

Em uma projegcdo, chamamos de segmento um
pedaco da curva que vai de um cruzamento por baixo
a outro, passando apenas por cruzamentos por cima.
Dizemos que uma projegao de um no é tricoloravel se
cada um dos segmentos da projecao puder ser colorido
com uma de trés cores diferentes, de modo que em cada
cruzamento: ou trés cores diferentes se encontram ou
todas as mesmas cores se encontram. Para que uma
projecdo seja tricoloravel, também exigimos que pelo
menos duas cores sejam usadas.

Suponha que um né seja tricoloravel e peguemos
uma parte desso né. E facilmente verificavel que, se
aplicar o movimento de Reidemeister | nessa parte, a tri-
colorabilidade é mantida. Ja o segundo e terceiro movi-
mentos, se dividirmos-os em varios casos, também po-
demos verificar que a tricolorabilidade é preservada [1].
Isso mostra que essa propriedade é invariante sob os
movimentos de Reidemeister e, logo, se uma projegao
a satisfaz entdo todas as projegdes do mesmo né satis-
fazem. Concluimos que a tricolorabilidade é uma carac-
teristica, além das projegoes, do né.

Dito isso, considere o né trivial da figura (5) e o né
trevo da figura (6). O que nos garante que eles nao
sdo 0 mesmo no, diferindo apenas por movimentos de
Reidemeister? A tricolorabilidade. Note que, o né tri-
vial nao é tricoloravel e o n6 trevo é. Portanto, & im-
possivel encontrar uma sequéncia de movimentos que
leva a projecao do no trivial a do né trevo e, assim, re-
presentam nos distintos.

> o

Figura 2: Movimento de

Reidemeister I.

D

-

Figura 3: Movimento de
Reidemeister II.

Figura 4: Movimento de
Reidemeister IlI.

Figura 5: Uma projegao
do né trivial de um seg-

CH

Figura 6: O né trevo é tri-
coloravel.

Agora sabemos que existem ao menos dois nés: aqueles tricoloraveis e os ndo
tricoloraveis. O no figure-eight nao é tricoloravel, a partir disso, ndo podemos afirmar
que ele é equivalente ao né trivial, entretanto certamente ¢ diferente do né trevo.
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Resumo:

No contexto da topologia algébrica, a homologia é o estudo que visa associar a
determinados espacos topoldgicos certos objetos algébricos, denominados grupos de
homologia, que servem como invariantes topol6égicos. Em outras palavras, estes gru-
pos sao tais que, se dois espacos forem topologicamente equivalentes (homeomor-
fos), entdo seus respectivos grupos de homologia serao algebricamente equivalentes
(isomorfos).

O estudo da homologia é bastante geral dentro da topologia algébrica, sendo o
conceito algébrico de homologia aplicavel em diversos contextos. Os principais temas
abordados aqui serdo homologia formal, onde é estudada a teoria basica de homo-
logia geral, homologia simplicial e homologia singular, onde sao estudadas situagoes
especificas em que podemos aplicar a homologia formal, a primeira sendo aplicavel
ao estudo de espacos homeomorfos a poliedros e a segunda sendo utilizada para um
estudo mais abrangente de espagos.

Seja A um anel unitario comutativo e sejam, para cada p inteiro nao negativo, C,
um A-médulo e d, : C, — C,_; um homomorfismo de médulos tal que 9, o d,11 = 0.
Dizemos que a sequéncia C = (C,, d,) € um complexo de cadeias, e escrevemos

Op+1 Ip a
C:oow 5 Cpp1 —C, — Cpoqy — -+ — 1 — Cy — 0.

Definimos o p-ésimo grupo de homologia do complexo C como sendo o médulo quo-
Ker(d,)
Im(0p+l).
Homologia simplicial

Um primeiro exemplo de uma possivel aplicagdo do conceito algébrico formal de
homologia é a homologia simplicial. Com ela, definimos complexos de cadeias asso-
ciados a poliedros e estudamos seus respectivos grupos de homologia.

ciente H, =
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Sejam ag, ay,- - ,a, € R". Diremos que estes pontos sdo independentes quando
os vetores a; — ag, as — ag, - - - , a, — ao forem linearmente independentes.

Um simplexo r-dimensional é um conjunto s de elementos da forma Y]_, a;a;,
comcadaa; >0e Yl  o; =1,ecomag,ai,---,a, € R"sendo pontos independentes
fixos, e escrevemos s = (ag, a1, - ,a,). Uma face de um simplexo s = (ag, a1, - ,a,)
€ um simplexo ({aj,, ai,,- - ,a;), com {ig, i1, ,i;} € {0,1,--- ,r}.

Um poliedro é um conjunto K C R" dado pela unido de uma colegéo finita de
simplexos de R" tais que:

1. Se s = (ap,a1,--- ,a.) € um simplexo de K, entdo qualquer face de s também é
um simplexo de K;

2. Se s et sdo simplexos de K, entdo sNt = ) ou sNt é uma face de um simplexo
de K.

O primeiro passo da definicdo do complexo simplicial associado a um determinado
poliedro K é orientar seus simplexos. Se s = (ag, ay, - - - ,a,) € um simplexo de K, pas-
saremos a escrever s = [ag, a1, - - ,a,] para denotar o mesmo simplexo, mas dotado
da orientagao determinada pela ordem ap < a; < -+ < a,.

Consideraremos que duas orientacdes de simplexos sdo equivalentes quando for
possivel obter uma por meio de uma permutagdo par na ordem dos vértices da outra.
Duas orientagdes serdo consideradas opostas quando nao forem equivalentes. As-
sim, havera duas formas de orientar um simplexo s = (ag, a1, -+, a,): [ag, a1, ,a,]
e [a1,ao,--- ,a,], @s quais sdo opostas. Se s = [ag, a1, ,a,], Usaremos o simbolo
—s para fazer referéncia a s dotado da orientacdo oposta a s, ou seja, escreveremos
—s = [a1, a9, ,a).

Sendo A um anel unitario comutativo, seja, para cada r > 0 inteiro, C,(K, A) o A-
modulo livre gerado pelos simplexos orientados de dimenséo r de K, com a restricdo
de que, para todo s simplexo de K, temos s + (—s) = 0. Exceto quando h& a necessi-
dade de sermos mais explicitos, denotamos C..(K, A) por C,.(K).

Cada operador bordo 9, : C,.(K) — C,_1(K) sera dado por

r

Olag,ar, -+ ,a,) =Y (=1)[ag, a1, ,ds,- -+ ],
=0
onde [ag, a1, -+ ,d;, - ,a,] representa o simplexo orientado (r — 1)-dimensional que
tem como vértices cada ponto a;, para j # i. Além disso, se p = > a;8; € C.(K, A),
entao colocamos d,p = 3" «;0,S;.

Com os operadores bordo assim definidos vale que, para cada r > 1 inteiro, a
composi¢do C,(K) 2, C._1(K) == C,_o(K) é nula. Com isso, obtemos que a
sequéncia

Or1 O

CE)-+ — Cra(K) 258 OUK) 2 Oy (K) — -+ — C1(E) D Co(K) — 0

€ um complexo de cadeias, chamado de complexo simplicial de K, e seus grupos de
homologia sdo chamados de grupos de homologia simplicial de K.

Alguns dos principais resultados de homologia simplicial seguem de outros resul-
tados de homologia singular, que é uma generalizagao da homologia simplicial.
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Homologia singular

Sejam A, = {(to, - ,t);t; > 0,50 _ot; = 1} e A um anel unitario comutativo.
Definimos um r-simplexo singular em um determinado espago topolégico X como
uma aplicagéo continua o : A, — X.

Para cada r inteiro ndo negativo, seja S,(X, A) o A-mddulo livre gerado pelos r-
simplexos de X, denotado apenas por S,.(X) em contextos gerais. Parai =0,--- ,r,
definimos a i-ésima face de um r-simplexo o de X como o (r — 1)-simplexo d;o :
A,_1 — X, dado por

0i(7<t0,"' ,tr,1) :U(fo,"' 7ti,1,07ti,"' ,trf]).

Cada operador bordo 9 : S,.(X) — S,_1(X) € definido por do = YI_,(—=1)*0;0. A

Bt

composi¢ao S,(X) 2, Sr—1(X) — S,—2(X) também é nula para » > 1 inteiro, e
entdo a sequéncia

Opt1 Oy

S(X) 1 = Spu(X) T 5 (X) D = S1(X) D Sy(X) — 0

€ um complexo de cadeias. Esse € o complexo singular do espago X, e seus grupos
de homologia sao os grupos de homologia singular de X.
Por fim, temos os seguintes resultados:

Teorema 1. Se X e Y sdo dois espagos topolégicos homeomorfos, entdo H,.(S(X)) =
H,(S(Y)) para todo r inteiro ndo negativo.

Teorema 2. Se K é um poliedro e A é um anel unitario comutativo, entao H,(C(K, A))
~ H,(S(K, A)) para todo r inteiro ndo negativo, isto é, os grupos de homologia singular
de K sdo isomorfos aos grupos de homologia simplicial de K em cada dimensao.

Com esses teoremas, conclui-se a fundamentacéo teérica das teorias de homolo-
gia singular e simplicial. O primeiro teorema implica que grupos de homologia singular
sao invariantes topoldgicos. O segundo teorema estabelece uma equivaléncia entre
as homologias singular e simplicial, € como consequéncia segue que grupos de ho-
mologia simplicial também sao invariantes topolédgicos. Mais ainda, se X é um espago
topolégico triangulavel, ou seja, se X é homeomorfo a um poliedro K, entdo podemos
generalizar e definir os grupos de homologia simplicial de X como sendo os grupos
de homologia simplicial de K. Esta definicdo independe da triangulagdo de X pois,
mesmo que X seja triangulado por um outro poliedro K5, segue que K; e K, sao
homeomorfos e entdo H,(C(K1)) = H,(C(K2)).
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Resumo:

O objetivo deste estudo é entender um exemplo onde a teoria de redugao de formas
quadraticas binarias se relaciona com encontrar pontos no dominio fundamental da
agao do grupo modular PSL(2,7Z) no plano hiperbdlico.

Inicialmente apresentaremos as definigdes de dominio fundamental e de agao de
grupos. Dado um grupo (G, %), uma a¢ao desse grupo em um espago X é uma fungéo
f:Gx X — X que leva cada par (g,z) a um ponto g - = de modo que ¢ - (92 - =) =
(91 % g2) -z ee-z=uzparatodo g;,92 € Gex € X, em que e € o elemento neutro do
grupo.

Um dominio fundamental para a agdo de um grupo G em um espago X € um
subconjunto F C X tal que:

1. X=Ug &

geG

2. int(F) é denso em F e F tem medida nula;
3. int(F)Ng(intF) = @ para todo g € G que seja diferente de e.

Depois, sera feita uma breve introdugao sobre formas quadraticas e como é possivel
enxerga-las como matrizes. Apresentaremos os conceitos de matriz reduzida de Min-
kowski e propriamente reduzida. Em seguida, entenderemos o que significa reduzir
formas quadraticas, em termos de exibir um dominio fundamental para a agéo do
grupo das matrizes unimodulares, isto é, matrizes inteiras com determinante +1, no
conjunto das formas quadraticas positivas definidas.

Por fim, mostraremos como podemos relacionar o exemplo da agao do grupo mo-
dular em geometria hiperbdlica com a busca por formas binarias reduzidas.
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Resumo:

A ideia que incitou a realizagao desse trabalho foi de visualizar a “tetragdo” em
contexto de espagos topoldgicos. A tetragao e as hiperoperagoes foram estudadas no
ano passado, em uma outra Iniciagao Cientifica.

No entanto, a ideia foi deixada um pouco de lado quando descobrimos uma inte-
ressante relagao entre os grupos de Lie e as hiperoperagdes exponenciais: elas foram
definidas na IC do ano passado, e sdo uma familia de operagdes obtidas através de
uma recursdo natural que preservam propriedades algébricas.

Sendo assim, nessa apresentagao, pretendemos falar sobre os Grupos de Lie e a
exponencial de Lie, e de alguns resultados que os relacionam com as hiperoperagdes
exponenciais. A seguir, apresentamos definiges e resultados prévios necessarios:

Sejam K, LL corpos ordenados, e ¢: K — L um isomorfismo ordenado. Denotamos:

K=, L.

Sejam n € N* e 2 € R%.. Entao, a tetracao de « por n é dada por:

Em que ha n cdpias de =z, incluindo a base.
Para n € {—1,0}, por conta da recursao, definimos:

0

r=1 e x=0.

*Bolsista do PET Matematica UFSC.
TOrientador e professor do Departamento de Matematica da UFSC.

193



As definigbes e resultados a seguir séo todas contribuigcées da IC realizada no ano
passado:

Sejamb € R; \ {1} en € NU{-1}. A n-ésima hiperoperagao exponencial de base
b é definida por:

rypy=x+y Vr,yeR,sen=-1;
z 7y = expy(log,(z) -7 log,(y)) Vr,y € K, sen € N.

O conjunto de todos os valores em que ' esta bem definida é denotado por K}

K x K] == {(=,y) € R? | 2 - y esta bem definido}.

Proposicao. Sejam b € (1,) e n € N*. Entdo:

K" = ("2b, 00).

Teorema. Sejamn € Ne b € (1,00). Entdo, a quadrupla a seguir € um corpo orde-
nado:

([(l:lﬂ ‘gilv ';:l‘r S)

O chamamos de n-ésimo corpo exponencial de base b.

Corolario. Sob as hipéteses do Teorema anterior, temos os seguintes isomorfismos
de ordem:

(Kl?v '2717 g S) Zexp, (K’Izwlv '27 ';;L+17 S)

(R-, +~, y S) Eexp;' (Kl:lv '?71-, '37 S)

Em que expj é a n-ésima composigao de exp, com si mesma exp;), € exp,(z) = b*
para cada z € R.

A partir de agora, as defini¢cées e resultados sao frutos da IC atual. Os resultados
a seguir sdo parte da literatura, salve dito o contrario.

Seja M uma variedade suave. O colchete de Lie de campos vetoriais suaves
X,Y € X(M) sdo o campo vetorial [X,Y] € X(M) tal que:

(X, Y](f) = X(Y () = Y(X(f)) Vfel™(M).
A partir de agora utilizaremos ¢ para representar o elemento neutro de um grupo
arbitrario.
Seja G uma variedade suave e um grupo. Dizemos que G é um grupo de Lie

quando sua operagao e a aplicagao de inversdao sdao ambas fungdes suaves entre
variedades diferenciaveis.
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Seja G um grupo de Lie. A algebra de Lie de G é g := T.G, munida do colchete [,]
tais que, para cada v, v? € T.G, o
[v!,v%] == [v!,v?]. em que v} == d(L,).(v') Vg€ G,ie{1,2}, e [v!, 0% é 0 colchete de
Lie usual aplicado em e. :

Note que v' € X(G). De fato, dado g € G, v} := d(L,).(v') é uma derivagdo em
Ly(e) = ge = g, isto &, v} € T,G, paracada i € {1,2}.

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo a 1-pardmetro de G € um homomorfismo
de grupos ¢: (R, +) — G.

Dado G um grupo de Lie e X ¢ g, denotamos Ax como o Unico' subgrupo a 1-
parametro de G tal que Xy (0) = X

Seja G um grupo de Lie. A exponencial de Lie de G é definida como a seguinte
aplicagao:

Exp: g — G

Agora sim, com as ferramentas estudadas nessa IC, foi possivel visualizar a sequéncia
de corpos isomorfos via fungdo exponencial como uma sequéncias de grupos de Lie
isomorfos a Lie (isto é, isomorfos como grupos e difeomorfos). Todos os resultados a
seguir sdo contribuigdes do nosso trabalho.

Sejam b € (1,00) e n € N. O n-ésimo grupo exponencial de base b é o grupo
representado pelo par ordenado (K}, -7 1).

Observagdo. A Definigido acima faz sentido pois, como as triplas (K7,-7',7) sdo
todas corpos, cada K;', com sua respectiva primeira operagéo, € um grupo.

Proposicdo. Sejamn € Ne b € (1,00). Entdo, o n-ésimo grupo exponencial de base
b & um grupo de Lie de dimenséao 1.

Teorema. Sejam b € (1,00) e n € N. Entdo, exp,: (K, -77") — (K™ ) é um
isomorfismo de grupos de Lie.

Sejan € NU {—1}. Denotamos (K", ") := (K"*!,.") como o
n-ésimo grupo exponencial natural.

Teorema. Sejam n € N*\ {1} e Exp,,: g, — K" a exponencial de Lie do grupo expo-
nencial natural K™ (K™ é um grupo de Lie de dimensé&o 1 por uma Proposi¢ao anterior).
Entao, g, = R e:

X

.
IT “e
k=0

Exp, (X) = exp™*!

Para cada X € R.

Ta existéncia e unicidade sdo provadas na referéncia [2], nos teoremas 1.23 e 1.28, utilizando a
conexidade de R.
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Resumo:

Neste trabalho temos como objetivo tratar de otimizagao livre de derivadas para
problemas de otimizagao escalar. Especificamente, iremos considerar uma restricao
geométrica denominada restrigcao de cardinalidade (Programas Matematicos com
Restricoes de Cardinalidade (MPCaC)). Tais problemas sao dificeis de resolver, mas
fornecem solugdes esparsas. Portanto, usaremos este resultado para trabalharmos
com o problema de Compressao de imagens.

Consideramos problemas de otimizacéo definidos por:

IIllIllIlllZdI‘ f(z)

su.]elto a  gi(x)
(

onde g: R —» R e h: R" — R™ sdo fungoes continuamente diferenciaveis (linear ou
nao linear) e a restricdo de cardinalidade ||z||o < « implica na solugio esparsa. Além
disso, n6és assumimos que as derivadas das fungdes envolvidas (f, g € h) ndo podem
ser calculadas ou explicitamente aproximadas.

Primeiramente, para lidar com a dificil restricao de cardinalidade, utilizamos uma
reformulagdo continua relaxada [1]:

*Bolsista do PICME: Programa de Iniciagao Cientifica e Mestrado do Conselho Nacional de Desen-
volvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq). Lattes: http://lattes.cnpq.br/0078034523496683
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minimizar f(x)

sujeitoa € Qely>n—a,
vy =0, V 1<i<mn,
0<y<1l V 1<i<n,

ondee € R" éovetordeunse Q = {z € R" | g(z) <0, h(z) = 0} [4, 5]. Além disso,
para garantir que a solugao respeite a condicdo de Hadamard = o y = 0, aplicamos
uma penalizagdo a fungao objetivo, resultando na seguinte reformulagao:

minimizar f(@) +71h(z,y)

sujeitoa € Qey>n—a,
0<y; <1, V 1<i<n,

onde 7 > 0 € o parametro de penalizacado e h(xz,y) € uma fungdo continuamente dife-
renciavel. Levando em conta que nao podemos calcular as derivadas de tais proble-
mas, iremos resolver tal esquema de penalizagdo usando o algoritmo proposto em [3].
Nele foi utilizado o Generalized Pattern Search (GPS), um dos métodos de otimizagao
livre de derivadas baseado na busca direta direcional.

Os métodos livres de derivadas baseados na busca direta direcional sao utilizados
quando as derivadas da fungao objetivo nao estao disponiveis, nao sao confiaveis, ou
sdo custosas em questdo de tempo e/ou meméria. Eles sao algoritmos que buscam
um ponto de derivada nulo, ou seja, o ponto de minimo ou maximo local mais préximo,
usando apenas os valores da fungao objetivo para explorar o dominio e procurar esse
ponto, sem calcular a derivada de fato.

Estamos interessados em aplicar este problema geral em Compressed Sensing
(CS), técnica baseada em otimizagdo convexa, que utiliza a redundancia e a espar-
sidade dos sinais amostrados para poder reconstrui-los. A CS é uma técnica que
permite a conversao de sinais em um conjunto discreto de nimeros, proporcionando
que eles sejam processados, analisados, armazenados e transmitidos por sistemas
computacionais. Entao temos

r=Us

onde: z € o vetor com as medidas ou amostras iniciais, U & matriz de transformagéao
em base com representagdo esparsa (como a de Fourier, veja Figura 1), ® é a matriz
de amostragem e s é o vetor de coeficientes (esparso). O novo sistema que representa
0 processo de amostragem é

y = dux.

O novo problema pode ser traduzido como a obtengao da solugao s € R™ com a
representacao mais esparsa possivel para o sistema linear

y=ozr=y=>Us.

Na CS, o sinal é obtido por meio de amostras, que sdo computadas em outra
base na qual a representacdo deste sinal é esparsa, ou seja, em que a maioria de
seus coeficientes sdo nulos. Isso nos permite armazenar menos informagdes, pois
s6 é preciso guardar os coeficientes nao nulos, por isso consideramos a restricao de
cardinalidade.
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As aplicagées de CS cobrem a compressdo de dados, criptografia de imagens,
reconstrugao e sensoriamento remoto de radares, melhoria da qualidade de sinais de
audio e determinadas aplicacdes médicas. Neste trabalho, é tratada a compresséo e
reconstrugao de imagens (Figura 1). Foi realizada uma busca por um banco de da-
dos de imagens e a compressdo das imagens é realizada por meio de algoritmos de
otimizagao nas linguagens de programacéo C e Matlab. Esses resultados serdo apre-
sentados no evento. Além do artigo de Krulikovski et al. [3] usamos também o livro de
Conn et al. [2].

Imagem Completa

Figura 1: Exemplo de Compressao de Imagens. F denota a transformada de Fourier.
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Resumo:

Compressed sensing (CS) é uma técnica inovadora para aquisigao de dados e
processamento de sinais que permite a reconstrugao de sinais esparsos a partir de um
nimero de amostras muito menor do que o exigido pelo teorema de Nyquist-Shannon
[1]. A base dessa técnica reside em dois principios fundamentais: esparsidade e
incoeréncia.

» Esparsidade: Refere-se a propriedade de um sinal que pode ser representado
por um numero reduzido de coeficientes ndo nulos em algum dominio (por exem-
plo, frequéncia ou wavelet).

« Incoeréncia: Garante que as medigbes capturadas no dominio original conte-
nham informagdes suficientes para a reconstrugao do sinal esparso no dominio
transformado.

As aplicagdes do CS sao amplas, indo desde compressao de imagens em disposi-
tivos médicos, como ressonancia magnética, até a otimizagao de aquisicdo de dados
em sensores e redes de comunicagao.

Explicacdo do Processo de Compressao:

O processo de compressao ilustrado na Figura 1 segue os principios do CS. Na
primeira etapa, temos a equacédo y = ®z, onde y € um vetor de medigbes obtido
a partir de x (a imagem original) por meio da matriz ®, que corresponde a matriz de
amostragem (ou medigdes comprimidas). O vetor x representa a imagem original, que
€ esparsa no dominio transformado. Na segunda etapa, busca-se a reconstrugao da

*Aluno Pesquisador no Grupo Ciéncia de Dados, Aprendizagem de Maquina e Otimizagao (Ci-
DAMO).
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Figura 1: Compressao de Imagens.

imagem original a partir das medigoes y. Para isso, utiliza-se a transformagéo ¥, que
€ uma matriz de base (por exemplo, uma base wavelet ou Fourier), onde a imagem
z pode ser esparsa. O vetor s é 0 vetor esparso que contém poucos coeficientes
nao nulos apos a transformagao pela matriz ¥, representando a imagem original no
dominio transformado. Assim, o processo pode ser descrito pelas equacgdes:

y=0x e x=VUs,

onde: = é o vetor que representa a imagem original, y € o vetor de medi¢cdes com-
primidas, ® é a matriz de amostragem, ¥ é a matriz de base esparsa (por exemplo,
Fourier), s € o vetor esparso com poucos coeficientes ndo nulos. O objetivo é encon-
trar uma solugéo esparsa s que, quando transformada de volta por ¥, nos dé uma boa
aproximagao da imagem original z.

Portanto, neste trabalho temos como objetivo tratar de Programas Matematicos
com Restrigdes de Cardinalidade (MPCaC) [3, 4] aplicados a CS. Tais problemas sao
dificeis de resolver, mas fornecem solugdes esparsas. Portanto, usaremos o algoritmo
proposto em [2] para resolver o seguinte problema de otimizagao:

minimizar f(z) = §[|Az — b||* + Areg |||
z€R"
sujeitoa  g(x) <0,
h(z) =0,
Hzx =z,
[ <z<u,
Iello < o,

onde A € R™*" e o conjunto viavel (exceto a Ultima restricao) é nao vazio, convexo,
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fechado e facil de projetar (caixa, esferas, semi-espagos).

Além disso, n6s usaremos uma abordagem para melhorar solugdes obtidas pelo
chamado método LASSO, que usa a norma L1. O método L1 é uma técnica classica
utilizada no CS para resolver problemas de reconstrugao de sinais esparsos. O método
de restricdo de cardinalidade oferece uma abordagem alternativa a minimizagao da
norma L1 [2]. Em vez de minimizar a norma L1, o método de restricdo de cardinali-
dade limita explicitamente o niUmero de coeficientes nao nulos na solugao. Especifica-
mente, o problema é formulado como a minimizagdo de uma fungdo objetivo, sujeita
a uma restricao que impde um limite superior a cardinalidade (ou seja, o nimero de
elementos ndo nulos) do vetor de solugdo. Isso significa que a solugéo final terd, no
maximo, a coeficientes ndo nulos, promovendo uma solugao altamente esparsa. Essa
abordagem é util em cenérios onde a esparsidade é conhecida a priori ou onde ha
uma necessidade de limitar explicitamente o nimero de coeficientes nao nulos.

A escolha do método de restrigao de cardinalidade como alternativa a minimizagao
da norma L1 oferece maior controle sobre a esparsidade, o que pode ser vantajoso em
cenarios especificos. No entanto, implementar essa abordagem para compressao de
imagens utilizando compressed sensing ainda apresenta desafios. Nosso projeto visa
justamente aplicar o método de restricdo de cardinalidade para comprimir imagens,
explorando a esparsidade inerente delas.
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Resumo:

As Redes Neurais Artificiais (RNAs) tém se destacado como uma ferramenta pode-
rosa no aprendizado de maquina. Entre os modelos mais populares estd o Multilayer
Perceptron (MLP), que consiste em multiplas camadas de neurdnios organizadas em
uma camada de entrada, uma ou mais camadas ocultas e uma camada de saida.
Elas sdo amplamente utilizadas para resolver problemas nao linearmente separaveis,
utilizando fungdes de ativagdo como a sigmoide ou a tangente hiperbdlica.

O principal método utilizado para o treinamento das MLPs é o algoritmo de Back-
propagation, que ajusta os pesos das conexdes entre os neurdnios para minimizar o
erro entre a saida prevista pela rede e o valor desejado. O processo envolve duas
etapas principais: na propagagao direta, os dados de entrada sao processados pela
rede, resultando em uma saida. Na fase de retropropagagéo, o erro é calculado e
propagado para tras, permitindo o ajuste dos pesos e dos biases, que proporcionam
maior flexibilidade na saida da rede.

A fungdo de erro mais comumente utilizada é o erro quadratico médio (RMSE),
definido por

E=, fZ(t,-,—a,-,)Q, (1)

onde t¢; € o valor esperado e a; é a saida da rede [2]. Para ajustar os pesos e bia-
ses, utilizamos o método de descida do gradiente. O gradiente da funcédo de erro em
relagéo a um peso W na camada m é dado por

*Graduanda em Ciéncia da Computagao, desenvolvendo o projeto como parte do Trabalho de Con-
clusédo de Curso (TCC) no IFC Campus Blumenau.
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8E m,m—1
awy = ®
tal que o7 é a sensibilidade, também chamada de delta, do neur6nio j na camada m,
eay” é a ativagdo do neurdnio k na camada anterior [1]. A atualizagdo dos pesos é
entéo realizada por

m . OF
Wik +1) = Wi(k) — naW;;;’ (3)
e, fazendo a substituicao de (2) em (3), obtemos:
Wik +1) = Wi (k) = nd}'ap (4)

em que n é a taxa de aprendizado, fixada em 0,01 neste trabalho. Esse valor foi
escolhido apos testes, pois ndo é baixo a ponto de desacelerar a convergéncia, mas
também néo é alto demais, o que ajuda a evitar o sobreajuste.

Para os biases 7", o gradiente € dado por

oE
ab]r_n - 67

e a atualizagao deles é realizada por

0B
T’ab;."'

Substituindo a equacgao (5) na equagao (6), concluimos que

b (k+ 1) = b7 (k)

W (k + 1) = 0 (k) — o (7)

A sensibilidade 47" & calculada com base na fungéo de ativagao utilizada. Para uma
fungdo de ativagéo f e a saida desejada ¢;, o delta para a camada de saida m é

0 = (t; — a") f'(=]"),
na qual a}" € a saida do neurbnio j na camada m e f'(2]") é a derivada da fungéo de
ativacao. Para camadas ocultas, a sensibilidade é calculada como

(5]7-" — (Z 6QL+1VV;Z+1) f,(Z;")7 (8)
k

onde 57"t e W]?,’;“ sdo, respectivamente, as sensibilidades e os pesos da camada
seguinte [1].

Seguindo os conceitos apresentados, a implementagao de uma rede MLP e do
algoritmo de Backpropagation foi realizada em Python para simular a superficie de
uma esfera. O objetivo era prever as coordenadas tridimensionais de pontos em uma
esfera a partir de parametros de entrada que, no caso, foram angulos esféricos. A
rede foi treinada para aprender a relagdo entre as entradas (angulos) e as saidas
(coordenadas cartesianas), utilizando um conjunto de treinamento criado através de
(3]

x = rsin(f) cos(¢), 9)
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y = rsin(0) sin(¢), (10)
z = rcos(f), (11)

tal que 6 e ¢ sdo angulos em coordenadas esféricas, e r € o raio da esfera. Durante o
treinamento, o erro foi propagado para tras e os pesos e biases foram ajustados com
base no gradiente do erro, buscando minimizar a fun¢éo de custo.

Os resultados experimentais demonstram a evolugao do aprendizado da rede. Na
primeira tentativa, os pontos plotados formam um pequeno aglomerado fora da regido
esperada da esfera, obtidos da rede sem treinamento. Em seguida, apos o inicio
do mesmo, os pontos comegam a se distribuir de maneira mais coerente, mas ainda
formam um plano disperso.

A medida que o treinamento avanga, observa-se uma redugéo gradual do erro, o
que resulta em uma melhora significativa na predigdo. Uma curva parcial emerge,
indicando que a rede esta comegando a capturar a relagao correta entre os angulos
esféricos e as coordenadas cartesianas. Aumentando o nimero de iteragdes, chama-
das de épocas, a rede prevé uma saida que, a olho humano, se assemelha satisfatori-
amente a superficie de uma esfera, atingindo a menor taxa de erro observada. Assim,
os testes foram encerrados, pois o valor do RMSE se aproximou de zero, ficando
abaixo de 0,05.

@ Pontos Coordenados @ Pontos Gerados pela Rede

Figura 1: Predigao da rede sem treinamento e resultados das predigdes com variagoes
nos valores de cada parametro, ordenadas de forma decrescente, da esquerda para a
direita, de acordo com o RMSE obtido.

Com os resultados obtidos, este estudo demonstra a eficacia das redes MLP, trei-
nadas com o algoritmo de Backpropagation, para a simulagdo de fendmenos com-
plexos como a superficie esférica, evidenciando sua capacidade de modelar relagoes
nao lineares.
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Resumo: Introduzidas em [1], as Redes Neurais Informadas pela Fisica (PINNs)
provaram ser uma ferramenta poderosa e inovadora para encontrar solugées apro-
ximadas para Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs). Essas redes distinguem-se da
formulacéo geral de outros modelos de redes neurais por incorporarem em seu treina-
mento EDPs (possivelmente nao lineares) que modelam fenémenos fisicos.

Embora poderosas, essas redes ainda enfrentam obstaculos, pois, para certas
EDPs, as PINNs nao apresentam resultados numéricos satisfatérios [2]. No presente
estudo, analisamos o emprego da formulagao original das PINNs utilizando a biblioteca
DeepXDE [3] com trés EDPs: Korteweg-de-Vries modificada (mKdV), Sine-Gordon e
a equagao de Schamel. Os resultados numéricos sao bastante satisfatorios para a
solugdo da mKdV; por outro lado, ha desafios significativos para a solugdo da equagéo
de Schamel e da Sine-Gordon usando PINNSs.

Para estudar o erro da aproximag@o da rede em cada uma das EDPs citadas,
adotamos a perda na norma L? feita pela biblioteca numpy [4] com a férmula

np.linalg.norm(y_true - y_pred) / np.linalg.norm(y_true),

onde y_true é um vetor contendo em cada elemento a solugéo exata para um valor
de z no dominio e y_pred é um vetor com a solugao prevista pela rede. Tal calculo foi
empregado a cada valor de a e de t na grade mostrada na Figura 1, na resolugao da
Sine-Gordon:

*Voluntario do Programa de Voluntariado Académico.
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Figura 1: Erro na norma L? ao longo do tempo (t) e velocidade (a) da Sine-Gordon.

Equacao de Korteweg-de-Vries modificada (mKdV): A mKdV é uma equagao dife-
rencial parcial ndo linear obtida a partir de uma alteragado na equacédo de Korteweg-
de-Vries. Sua expressao é dada por:

U+ uPUy + Ugge = 0. (1)

Para o treinamento da rede nos pontos de borda e condigao inicial, usamos a
solugao exata:
u(z,t) = asech (k(z — ct)). 2)
Comparada as outras duas EDPs analisadas no presente estudo, a mKdV foi a que
gerou os resultados mais satisfatérios quando implementada na formulagéo original de
PINNSs.

Equacao de Sine-Gordon: A equagao de Sine-Gordon é uma equagao diferencial
parcial néo linear usada principalmente para descrever a dindmica de sistemas de
ondas com acoplamento néo linear e comportamento soliténico, ela é expressa por:

Ut — Ugy + sin(u) = 0. (3)

A rede tera como objetivo aproximar a solugao u(z,t). Utilizaremos em seu treina-
mento a seguinte solugao para definir suas condigdes inicial e de borda:

u(x,t) = 4arctan (exp (q%)) . (4)
—a

Apo6s o treinamento, embora a PINN tenha demonstrado uma queda significativa
em seu erro durante o treinamento, a aproximagdo da rede se provou insatisfatéria
para todas as arquiteturas e parametros testados, ja que a solugao aproximada nao
coincidia com a solugao de referéncia.
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Equacao de Schamel: A equacéo de Schamel é uma equagao diferencial parcial nao-
linear que modela o desenvolvimento de uma estrutura de onda localizada e coerente
que se propaga em um meio dispersivo nao linear. A equagao pode ser expressa
como:

Uy + dy/utly + Upyy = 0. (5)

A solugao exata da equagao de Schamel que usaremos para definir as condigoes
inicial e de borda sera:

u(w,t) = asech? (k(z — ct)). (6)

Nenhuma arquitetura de PINNs testada foi capaz de aproximar bem a solugao da
equacgao de Schamel.

Por fim, diante das presentes dificuldades apresentadas pela aproximagao das
EDPs acima, os proximos passos deste trabalho envolvem aprimorar a formulagéo
das Redes Neurais Informadas pela Fisica incorporando algoritmos de otimizagao ja
bem estabelecidos. Recentemente, resultados promissores nessa area foram apre-
sentados em [5] ao integrar algoritmos evoluciondrios multiobjetivos as PINNs (as
EMOPINNSs). Entretanto, ainda é incerto se a aproximagao da solugado das trés EDPs
estudadas nesta pesquisa sera tao satisfatéria quanto aquelas vistas em [5]. Assim,
serdo empregados na resolugdo das equagdes mKdV, Sine-Gordon e equagao de
Schamel os trés seguintes algoritmos evoluciondrios multiobjetivos: NSGA-II, NSGA-
Il e MOEA/D.
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Resumo

O reconhecimento facial € uma area de crescente interesse devido as suas inimeras
aplicagdes em seguranga, vigilancia e autenticagdo. No entanto, o desenvolvimento de
sistemas robustos e precisos enfrenta desafios, especialmente na detecgao e extragao
de caracteristicas faciais. Este trabalho resume uma abordagem inovadora que utiliza
splines e redes neurais para melhorar o reconhecimento facial. A metodologia proposta
foca na detecgao precisa de pontos-chave no rosto, a partir dos quais splines cubicas
sao geradas e usadas como entrada para o treinamento de uma rede neural utilizada
para reconhecimento de faces.

Metodologia

A metodologia proposta combina técnicas de processamento de imagens e apren-
dizado de maquina, destacando-se por sua capacidade de capturar e representar
caracteristicas faciais.

A detecgao de caracteristicas faciais é realizada utilizando o classificador Haar
Cascades [1, 2], que é amplamente utilizado em reconhecimento facial. Classificadores
calibrados e validados para deteccao de olhos, nariz e boca foram aplicados apés a
detecgao inicial do rosto na imagem.

Para a extragao dos contornos faciais, foi aplicado o algoritmo de Canny [3, 4] nas
imagens. Esse método assegura a identificagdo dos contornos mais relevantes, sendo
especialmente eficaz na definicao das caracteristicas faciais.

Apods a detecgao dos contornos, um processo de redugao de pontos é aplicado para
selecionar apenas os pontos mais representativos, simplificando a criagdo das splines
e removendo pontos espurios. Essa etapa € crucial para reduzir a complexidade do
modelo, permitindo que a spline mantenha a forma geral dos contornos faciais sem
comprometer a precisdo. A partir de um grafo, criado com os pixels que formam
os contornos das caracteristicas faciais, sdo selecionadas as linhas continuas mais

*Voluntéria do Programa de Voluntariado Académico.
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representativas (as componentes conexas do grafo com mais nés) e, a partir delas, os
pixels mais relevantes, que sao usados para gerar as splines que representam cada
caracteristica facial.

Para criar uma spline que passe por uma sequéncia de pontos, utilizam-se cur-
vas de Hermite, encaixando uma curva a outra nos pontos finais de cada curva. A
técnica utilizada, baseada em splines Catmull-Rom [5, 6], garante suavidade e continui-
dade na transigao entre as curvas geradas localmente, facilitando a modelagem das
caracteristicas faciais.

A abordagem proposta utiliza splines para modelar as caracteristicas faciais ex-
traidas, como olhos, nariz e boca, gerando representagdes que servem de entrada
para a rede neural. A combinagao da detecgao de bordas e sua descrigao por splines
permite a criacdo de representacdes precisas e eficientes das caracteristicas faciais.

Aplicacao e Resultados

Primeiramente, é realizada a detecgao do rosto e a imagem é recortada para facilitar
a identificacdo das caracteristicas faciais, conforme ilustrado na Figura 1.

Uma vez identificadas as caracteristicas na imagem, como, por exemplo, o nariz
(ver Fig. 2a), extraimos seus contornos, conforme mostrado na Figura 2b. Em seguida,
€ necessario reduzir os pontos que representam a caracteristica facial, o que é feito
utilizando grafos. Com isso, é possivel eliminar componentes conexas com menos nés,
obtendo o resultado mostrado na Figura 2c.

(a) Detecgao do rosto. (b) Detecgao das caracteristicas faciais.

Figura 1: Deteccoes feitas pelo modelo Haar Cascades.
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(c) Remocao de alguns pi-
xels através de grafos.

(a) Nariz identificado.

Figura 2: Selecao dos pontos por onde passara a spline.

Conclusao

A metodologia proposta explora a combinacdo de splines e redes neurais no reco-
nhecimento facial. A aplicagao de splines para modelar caracteristicas faciais extraidas
por meio de técnicas avangadas de detecgdo, como o algoritmo de Canny, resulta
em uma abordagem robusta. Os resultados sugerem que essa metodologia pode
superar os desafios tradicionais do reconhecimento facial, como variagdes de pose e
iluminacao, oferecendo uma solugao promissora para aplicacdes praticas.

O trabalho estd em fase de desenvolvimento, com foco atual na eliminacédo de
pontos espurios restantes. Isso sera realizado por meio do uso de arvores geradoras
minimas, uma abordagem que facilitard a identificagdo dos principais pontos relevantes.
Uma vez estabelecidos esses pontos, eles serdo ordenados de forma que a spline
passe por eles de maneira orientada. Posteriormente, serd implementada a modelagem
de uma rede neural para aprimorar ainda mais os resultados do reconhecimento facial.
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Resumo:

O presente trabalho de pesquisa teve como objetivo a constru¢do de uma carteira de
investimentos formada por ativos negociados na BOVESPA para o ano de 2024, utilizando
como principal ferramenta a Pesquisa Operacional, e dentro dessa ciéncia matematica,
utilizar teorias do universo da Economia, como por exemplo a Teoria de Markowitz. Den-
tro da Pesquisa Operacional, existem diferentes tipos de modelagem matematica para a
construgao do problema, como a Otimizagao Linear e a Nao-Linear. A modelagem ma-
tematica se deu através da utilizagdo de equagdes lineares, construindo um problema de
Otimizagao Linear para a otimizacdo de um portfélio de investimentos, no qual a solu-
¢ao desse problema é fornecido por meio do Método Simplex, com o auxilio do software
MATLAB. Os ativos inseridos na pesquisa referem-se a uma analise do desempenho dos
mesmos referente ao ano de 2023, na qual foram analisados os dez melhores ativos du-
rante esse periodo, e selecionados os cinco ativos que tiveram as melhores correlagdes.
O trabalho também foi acrescido com conceitos de Matematica Financeira, de alguns
Parémetros Estatisticos, e também da caracterizacdo da Otimizagéo Nao-Linear, por ter
muitas condigdes similiares a da Linear, como as Condigdes de Karush-Kuhn-Tucker.

A Pesquisa Operacional (PO) se determina como uma ciéncia matematica que pos-
sui como principal objetivo a aplicagao de diversos métodos cientificos para a resolugao
de inmeros problemas detentores de uma alta complexidade. A PO desempenha de
maneira fundamental o papel de ferramenta para o auxilio na tomada de decisdes, e de
otimizagao da operacao de recursos finitos [1].

A Otimizacao Linear se estabelece como um modelo matematico empregado para
descrever um determinado problema, na qual a palavra "linear" evidencia que todas as
fungbes matematicas existentes dentro desse modelo sao fungdes lineares, enquanto a
palavra "programagao” se compreende como sinénimo de "planejamento” [1].

A solugao de um Problema de Programagéao Linear (PPL) se da pelo processo de
otimizagdo, isto é, encontrar uma solugdo 6tima para o problema, respeitando todas as
restricoes do mesmo. O problema de otimizagdo se estabelece pelo descobrimento dos
minimizadores (ou maximizadores) de uma funcao existente em uma certa regiao [3].

O Método Simplex é um algoritmo utilizado para a busca de solugdes de problemas
de otimizacao linear, na qual o mesmo possibilita que computacionalmente consiga resol-
ver problemas com um alto nimero de variaveis e restricdes, e encontrar a solugao 6tima
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do PPL de maneira eficiente. Ele se determina como um algoritmo de busca, que inicia
sua procura em um vértice existente na regido factivel, e desloca-se pelos outros vértices
do espagco factivel, até obter o vértice 6timo, que contém a solugdo 6tima do problema [3].

Ao criar uma carteira de investimentos, o interesse do investidor geralmente esta em
obter o maior lucro com o menor risco de perda de capital. Para tanto, ha a necessidade
de utilizar algum modelo matematico para atingir o objetivo esperado ou se aproximar o
méaximo possivel deste. A Teoria Moderna de Portfélio de Markowitz veio para auxiliar
nesta perspectiva e nas tomadas de decisées do mercado financeiro. Na realidade, o
modelo média - variancia de Markowitz foi o precursor na area de otimizagéo de portfélio,
onde o retorno esperado e a volatilidade do mesmo sdo de extrema importancia na defini-
¢ao da melhor carteira de investimento. O problema é formulado de modo a se minimizar
o risco do portfélio ou maximizar o nivel de retorno do mesmo [2].

Modelando um problema para um investidor de perfil moderado, o0 mesmo deve sem-
pre buscar a minimizagao dos riscos da carteira, sendo que os critérios de minimizagdo
do risco da carteira variam de investidor para investidor, assim como as restricbes a se-
rem inseridas no problema.

Para a escolha dos ativos que compdem o portfélio de investimentos, foi necessério
realizar uma analise dos ativos que tiveram bons desempenhos no ano de 2023, como
também fazer uma avaliagdo sobre o cenario econdmico previsto para 2024. Com isso
foram escolhidos dez ativos oriundos de diferentes setores da Economia, na qual depois
foram selecionados os cinco ativos que apresentaram as melhores correlagdes para com-
por a carteira. Esses cinco ativos sdo: GOGL34 (ALPHABET), SBSP3 (SABESP), JBSS3
(JBS), PETR4 (PETROBRAS) e DISB34 (WALT DISNEY), sendo que o rendimento per-
centual médio que esses ativos tiveram no ano de 2023, estdo na Tabela 1.

Tabela 1 - Rendimento percentual médio dos cinco melhores ativos no ano de 2023

Ano GOGL34 | SBSP3 JBSS3 PETR4 DISB34
2023 | 3,2967% | 2,9017% | 1,8008% | 5,2992% |-0,0242%

Fonte: INVESTING. Dados Histéricos

Levando em conta, que os ativos escolhidos GOGL34, SBSP3, JBSS3, PETR4 e
DISB34 possuem um retorno individual médio anual de w,, us, us, us € us, respectiva-
mente, fornecido pelos valores que estao presentes da Tabela 1, com isso, o retorno total
da carteira (R,) é concedido por:

Rp = T1U1 + TaUg + T3U3 + T4Ug + T5Us

no qual:

x1 : peso do ativo GOGL34 (ALPHABET);
Z4 : peso do ativo SBSP3 (SABESP);

x3 : peso do ativo JBSS3 (JBS);

1z, : peso do ativo PETR4 (PETROBRAS);
x5 : peso do ativo DISB34 (WALT DISNEY).
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Com todas as restrigoes, que foram definidas por meio da analise de variancia e co-
variancia entre os ativos, forma-se um problema de Programagao Linear a ser resolvido
pelo Método Simplex:

Mazimizar f(z) = 0,032967z; + 0,02901722 + 0,018008z3 + 0, 0529924 — 0,00024225

Sujeitoa 1+ a9+ x5+ s +as=1

Tq
T
T2
€3
Ty
5
T5 =

T5 + X S 0, 3

1 +232>0,4

e z1 < 0,25.

Utilizando o software MATLAB, e a linha de comando Linprog, para resolver o pro-
blema pelo Método Simplex, a otimizagao fornece o retorno total da carteira para o ano
de 2024, que ¢é fornecido pela maximizagao da fungao objetivo:

f(x) = 0,037678950 ou f(x) = 3, 767895%

Como também os valores dos pesos que cada ativo ira ter na composigao da carteira
otimizada:

VIV IVIVIVIA
LLeLLee

SO0 OO DO
~ Ut Ut Ot Ut Ut Ut

N
o

21 = 25%; 9 = 10%; x5 = 15%; x4 = 45%; 5 = 5%.

Nao é possivel construir um modelo de carteira 6tima, pois cada uma delas é formada
para um tipo de perfil de investidor especifico. Desta forma, observa-se que a forma-
¢ao de um portfélio, bem como sua modelagem, é algo extremamente pessoal. Por fim,
investir em uma carteira agdes pode ser benéfico para os individuos que tém a o discer-
nimento de dar os passos corretos. Todo o estudo matematico presente nesta pesquisa
serve para que este fim seja alcangado. A Matematica nao garante na pratica a rentabili-
dade dada em seus resultados, porém direciona o investidor para o horizonte que almeja,
minimizando possiveis resultados indesejaveis.

A Otimizacao Nao-Linear também pode ser utilizada para a construgédo de um Pro-
blema N&o-Linear (PNL), mas a modelagem se determina pela existéncia de equagdes
nao-lineares, na qual a procura pelo ponto 6timo envolve uma complexidade maior, sendo
que para a obtencdo do mesmo, podem ser utilizados diferentes métodos, como por
exemplo, o Método de Newton [3].
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Resumo:

Neste trabalho, focamos na transformagao de um problema genérico de regressao
linear em um problema quadratico equivalente e sem restrigdes, com o objetivo prin-
cipal de investigar métodos para melhorar a eficiéncia computacional dessa transfor-
magao.

Dado um conjunto de N amostras de treinamento {(w;, &)}, C R*xR, o problema
de regressao linear pode ser formulado como:

(1 & _
win {3 2006~ "+ el

a
oeR i=1

onde r € R" representa os coeficientes do modelo de regresséo e n é um parametro
de regularizagao. Este pode ser reescrito como o seguinte problema quadratico [1]:

. T T -1 2
min {c r+z Qr+n H33||2}

onde:
N
* Q=% ww éuma matriz semidefinida positiva;
i=1
N
*Cc= ’TZZELw, € R".

.
I

*Voluntaria do Programa de Iniciacao Cientifica e Mestrado - PICME
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Para melhorar a eficiéncia computacional, investigamos a aproximagao da matriz
Q através do truncamento da sua decomposic¢ao espectral.

Sendo @ uma matriz simétrica, existe uma matriz ortogonal P e uma matriz dia-
gonal D tal que Q = PDPT, onde as entradas de D sdo os autovalores de Q e as
colunas de P sao os autovetores correspondentes. Assim, () pode ser expressa como
[2]:

n
Q= Z/\ﬂw?,
i=1

em que \; sao os autovalores e v; sdo os autovetores de Q.
No contexto do estudo, truncamos a matriz @ utilizando seus & principais autovalo-
res, denotando a aproximagao por i, da forma:

k
QL= Z )\l-’uz’uiT7
i=1
com )\; sendo os k maiores autovalores de (), ordenados em ordem decrescente, e v;
os autovetores correspondentes.
A maneira utilizada para verificar a proximidade entre a matriz truncada @, e a
matriz original @ foi selecionar o menor valor de £ tal que:

Q- @il _, .
QL

onde tol é uma tolerancia predefinida.

Utilizando quatro conjuntos publicos de dados de diferentes dimensdes, disponiveis
no UCI Machine Learning Repository [3], buscamos determinar a quantidade ideal de
autovalores a serem considerados em cada caso, de modo que a aproximagao seja
eficaz e a integridade das informagbes da matriz original seja mantida. Compara-
mos os resultados obtidos a partir da matriz original com aqueles derivados da matriz
aproximada, para avaliar o impacto do truncamento espectral na solugéo do problema
quadratico.

A implementagao foi feita na linguagem de programagao Octave. Em cada conjunto
de dados, realizamos 100 replicagbes aleatdrias, utilizando 70% dos dados originais
para selecionar o valor de k£ em cada caso. Apos a definicdo de &, minimizamos o
problema quadratico através do gradiente, dado pela equagao

2<Q+%I)x+c:0,

onde I é a matriz identidade com mesma dimensdo de (). Calculamos entdo a
distancia entre o vetor z; obtido através do truncamento da matriz, que considera
os k autovalores mais significativos, e o vetor x obtido a partir da matriz original, por
meio do erro relativo.

Concluimos que a escolha do valor de k é sensivel a natureza do problema, uma
vez que a quantidade ideal de autovalores necessaria para uma boa aproximagao
varia de acordo com a estrutura dos dados. Em particular, para os conjuntos de dados
analisados, que apresentam muitas colunas linearmente dependentes, observamos
que a aproximacdo se estabiliza de maneira eficiente com um numero reduzido de
autovalores. Além disso, o desempenho das solugées também é influenciado pelo
parametro 7, que controla o nivel de regularizagdo aplicado.
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Resumo:

As equacdes diferenciais parciais (EDPs) desempenham um papel fundamental na
modelagem de diversos fendmenos fisicos, como a propagacao de ondas, a condugao
de calor e em areas de estudo como mecénica quantica e dinamica de fluidos [1]. Tra-
dicionalmente, a solugdo dessas equagoes é obtida por métodos numéricos, como
diferencgas finitas e elementos finitos, que oferecem solugdes discretas e podem ser
computacionalmente custosos conforme as dimensodes do problema aumentam. Neste
trabalho, apresentamos uma abordagem moderna para a aproximagao de solugdes:
as redes neurais fisicamente guiadas (Physics-Informed Neural Networks, PINNSs).
As PINNs permitem encontrar uma solugéo aproximada continua para o problema
ao treinar uma rede neural para minimizar o residuo da EDP juntamente com a sua
funcdo perda, tirando proveito de todo ferramental disponivel para Deep Learning,
como Diferenciagéo Automatica (AD) [2].

Especificamente, o objetivo deste trabalho é investigar a técnica de PINNs, apre-
sentada em [2], na aproximagao da solucao da equagao de Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) na forma:

U+ Uy + UUy — Upgy = 0, (z,t) € (—10,20) x (0,4)
uw(x,0) = up(x), =« € (—10,20),

u(=10,1) = gi(t),

u(20,t) = ga(t)

(1)
t € (0,4),

onde uy(x) é a condicao inicial e g;, g sdo condi¢oes de contorno que nos dizem
como u se comporta nas bordas do dominio de x.

*Voluntario do Programa de Iniciagao Cientifica no programa PIBIC/2024

219



A equacao de BBM foi deduzida por Benjamin, Bona e Mahony como uma alterna-
tiva mais estavel numericamente do que o modelo de KdV, o qual é aplicado na mo-
delagem da dindmica de ondas aquaticas assim como em diversas outras situagoes
préaticas [3].

A equagao (1) possui solugao viajante

u(w,t) = Asech?(k(z — ct)), (2)
A A
onde dado A, k = mec:1+§.

Fisicamente, uma solugao viajante de uma EDP pode ser entendida como uma
onda que se propaga com velocidade constante sem mudar de forma. Neste contexto,
a solugao (2) pode ser entendida como uma onda de amplitude A que se propaga com
velocidade c.

Uma vez que conhecemos uma solugdo exata para a equagao (1), vamos uti-
liza-la como referéncia para investigar a acuracia do procedimeno numérico proposto
(PINNs). Isto posto, considere as fungdes g; e g» como a propria solugao exata, apli-
cada nos extremos de x, respectivamente. Assim, a EDP que queremos resolver via
PINNs se resume em:

Up + Uy + U Uy — Uggy = 0, (z,t) € (—10,20) x (0,4)
u(x,0) = Asech?(kx), x € (—10,20), 3)
u(—10,t) = Asech?(k(—10 — ct))
u(20,1) = Asech®(k(20 — ct)) t € (0,4).

A técnica de PINNs consiste em treinar a rede com uma fungéo perda que incor-
pora os seguintes problemas de otimizacao dos residuos da EDP:

1.
min [D(x,t)] s.a. (z,t) € (—10,20) x (0,4),

onde
D=+ Uy + Uy — Upy

minlu(z,0) —uo(z)] s.a. € (—10,20).

min [u(—10,t) — g1 (¢)] + |u(20,t) — go(t)| s.a. te(0,4).
Podemos utilizar o Erro Quadratico Médio associado a cada residuo:

EMQ = EMQp + EMQq + EMQ,

com
1 M )
EMQp = NfZV(%E)‘ ,
D=1
e (z,t;), 1 =1,---, Np, Np representa pontos de colocacao escolhidos aleatoria-

mente em (—10, 20) x (0, 4)
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1 ;
EMQ, = mz;‘g lu(zs,0) — uo(z:)]*

* x;,i=1,---, Ny representa N, pontos de colocagao no intervalo (—10, 20)

1Y )
i=1

s (z,t;),i=1,--- | N,, pontos de colocacéo no intervalo em (—10,20) x (0,4)

Este procedimento numérico foi implementado em Python por meio da biblioteca
DeepXDE [4]. A figura 1 ilustra a solugdo aproximada pela rede no tempo ¢ = 2. O erro
relativo é da ordem de 1073, o que mostra que o método é eficaz. Os proximos passos
serdo testar a eficiéncia das PINNs na equagao de BBM com diferentes condigoes de
contorno, assim como investigar se a PINN é capaz de capturar algumas propriedades
fisicas das ondas viajantes como por exemplo, colisdes de ondas.

Aproximacao vs Solugao exata

—— Modelo
—-— Solugdo exata

t=2

-10 -5 0 5 10 15 20
X

Figura 1: Aproximacdo para a equagao de BBM usando PINNs em ¢ = 2. Pontos de
colocagao: Ny = 15000, N, = 100, Ny, = 100. Arquitetura da rede: 50 neurénios em
cada camada, 3 camadas. Fungao ativagao: tanh, NiUmero de iteragdes: 15.000.
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Resumo:

O presente trabalho aborda a comparacéo entre o uso do perceptual hashing e
das Redes Neurais Convolucionais para a busca reversa de imagens. O campo da
busca reversa de imagens (RIS — Reverse Image Search) consiste em uma forma
de pesquisa com base em imagens onde a busca é feita utilizando caracteristicas
especificas da figura de entrada, de forma a encontrar resultados similares ou idénticos
[1]. E importante que a busca seja precisa em seus resultados, trazendo um alto nivel
de proximidade a imagem pesquisada. A acuracia do algoritmo utilizado pode ser
afetada por modificagcdes nas imagens, como rotacao, corte e espelhamento.

O perceptual hashing é um tipo de hash que comprime as caracteristicas das
midias de forma a manter a proximidade nos seus cédigos por similaridades [2], tendo
0 objetivo de facilitar a busca de imagens parecidas ou modificadas visualmente.
Nesse contexto, considerando Hp como a fungdo hash, X a figura alvo, X’ sendo
semelhante a X, Y como uma figura visualmente distinta de X, « e /3 sendo valores
de hash, e 0, 1 como sequéncias binarias de comprimento L [5], o perceptual hashing
possui quatro propriedades desejaveis [5]:

* Robustez perceptual:
1
Probabilidade(Hp(X) = a) ~ 2—L7V()z €0,1. (1)
+ Independéncia de par entre valores de duas figuras perceptualmente diferentes:

Probabilidade(Hp(X) = a|Hp(Y) = ) = Probabilidade(Hp(X) = «).  (2)

*Graduanda em Ciéncia da Computagao, desenvolvendo o projeto de pesquisa iniciado na disciplina
de Trabalho de Conclusédo de Curso (TCC).
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« Invariancia para imagens visualmente semelhantes:
Probabilidade(Hp(X) = Hp(X')) = 1. (3)
« Disting@o para imagens visualmente diferentes:

Probabilidade(Hp(X) = Hp(Y)) =~ 0. (4)

Na propriedade 2 denota-se A|B como a operagao de probabilidade condicional,
dada por %w As propriedades 3 e 4 pertencentes ao perceptual hashing
sdo necessdrias para que a busca reversa funcione de modo assertivo, pois é dese-
jado que figuras semelhantes tenham representagdes (hashes) proximas, enquanto
imagens diferentes produzam representacdes distintas.

O perceptual hashing abordado nesse trabalho é o DCT (Discrete Fourier Trans-
formation — Transformada Discreta de Fourier), sendo aplicado nessa area por conta
de sua propriedade de estabilidade a modificacdes que seus coeficientes de baixa
frequéncia proporcionam [3]. A variagdo mais comum do DCT ¢ o tipo Il, tendo matriz
definida considerando N como seu tamanho, n como indice da linha e m como indice

da coluna [7]:
c[n,m] = g - cos <W> . (5)

A Rede Neural Convolucional (CNN — Convolutional Neural Network) € um campo
da area de Inteligéncia Artificial responsavel por processar dados com uma topolo-
gia em grade [4], sendo definida como arquitetura padrao no caso de processamento
de imagens [6]. A CNN utiliza da operacdo de convolucdo para aprender as carac-
teristicas mais importantes da imagem, utilizando blocos menores de pesos [6], di-
minuindo o numero de parametros da rede. Sua arquitetura utiliza como método de
otimizagao a descida do gradiente, tendo o objetivo de minimizar a fun¢ao de perda.
Este processo utiliza o célculo das derivadas e assim indica como ajustar os pesos da
rede afim de obter a mudanca desejada na saida [4].

A convolugédo é uma operacdo matematica entre duas fungdes com valores reais
[4]. Sendo K um kernel bi-dimensional, I a matriz representativa da imagem e S a
nova fungao resultante, chega-se a seguinte equagao geral da convolugao na CNN [4]:

S(L]):(K*[)(’Lﬂ_]):ZZ[(’L—m]—'ﬂ)K(’ﬂln) (6)
Para comparar os dois métodos, utilizou-se um banco de imagens unindo figuras de
borboletas pertencentes aos conjuntos de dados Caltech 101 e Caltech 256". No con-
junto de imagens, foram aplicadas as operacdes de desfoque gaussiano, colorizagao
preto e branco, redugdo de resolugdo, realce de nitidez, rotagdo, espelhamento e
corte. Estas alteragdes possuem o objetivo de avaliar se os algoritmos aplicados
para a busca mantém a assertividade dos resultados diante das mudangas na ima-
gem alvo. Os resultados da comparagao podem ser vistos na Figura 1, que contém
a quantidade de acertos entre as técnicas DCT e CNN. No caso das operagoes em
imagens originais, desfoque gaussiano, preto e branco, alteragdo no tamanho e realce
de nitidez, ambas as técnicas possuem desempenhos semelhantes. Ja em operagdes
de rotacao, espelhamento e corte, a CNN conseguiu mais acertos, obtendo, respecti-
vamente, um aumento de 316,6%, 560,0% e 200,0% em relagdo ao DCT.

"Disponiveis em: https://data.caltech.edu/
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Resultados Experimento Comparativo

DCT acertos
mmm CNN acertos

25
s
o

Original Blur Preto e Mudancade  Realcede Rotagao (90%)  Espelhar
Gaussiano Branco Tamanho nitidez

Quantidade

Figura 1: Comparagao entre técnicas DCT e CNN por nimero de acertos.

Conclui-se que, neste cenério de testes, a CNN obteve uma taxa de acertos maior,
sendo considerada mais robusta a mudangas visuais feitas a imagens se comparada
com a técnica de perceptual hashing DCT.
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Resumo:

Este trabalho investiga a extensdo de métodos baseados em derivadas para pro-
blemas de otimizagao com restrigbes geométricas, mais especificamente uma restricdo
de cardinalidade, com foco na aplicacdo em otimizacdo de carteiras de agdes [1].
Inicialmente, utilizamos métodos de gradiente projetado de baixo custo com o es-
quema de projegdo alternada de Dykstra [3] para resolver Programas Matematicos
com Restrigdes de Cardinalidade (MPCaC), que sao dificeis de resolver, mas forne-
cem solugdes esparsas. A ideia principal é utilizar reformulagdées continuas desen-
volvidas para relaxar a restrigao de cardinalidade, aproveitando que essas restrigcoes
resultam em conjuntos convexos faceis de projetar, como caixas e esferas [4].

Consideramos problemas de otimizagéo na forma:

minimizar  f (z)

sujeitoa  x € Q, ||zl < «,
ondeg:R*" >R, h:R*" - R"eQ={zeR"|gx)<0,Vi=1,...,p ehj(z) =
0,Vj =14,...,m} s@o fungdes continuamente diferenciaveis, e a restricdo de cardinali-
dade ||z||o < a requer que a solugdo seja esparsa.

Para lidar com a dificil restricdo de cardinalidade, utilizamos uma reformulagéo
continua relaxada [2]:

*Aluna pesquisadora no Grupo Ciéncia de Dados, Aprendizagem de Maquina e Otimizagéo (Ci-
DAMO)
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minimizar f(x)

sujeitoa € Qely>n—a,
vy =0, V 1<i<mn,
0<y<1l V 1<i<n,

onde e € R" é o vetor de uns. Esta reformulagdo transforma o problema original em
um problema de programagao inteira quando as restrigdes binarias y; € {0,1} sdo
aplicadas [5, 6].

Além disso, utilizamos o método SPG (Spectral Projected Gradient), onde se o
conjunto vidvel for uma intersegao finita de conjuntos convexos, aplicamos o método
de projecao alternada de Dykstra. Para garantir que a solugao respeite a condigao
de Hadamard z o y = 0, aplicamos uma penalizagédo a fungao objetivo, resultando na
seguinte reformulagao:

minin;izar f(@)+ 7h(z,y)

sujeitoa: x€Qey>n—a,
0<y; <1, V 1<i<n,

onde 7 > 0 é o parametro de penalizacédo e i(x,y) é uma fungao continuamente dife-
renciavel, escolhida para satisfazer certas propriedades.

Aplicando este esquema de penalizagao, o problema de otimizagao da carteira de
acdes pode ser modelado como:

minggizar %xTQl

sujeitoa: v'ax>pelz=1,
0<z;<wy, V 1<i<n,
eTy >n—a,
zoy=0,
0<y <1, V 1<i<n,

onde u,v € R™, p > 0 e a matriz de covariancia Q sao dados. Tais valores contemplam
as condigoes do limite de investimento, de risco e a expectativa de retorno de um in-
vestidor de agoes.

O desenvolvimento do projeto ocorre utilizando as linguagens de programacgao Ju-
lia e Matlab, com o objetivo de criar um aplicativo que auxilie investidores na sele¢ao
e alocagao otimizadas de ativos financeiros (Figura 1). Dito de outra forma, o cliente
indica o nivel do risco, a lucratividade esperada e seu capital e entdo o aplicativo indica
sugestdes de agdes e a quantidade para investir em cada uma delas.

O nosso foco esta no problema de otimizagdo de carteira de agdes de média-
variancia padrdo, para o qual sé podemos investir em um numero limitado preesta-
belecido de ativos, em uma variedade de conjuntos de dados envolvendo indices do
mercado de capitais do mundo real dos principais mercados de agoes.
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DEFINA 0 PERFIL DA CARTEIRA:
Porcentagem de risco:

- 454
Porcentagem de lucratividade:
-

Valor do investimento:

L T e e

Figura 1: Aplicativo para selecionar e alocar ativos financeiros.
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Palavras-chave: Educagcdo Matematica, Ensino de Matematica, Ensino de fungdes.

Resumo:

O Brincando de Matematico é um evento de extensdo promovido pelo grupo PET
Matematica da UFPR e tem como publico-alvo os alunos do Ensino Médio e dos Anos
Finais do Ensino Fundamental. O principal objetivo do evento é apresentar assuntos
matematicos variados, que podem ser vistos ou ndo na escola, mas que neste evento
sdo abordados de forma dinadmica e interessante, explorando temas ja conhecidos
de forma mais profunda ou apresentando tdpicos completamente novos, instigando a
curiosidade dos alunos. Além disso, o evento promove uma oportunidade de pratica
de ensino aos integrantes do grupo.

Nesse ano, tivemos a 192 edi¢cao do Brincando de Matematico e o tema escolhido
foi “Fungdes e afins”. O planejamento do evento foi feito pelos integrantes do grupo
PET Matematica, que definiram o tema através de seminarios internos nos quais foram
apresentadas varias propostas. Posteriormente a escolha do tema, foi realizada uma
pesquisa em diversas referéncias bibliograficas e produzido um material didatico com
todo o contelido necessario para o desenvolvimento das atividades realizadas nos
dias do evento. Também foram elaborados planos de aula e uma lista de atividades
praticas que foram desenvolvidas com os alunos. Além dessas acdes pedagdgicas,
todo o processo de divulgagao, inscri¢gao, produgao de certificados, e outros aspectos
logisticos foram realizados pelo grupo PET Matematica.

Neste ano, o evento foi realizado presencialmente no Centro Politécnico da UFPR
nos dias 13 e 14 de julho de 2024. No primeiro dia do evento foi apresentado o con-

*Integrante do PET Matematica.
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ceito de fungdo, o que ele significa intuitivamente e matematicamente, o que é o dia-
grama de flechas e a tabela de valores e, apds muitos exemplos, também foi apresen-
tada a ideia de gréafico de uma fungao, com auxilio do software Geogebra para mostrar
alguns graficos interessantes. No segundo dia do evento, foram trabalhados os con-
ceitos de injetividade e sobrejetividade, inicialmente sobre conjuntos finitos, sempre se
atentando a relagao da cardinalidade dos conjuntos envolvidos. Por fim, foram compa-
radas as cardinalidades de alguns conjuntos numéricos infinitos, revelando resultados
que contrariam a intuicao sobre o conceito de infinito. Nos dois dias do evento foram
realizadas varias dinamicas e atividades lGdicas para o desenvolvimento dos temas
matematicos abordados.

Referéncias

[1] FERRER, J. V. O numero de ouro na arte, arquitetura e natureza: beleza e har-
monia. Trabalho Apresentado a Universidade Catdlica de Brasilia-UCB. Distrito
Federal, 2005.

[2] LIMA, E. L. Curso de Analise Vol. 1. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura
e Aplicada, 2022.

[3] PINTO, H. D. El plano cartesiano, una idea sencilla cuyo desarrollo llevé dos
milenios. Universidade Pedagégica Nacional, 2016.

[4] VELLEMAN, D. J. How to Prove It: A Structured Approach. [S.l.]: Cambridge
University, 2006.
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Resumo:

O grupo PET Matematica da UFPR promove diversas atividades com o objetivo
de aprimorar o ensino de graduacao e proporcionar uma formagao académica mais
completa aos estudantes dos cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica.
Entre as principais iniciativas do grupo, destaca-se a Semana da Matematica, um
evento voltado aos estudantes de graduagao. O presente trabalho tem como objetivo
apresentar o evento, bem como as atividades nele realizadas.

Esse evento, que substitui a tradicional semana académica do curso, explora di-
ferentes aspectos da atuagdo profissional em Matematica, abrangendo as carreiras
de professores, pesquisadores, estudantes e profissionais liberais. A Semana da Ma-
tematica é direcionada tanto aos alunos do curso quanto aos demais interessados da
universidade. Em 2024, o evento ocorreu nos dias 27 e 28 de fevereiro, com uma
programacao variada que incluiu palestras, mesas-redondas e minicursos. Participa-
ram alunos, ex-alunos e professores do Departamento de Matematica, além de do-
centes de outros departamentos da UFPR ligados ao curso de Matematica. Entre
os temas das palestras, destacaram-se "A transi¢cdo do Ensino Médio para a univer-
sidade” e "Ao infinito e além”. As mesas-redondas abordaram temas como ensino,
pbs-graduagao e carreiras, enquanto os minicursos trataram de tépicos como Latex e
softwares Uteis para o ensino e aprendizagem de Matematica.
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Resumo:

O Programa de Iniciagdo Cientifica Jr. (PIC), atualmente em sua 18?2 edicéo,
proporciona aos alunos premiados da OBMEP a oportunidade de aprofundar seus
conhecimentos em Matematica nas areas de Teoria dos NuUmeros, Algebra,
Combinatéria e Geometria por meio da resolugéo de exercicios desafiadores. Alunos
de escolas publicas que conquistaram prémios na OBMEP sao beneficiados com
uma bolsa financiada pelo CNPq ao ingressar no PIC, como uma forma de incentivo
ao estudo. O programa oferece duas modalidades de participagao: a presencial, com
encontros realizados geralmente aos sabados para alunos que residem proximos a
polos de Iniciagcdo Cientifica, e a virtual, que disponibiliza aulas online para aqueles
que estdo distantes. Os participantes tém acesso a um forum virtual, gerenciado
pelos coordenadores da OBMEP, onde, com a ajuda de moderadores, realizam
atividades complementares. Além disso, eles podem interagir entre si em um outro
espaco, o Hotel de Hilbert (HH), onde compartiiham duvidas e solugdes sobre os
exercicios adicionais propostos no programa. Medalhistas que ja participaram do
PIC mais de duas vezes, incluindo pelo menos uma edigdo do nivel 3, séo
incentivados a participar do Programa Mentores OBMEP, que oferece atividades sob
a orientagdo de professores universitarios em temas matematicos. Na UFPR, o PIC
esta vinculado ao projeto de extensdo Caminhos Olimpicos na Matematica, que visa
estimular a participagéo de estudantes do Ensino Fundamental e Médio nas diversas
Olimpiadas de Matematica do Brasil.

No PIC, os alunos sdo organizados em trés grupos: Grupo 1, destinado a
medalhistas do Nivel 1 da OBMEP (6° e 7° anos do Ensino Fundamental); Grupo 2,
para medalhistas do Nivel 2 (8° e 9° anos do Ensino Fundamental); e Grupo 3, para
medalhistas do Nivel 3 da OBMEP (Ensino Médio). Alunos que receberam mencgao

™ Aluno do Bacharelado em Matematica Industrial da UFPR, bolsista e tutor do PIC.
2% Aluna do Bacharelado em Matemética da UFPR, bolsista e tutora do PIC.
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honrosa na OBMEP em seus respectivos niveis também sdo aceitos, caso haja
vagas disponiveis.

O programa ¢é estruturado em oito ciclos ao longo de um ano, abordando tépicos
relacionados as quatro areas da Matematica mencionadas anteriormente. O material
didatico é elaborado especialmente para os diferentes niveis de participagao,
servindo como guia para os professores do programa, que séo selecionados entre
educadores do ensino publico ou estudantes de graduacdo. Nesta edicéo (182),
foram escolhidos graduandos para conduzir as aulas. A partir da primeira aula do
segundo ciclo, os alunos da modalidade presencial sdo submetidos a um teste
avaliativo que consiste em duas questdes dissertativas sobre o conteudo do ciclo
anterior. Além disso, a partir do segundo ciclo, realizam tarefas que incluem sete
questdes, sendo cinco objetivas e duas dissertativas. As aulas do PIC adotam uma
metodologia centrada na resolugédo de exercicios, visando ensinar a teoria por meio
da pratica, complementada por demonstragdes e curiosidades pertinentes ao tema.

Este trabalho visa descrever as experiéncias, dificuldades e facilidades
vivenciadas pelos professores do projeto PIC em sua 182 edigdo, além de apresentar
um panorama estatistico dessa fase. Para tanto, apds a conclusado de seis ciclos de
aulas, os educadores responderam a um questionario que abordava tanto aspectos
pessoais quanto dados estatisticos sobre a execugdo do programa. A analise
desses dados busca identificar areas de melhoria e potencial para o aprimoramento
das praticas pedagdgicas no contexto do PIC, contribuindo assim para o avango da
formagao matematica de jovens talentos.

Referéncias:

[1] Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP | Somando
novos talentos para o Brasil. Disponivel em: <http://www.obmep.org.br/pic.htm>.
Acesso em: 4 out. 2024.

[2] PIC - Programa de Iniciagéo Cientifica da OBMEP. Disponivel em:
<https://18pic.obmep.org.br>. Acesso em: 4 out. 2024.

[3] Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP | Somando
novos talentos para o Brasil. Disponivel em:
<http://www.obmep.org.br/apostilas.htm>. Acesso em: 4 out. 2024.
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Resumo:

O projeto de extensdo “Elas vao para Ciéncias e Matematica” (CiMa) [1],
promovido pelo Departamento de Matematica da Universidade Tecnologica Federal
do Parana (UTFPR), campus Curitiba, tem como objetivo promover a equidade de
género nas areas de Ciéncias, Tecnologia, Engenharia e Matematica (STEM). Este
trabalho tem como objetivo relatar as oficinas realizadas pelo CiMa, em agosto de
2024, que tinham como propdsito explorar conceitos matematicos por meio do
GeoGebra.

Desde 2018, o Projeto tem selecionado escolas diferentes a cada semestre
para participar de suas atividades, impactando positivamente muitas alunas e
enriquecendo suas experiéncias educacionais. Intituladas "Explorando a Matematica
através do GeoGebra", no més de Agosto de 2024, as oficinas foram aplicadas as
estudantes do Ensino Médio de um colégio estadual de Curitiba. Durante trés
encontros nesta escola, foram abordados os seguintes temas: homotetia, sistemas
de equagbes e inequagdes, problemas de otimizagdo e volume de solidos
geométricos. O uso do GeoGebra proporcionou uma abordagem pratica e interativa
para a compreensao desses conceitos, enriquecendo a experiéncia educacional das
alunas e fomentando seu interesse nas areas de STEM.

™ Voluntaria do Projeto de Extensdo Elas vdo para CiMa.
2+ Bolsista do Projeto de Extensdo Elas vio para CiMa.
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Por fim, iniciativas como estas, que nos permitem ter contato diretamente em
sala com as estudantes, sdo essenciais para, ndo somente incentivar e impactar
positivamente as meninas para as areas de STEM, mas também nos permitir, futuras
docentes, a ter um maior conhecimento e pratica dentro do ambiente escolar, sempre
inspirando nossas alunas a seguirem caminhos brilhantes.

Referéncias
[11 D. Rossetto, D. Siqueira e A. Verdério. “Projeto Elas vao para Ciéncias e

Matematica (CiMa)’. Em: | Congresso Internacional de Mulheres em STEAM.
2022. doi: 10 . 55592 / ICIMESTEAM.2022.5175512.
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Resumo:

O projeto POTI — Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo € uma iniciativa
nacional do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), implementada na
Universidade Federal do Parana (UFPR) em 2016, com o nome de TOPMAT —
Programa de Formagao em Matematica Olimpica. O programa consiste em aulas
semanais realizadas no campus Centro Politécnico, em Curitiba, para estudantes de
instituicdes publicas e privadas da Educacéo Bésica, abrangendo os Anos Finais do
Ensino Fundamental (6° ao 9° ano) e o Ensino Médio.

Anualmente, mais de 250 estudantes s&o selecionados por meio de uma prova
realizada no inicio do ano. Ja os docentes responsaveis pelas aulas sao discentes da
universidade, que, apOs passarem por um processo seletivo, assumem a
responsabilidade de ministrar, em equipe, uma das disciplinas ofertadas: Algebra,
Aritmética, Combinatéria, Geometria e Teoria de NUmeros. Além disso, o programa
utiliza material didatico préprio, desenvolvido pelos alunos do curso de Matematica da
UFPR e impresso pela Imprensa da UFPR, garantindo abordagens pedagdgicas
alinhadas as necessidades do curso.

1 Bolsista e professora nivel 2 do POTI/TOPMAT — Programa de Formag&o em Matematica Olimpica.

2 Bolsista e coordenadora nivel 2 do POTI/TOPMAT — Programa de Formag&o em Matematica Olimpica.
3 Bolsista e coordenador nivel 1 do POTI/TOPMAT — Programa de Formag&o em Matematica Olimpica.
4 Bolsista e coordenador nivel 3 do POTI/TOPMAT — Programa de Formagdo em Matematica Olimpica.
5 Bolsista e professor nivel 3 do POTI/TOPMAT — Programa de Formag&o em Matematica Olimpica.
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Foto da ceriménia de encerramento do POTI/TOPMAT 2023.

O principal objetivo é descobrir e preparar jovens talentos, trabalhando conceitos
pouco abordados no curriculo escolar e aprofundando as tematicas vistas em sala de
aula sob uma nova perspectiva. O programa também busca incluir os estudantes no
contexto das olimpiadas de Matematica, a fim de promover a divulgagéo cientifica.
Alguns dos principais focos sdo a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Pudblicas (OBMEP), a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) e a Olimpiada
Paranaense de Matematica (OPRM).

Em geral, o programa atende estudantes com grande aptiddo para a Matematica,
0 que representa um desafio para a equipe de professores: como captar a atencdo
desses alunos e fugir dos moldes tradicionais de ensino? Ao avaliar as possibilidades
de trabalho diante desse topico, desenvolveram-se algumas praticas ao longo do ano.

Primeiramente, deu-se um grande destaque para utilizacdo de problemas que
mesclavam diferentes competéncias, como aspectos visuais e algébricos (no caso,
por exemplo, de produtos notaveis e areas de figuras), com carater aberto e
interpretativo. Essa pratica teve como objetivo criar problemas que, para além da
replicacéo de algoritmos, exigissem criatividade e pensamento abstrato, suscitando a
formulagdo de solugdes inéditas e sua posterior discussdo com a classe.

Ademais, também foram elaboradas dinamicas para tornar o aprendizado mais
envolvente. Isso incluiu a realizacdo de aulas tematicas, com fantasias e atividades
especiais, além de eventos proprios, sendo os principais a Festa Julina e a Maratona
Matematica. Em particular, a Maratona da Matemética atua como uma celebragéo de
retorno dos estudantes ap6s o recesso letivo, em que os estudantes se envolvem em
atividades préaticas que desafiam suas habilidades e conhecimentos, e que séo
projetadas para incentivar a aplicacéo criativa e interativa dos conceitos matematicos,
visando estimular o raciocinio critico e fortalecer o trabalho em equipe.

Ao empregar essas estratégias, foi perceptivel o aumento do interesse dos
estudantes pela Matematica enquanto ciéncia e pelas olimpiadas, além do
fortalecimento do vinculo entre professores e discentes, o que certamente colaborou
para a criagao de um ambiente de aprendizado mais enriquecedor e diversificado.

A seguir, apresentamos o quadro de premia¢bes dos alunos do programa
POTI/TOPMAT de 2016 a 2023, que ilustra o progresso dos estudantes do projeto nas
competicdes de mateméticas:
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NIiVEL 1 NIiVEL 2 NIVEL 3
ANO H""OENN,;;(';& MEDALHA H%ENNIRS;SS(?A\ MEDALHA F’:"g,\';:fg& MEDALHA
2016 0 2 2 10 0 0
2017 1 9 16 2 1
2018 1 5 1 6 2 7
2019 2 5 8 10 10 7
2021 13 8 9 4 18 5
2022 5 9 14 29 4 14
2023 3 18 24 56 10 39

Quadro de medalhas em premiagdes nacionais e regionais dos alunos do POTI/TOPMAT — Programa de
Formacéo em Matematica Olimpica.

Percebe-se que, nos Ultimos anos, houve um aumento no nimero de medalhas
conquistadas, o que caracteriza uma possivel consequéncia do trabalho que tem sido
desenvolvido e das novas abordagens em relagdo ao processo de ensino.

Portanto, a combinagcdo de uma metodologia mais envolvente com a aplicagao
pratica dos conceitos matematicos tem mostrado ser uma férmula eficaz para elevar
o desempenho dos estudantes, consolidando o POTI/TOPMAT como um programa
relevante para a divulgagéo e ensino da Matematica. Futuramente, espera-se investir
nessas abordagens, descobrindo novos talentos e incentivando a Matematica
Olimpica.

Referéncias

[1] JESUS, F. O. et al. POTI/TOPMAT (niveis 2 e 3): formacdo olimpica de alto
nivel para estudantes do Ensino Fundamental Il e Médio. In.: Jornada da
Matematica, Matematica Aplicada e Educag¢do Matematica, 72 J3M, 2023, Curitiba.
Curitiba: Universidade Federal do Parana, 2023. p. 184.

[2] JESUS, F. O. et al. POTI/TOPMAT: ampliando os horizontes de formagé&o
matematica de alunos de ensino fundamental, médio e superior. In: Semana
Integrada de Ensino, Pesquisa e Extensdo, 142 SIEPE, 2023. Curitiba. Anais...
Curitiba: Universidade Federal do Parana, 2023. p. 193.

[3] POTI UFPR. Polo Olimpico de Treinamento Intensivo UFPR. Disponivel em:
<https://poti.ufpr.br/>. Acesso em 07 de agosto de 2024.
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Resumo:

A Olimpiada Paranaense de Matematica (OPRM), organizada anualmente pela
Universidade Federal do Parana (UFPR), € uma competicdo que tem como principal
objetivo incentivar o processo de ensino-aprendizagem da Matematica e contribuir
para a divulgacéo cientifica na Educagéo Bésica.

Ela é dividida em trés niveis de participagdo, de acordo com a escolaridade e a
idade do estudante inscrito: nivel 1 (para discentes matriculados no 6° ou 7° ano do
Ensino Fundamental), nivel 2 (para discentes matriculados no 8° ou 9° ano do Ensino
Fundamental) e nivel 3 (para discentes matriculados no Ensino Médio). Essa
separagdo busca garantir que as avaliagcdes estejam de acordo com 0s assuntos
abordados no curriculo comum das instituicbes de ensino e com a idade dos
participantes. Além disso, a olimpiada é realizada em duas fases. Na primeira fase,
de carater eliminatério, os estudantes participam de uma prova com 20 questdes
objetivas. Aqueles que obtém melhor desempenho avangam para a segunda fase, que
é classificatorio e composta por uma prova dissertativa com 6 questdes, exigindo uma
compreensdo mais profunda dos conceitos abordados e habilidades analiticas
avancadas.

Ap6s a divulgagdo dos resultados, a competicdo culmina na cerimbnia de
premiagdo, um evento festivo que celebra o sucesso académico e o empenho dos
estudantes. Durante a cerimodnia, realizada com a presencga dos discentes, familias,
professores e representantes da UFPR, os melhores colocados sdo homenageados
com medalhas e certificados. Esse momento ndo apenas reconhece o esforgco e a

! Bolsista da OPRM 2024.
2 Bolsista da OPRM 2024.
3 Bolsista da OPRM 2024.
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dedicagdo dos participantes, mas também inspira todos os presentes a valorizar a
Educagéo e continuar buscando o conhecimento.

Fotos da cerimdnia de premiagdo da Olimpiada Paranaense de Matematica (OPRM) 2023.

O desenvolvimento das provas da OPRM é um processo colaborativo e
enriguecedor, conduzido essencialmente por alunos do curso de graduagdo em
Matemética da UFPR. Estes estudantes tém a oportunidade de aplicar seus
conhecimentos tedricos em situagdes praticas, participando ativamente na elaboragdo
e revisdo das questdes, sob a supervisdo e apoio do Nucleo de Concursos (NC) da
UFPR. Essa parceria com o NC garante que todas as etapas do processo, desde a
criagdo das questbes até a aplicacdo das provas, sejam conduzidas com rigor
metodoldgico, assegurando a qualidade, a equidade e a integridade da competicéo.

Além disso, a OPRM esta fortemente ligada ao POTI/TOPMAT — Programa de
Formagdo em Matematica Olimpica da UFPR. Esta colaboragéo estreita fortalece o
vinculo entre a universidade e as escolas, facilitando a troca de conhecimentos e
aprimorando o ensino de Matematica no Parana. O POTI/TOPMAT atua como um
catalisador ao fornecer treinamento intensivo e suporte para 0s estudantes,
preparando-os para competicdes como a OPRM e ampliando o impacto positivo da
olimpiada.

Desde sua primeira edicdo, realizada em 2016, a OPRM tem experimentado um
crescimento notavel, tanto em termos de participacdo quanto de impacto. Em 2016, a
olimpiada comecou com 1.212 inscritos de 100 escolas. A cada ano, esses niUmeros
aumentaram significativamente, atingindo 24.505 inscritos de 198 escolas em 2024.
Esse crescimento ndo apenas destaca a relevancia e atratividade da OPRM, mas
também evidencia sua contribuigdo significativa para a valorizagdo da Matematica
como uma disciplina fundamental para o desenvolvimento pessoal e académico dos
estudantes.
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Nesse sentido, a Olimpiada Paranaense de Matematica (OPRM) adquire um
significado muito além da competigdo: ela representa um compromisso soélido da
UFPR com a educagdo de qualidade e a valorizagdo da Matematica. Por fim, ao
proporcionar aos estudantes a oportunidade de desenvolver suas habilidades
matematicas, a olimpiada se mostra, junto com outras iniciativas do mesmo tipo, um
fator relevante para a formacao de futuros profissionais e pensadores criticos, como
demonstrado pelo crescimento continuo no ndmero de participantes e pelo impacto
positivo gerado, os quais sublinham a relevancia de propostas que fomentam a
curiosidade intelectual.

Referéncias:
[1] TERNOSKI et al. OPRM: melhorando a formagdo matematica dos estudantes

do Parana. In: SEMANA INTEGRADA DE ENSINO, PESQUISA E EXTENSAO
UFPR, 14., 2023, Curitiba. Anais... Curitiba: UFPR, 2023. p. 194.
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Resumo:

Este trabalho destaca a importancia da leitura de obras classicas na formagao
docente, com base no projeto de extensao “Classicos da Educacéo: leitura, debate e
sintese”, promovido pelo Departamento de Educagdo da UTFPR-CT. O projeto
explora obras como “O Emilio” de Rousseau e “Didatica Magna” de Comenius,
visando ampliar o conhecimento tedrico dos futuros professores, especialmente de
Matematica, e estimular a reflexdo sobre suas metodologias de ensino. Possui foco
no incentivo a leitura, essencial para a compreensado e aplicagdo dos principios
tedricos da pratica pedagdgica. Os projetos de extensdo sdo fundamentais ao
proporcionar espagos para discussao e analise aprofundada. Assim, este trabalho
contribui para uma formagdo docente mais critica e solida, capacitando os
licenciandos para os desafios contemporaneos da educacgao.

O projeto propbs a leitura e discussdo de obras classicas da educagéo,
frequentemente citadas nos cursos de licenciatura, mas que, na maioria das vezes,
ndo sdo lidas com profundidade. Durante o ano letivo de 2023, as atividades
ocorreram por meio de plataformas digitais, como o Google Meet para os encontros
mensais e Moodle para a disponibilizagdo dos textos classicos, permitindo uma
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leitura e andlise aprofundada dessas importantes obras. A leitura, e discussdo dos
textos classicos, é fundamental para a formagédo de professores, inclusive na
educacdo matemadtica. Essas obras oferecem teorias e praticas pedagogicas
permitindo uma reflexao aprofundada sobre metodologias de ensino-aprendizagem e
a evolugdo das praticas pedagdgicas, promovendo abordagens diversificadas de
ensino.

Reconhecendo que a carga horaria e a complexidade dos cursos de
licenciatura muitas vezes limitam o acesso a essas obras em sua integra, o projeto
de extensdo criou um espago dedicado para a leitura e discussdo completa desses
textos. Isso facilita a compreenséo de seus conceitos fundamentais que influenciam
a pratica docente.

Apesar dos desafios do projeto e da carga de leitura mensal proposta de
cerca de 150 paginas, a adesao inicial dos licenciandos foi baixa e diminuiu ao longo
dos encontros. No entanto, isso ndo impediu que as discussdes online fossem
enriquecedoras e proveitosas, sempre com ricos debates acerca da leitura realizada.

A obra de Rousseau, considerada um tratado da educacéo, traz a génese de
ideias relativas a aprendizagem autdénoma, por meio do que o autor chama de
“liberdade guiada”, fornecendo uma aprendizagem significativa, levando o estudante
a adquirir conhecimento a partir da experiéncia de modo €eficiente, direcionada as
habilidades e interesses individuais [1].

Acompanhar a trajetéria de Emilio, o personagem ficticio da obra, revelou
importantes reflexdes. A obra acompanha o personagem desde o seu nascimento
até o seu casamento, apresentando suas fases de desenvolvimento e oferecendo
uma espécie de cartilha com exemplos praticos de ensinamentos e metodologias. A
leitura destaca a importancia de desenvolver na crianga a capacidade de pensar de
forma autébnoma [2]. Durante o projeto, identificou-se a possibilidade de aplicar estes
preceitos no ensino da Matematica, criando cenarios do universo infantil e juvenil,
guiados pelo professor, visando desenvolver o senso critico e o raciocinio logico.

Rousseau enfatiza a importancia de ensinar as criangas apenas o que é Util e
que elas possam compreender, valorizando a experimentagao, o trabalho manual e
a pratica do conhecimento de acordo com suas capacidades e ritmo. Essa
perspectiva questiona a Educagdo Basica atual, incluindo a pressédo para cobrir
extensos contetidos rapidamente e a proliferagdo de plataformas de ensino de
matematica, por vezes em detrimento do foco no estudante.

Ainda que amplamente criticada, a obra escolhida pelo projeto mostrou-se
atual e revelou a importancia de conhecer o conteudo dos classicos pela leitura dos
mesmos, e ndo pelas palavras de alguém que realizou tal leitura, evitando distor¢goes
ou preconceitos. A liberdade citada na obra, alvo de criticas ferrenhas, se torna
evidente com a leitura, tratando-se de uma espécie de liberdade vigiada, controlada
pela figura do tutor, de modo que o estudante ndo deve perceber que esta sendo
guiado, mas cabendo ao professor instigar sua curiosidade e gerar a aprendizagem.

Diferentemente de forgar a crianga a aprender, o que a obra propde é fornecer
ao educando os métodos para uma aprendizagem auténoma, instigando o gosto
pelo conhecimento de temas uteis. Ressalta-se que, apesar de possivel e
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extremamente eficaz e duradouro no plano tedrico, a metodologia proposta por
Rousseau tem a lentiddo em sua esséncia, contrariando as politicas educacionais e
planos pedagodgicos vigentes nas escolas.

A metodologia de ensino-aprendizagem proposta na obra é individualizada,
priorizando a independéncia, removendo ideias pré concebidas ao propor uma
educagéao longe da sociedade, cabendo ao individuo posteriormente raciocinar por si
s6 e tecer suas proprias conclusdes ao ser inserido na sociedade, permitindo o
desenvolvimento de sua capacidade de diagndstico e raciocinio.

Sabe-se da dificuldade e desafios a serem enfrentados na tentativa de
implantar uma metodologia radical e inovadora como a proposta por Rousseau na
atualidade, porém n&do ha melhor lugar do que na universidade, durante a formagao
dos docentes, para fomentar esta discussdo o que acabou por trazer ricos debates e
esperanga em um ensino melhor, eficaz e duradouro.

Apoés o impacto que a leitura da obra “Emilio” causou nos participantes do
projeto, houve ainda a leitura e discusséo do classico “Didatica Magna”. Seguindo a
mesma linha, abordou a importancia de uma educagao adaptada as necessidades
dos estudantes e criticando as praticas escolares da época. A tratar sobre a didatica,
ou “da arte de ensinar tudo a todos”, objetivando um ambiente de aprendizagem
eficaz, simplificando o ensino e reduzindo o esforgo dos professores, auxiliando os
estudantes em uma aprendizagem mais facil e agradavel. Comenius aponta que as
instituicbes de ensino falhavam ao fornecer uma educagdo universal, com ensino
arcaico e desmotivador, ou ainda, excessivamente técnico, deixando a desejar no
quesito moralidade, trazendo fundamentos para ensinar com a seguranga de se
obter bons resultados, de modo gradual e evidente, conforme a sua utilidade [3].

Ao término da leitura dos classicos atemporais mencionados ha de se
ressaltar o impacto positivo na compreensao dos estudantes acerca das praticas
pedagodgicas, bem como, os assuntos abordados mostram-se atuais e relevantes,
construindo uma base sdlida que pode ser aplicada em praticas pedagodgicas
inovadoras.

Os debates que a leitura proporcionou possibilitaram a compreensédo da
educagado em diferentes contextos, compreendendo as obras de acordo com seu
periodo historico, revelando os avangos obtidos no campo do ensino-aprendizagem
e o quanto ha de ser feito para que se obtenha uma educagido equitativa de
qualidade. Desta forma, por meio do projeto conclui-se que o incentivo a leitura das
obras classicas é necessario para a melhoria na formagédo docente, tornando os
professores mais preparados para enfrentar os desafios no ensino da Matematica.

Referéncias:
[1] Rousseau, J. J. Emilio: ou da educacdo. R. T. Bertrand Brasil, 1995. Obras
Politicas I. Porto Alegre: Editora Globo, 1958.
[2] Diniz, R. F.; Batista, G. A.; Bernardes, S. T. A. As contribuicbes de
Jean-Jacques Rousseau na educagdo. Cadernos da Fucamp, v. 17, n.30, p.
87 -94, 2018.
[3] Comenius, I. A. Didactica Magna. Fundagao Calouste Gulbenkian, 2001.
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Resumo:

O projeto de extensdo Caminhos Olimpicos na Matematica (COM) esta
alinhado com o Programa de Iniciacdo Cientifica Junior da OBMEP que faz sua
atuacdo nas regionais estabelecidas pelo IMPA e também faz sua participacdo nos
colégios, permitindo a insercdo do projeto para o bom desenvolvimento dos alunos
na area da matematica. Desde 2022, o projeto tem sido fundamental para os alunos
que aspiram a conquista de uma medalha nas olimpiadas de matematica,
especialmente na OBMEP. Além disso, o projeto oferece oportunidades para que
alunos de graduacé@o em ciéncias exatas atuem como professores, colaborando com
a coordenacédo na montagem e preparacéo das aulas, tanto no Centro Politécnico da
UFPR quanto no Colégio Estadual Julio Mesquita, localizado no bairro Jardim das
Américas.

Neste ano, o projeto reiniciou suas atividades no colégio Julio Mesquita com
uma turma alunos de altas habilidades, compostos por estudantes do 7° ao 9° ano
do ensino fundamental I, tendo 5 matriculados. As aulas séo estruturadas conforme
0 Registro de Classe On-line (RCO). Mas, sempre que possivel, complementamos o
material com recursos do Portal da OBMEP e aulas do Projeto de Iniciagdo
Cientifica Junior (PIC). Nosso objetivo € focar em questdes olimpicas de nivel
avangado, alinhadas com os requisitos das provas de nivel olimpico.

Uma caracteristica ressaltante na turma assumida é que a maioria é
considerada alunos de altas habilidades/superdotagdo (AH/SD). O Ministério de
Educagdo e Cultura define esses alunos a partir de suas capacidades de
aprendizagem em certas matérias ou lideranca:

A Politica Nacional de Educagdo Especial (1994) define como
portadores de altas habilidades / superdotados os educandos que
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apresentarem notavel desempenho e elevada potencialidade em
qualquer dos seguintes aspectos, isolados ou combinados:
capacidade intelectual geral; aptiddo académica especifica;
pensamento criativo ou produtivo; capacidade de lideranga; talento
especial para artes e capacidade psicomotora. (MEC, Secretaria de
Educacao Especial, 2006, p.12)

Destacam-se seis tipos de altas habilidades/superdotacdo: intelectual,
criativa, psicomotora, lideranca, artistica e académica especifica. Embora alguns
sejam pronunciantes nos alunos, ainda é possivel ter um comportamento imaturo em
algumas areas académicas ou comportamental. Alencar e Fleith, afirmam:

Enquanto um deles pode apresentar uma competéncia elevada em
uma grande diversidade de éareas aliada a uma lideranca superior,
outro pode mostrar-se extraordinariamente competente em apenas
uma érea, sendo, porém, imaturo emocionalmente; ainda outro
poderé ser fisicamente menos desenvolvido, apresentando, contudo,
uma habilidade significativamente superior (ALENCAR; FLEITH,
2001, p.67).

Um dos desafios presentes nesta turma é encontrar formas eficazes de
conduzi-la, considerando que, em projetos similares voltados para as Olimpiadas de
Matemdtica, o foco costuma estar nos conceitos matematicos e na pratica de
habilidades especificas dessa &rea. O material norteador sdo os assuntos do RCO,
que vem com um padrao de aula para que aconteca uma aula nas margens de
acordo ao sistema. O acesso ao material online, slides e lista de exercicios do RCO,
ficou restringido, mas procuramos sempre nos apoiar nas questdes da OBMEP e da
OBM. Porém, nesta turma nem todos os alunos se destacam na resolucdo de
problemas. Alguns possuem aptidGes voltadas para a arte, ilustragdo, gostam de
criar situagdes imaginarias que envolvam o problema, entre outros. Na sua maioria,
preferem métodos de aprendizagem mais dinamicos e participativos, em vez do
formato tradicional, onde o professor lidera a aula e os alunos assumem um papel
passivo, gostam de liderar a turma, mostrando seus conhecimentos, e mostrar que
sdo bem produtivos. Eles se sentem motivados quando tém a oportunidade de
assumir um papel ativo no processo de aprendizagem.

No primeiro dia de aula, preparei uma avaliacdo diagnéstica, mas percebi que
aplica-la como uma prova poderia gerar estresse e ansiedade nos alunos, trazendo
um medo do que seriam as proximas aulas. Entdo, mudei a estratégia: resolvi a lista
de avalicdo junto com os alunos, para entender o nivel de conhecimento deles em
conceitos matematicos. A partir dai, nas aulas seguintes, segui os tépicos do RCO,
apresentando aulas expositivas e listas de exercicios para eles resolverem. No
entanto, isso comecgou a ficar muito repetitivo. Para quebrar a rotina, comecei a
incorporar recursos visuais e praticos, como videos curtos sobre a historia da
matematica, materiais concretos para medir area e perimetro, e filmes que
conectavam questdes sociais com avangos cientificos. A intencéo era trazer algo
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além da matematica em si, escapando um pouco do curriculo tradicional focado
apenas em definicbes, exercicios e provas. Queria que os alunos tivessem uma
experiéncia mais rica e diversificada, que estimulasse o interesse e o aprendizado
de forma mais envolvente, seja da matematica, arte ou ciéncias em geral.

Figura 1. Aula de resolugéo de exercicios. Colégio Julio Mesquita. 2024
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As vivéncias no COM me proporcionaram uma maior autonomia e uma visao
ampla sobre como posso aplicar metodologias ndo convencionais em uma turma
com um perfil diferenciado. Saber acolher esses alunos e compreender as
dificuldades que enfrentam para se encaixar com a turma regular é essencial para
garantir que ndo se desanimem em explorar suas habilidades e talentos Unicos.
Pretendo continuar buscando formas inovadoras de integrar esses alunos,
garantindo que cada estudante tenha a oportunidade de desenvolver plenamente
suas habilidades e contribuir de maneira significativa para o grupo. Meu objetivo é
promover o crescimento deles em diversas areas, principalmente na matematica,
despertando o interesse tanto na disciplina quanto nas Olimpiadas de Matemética,
que é o foco principal do projeto.
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Resumo:

O MatematicATIVA é um projeto de extensao da Universidade Federal do
Parana (UFPR), ligado ao Departamento de Matematica (DMAT). Iniciado em
maio de 2017, realiza visitas as escolas com o objetivo de enriquecer o repertério
matematico dos estudantes dos Anos finais do Ensino Fundamental e Ensino
Médio, abordando temas pouco trabalhados em sala de aula, de maneira ludica
e interativa.

Além disso, as exposi¢cdes do MatematicATIVA, destacam-se pelos variados
jogos e materiais manipulaveis, elaborados pelos participantes do projeto ao
longo dos anos. Durante as oficinas os estudantes tem a oportunidade de
interagir com esses materiais que abordam diversos conceitos matematicos,
como Tangrans e Poligonos Replicantes, Cifras de César e Espartana, Magicas
com as Cordas, Torre de Hanoi e Faixa de Mobius.

Em 2023, os participantes do projeto notaram que as atividades envolvendo
as Cifras de César e Espartana ndo estavam atraindo a atencdo dos (as)
alunos(as). Tais atividades, devido sua complexidade, exigiam bastante tempo
para serem realizadas, o que acabou desmotivando os estudantes. A Cifra de
César, por exemplo, utiliza um tubo com 35 nimeros que podem servir como
chave para desvendar o cédigo. Por outro lado, a cifra Espartana requer que a
cifra seja enrolada no tubo, a mensagem s6 aparece na vertical se o tubo estiver
correto. O processo de tentativa e erro envolvido levou os alunos a desanimarem
rapidamente e a desistirem da atividade.

'Bolsista do Projeto de Extensdo MatematicATIVA
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Diante das dificuldades enfrentadas pelos(as) alunos(as) com as atividades de
criptografia, os membros do projeto decidiram reformular a estratégia para tornar
as Cifras de César e Espartana mais atraentes. Identificando a necessidade de
melhorias, reescreveram os codigos e ajustaram a metodologia das atividades.
A reformulagdo incluiu a introdugdo de atividades guiadas pelo monitor,
proporcionando um suporte mais direto e incentivando os(as) alunos(as) a
persistirem. Com essas mudancgas, o objetivo era aumentar o interesse e a
motivagdo dos estudantes, reduzindo a frustragéo e facilitando a compreensao
das cifras.

Apds a reformulagéo das atividades com as Cifras de César, o projeto teve a
oportunidade de testar a nova estratégia nas visitas seguintes as escolas. A
mudanga trouxe resultados positivos: os alunos demonstraram um
comportamento mais engajado em relagdo a criptografia. As figuras 1 e 2
mostram as aplicagdes das Cifras. Com isso, eles ficaram curiosos, formaram
duplas para resolver os desafios em conjunto e encontraram a atividade mais
facil e divertida. Os monitores adotaram uma postura mais proativa, incentivando
os estudantes e fornecendo dicas sempre que necessario.

Em seguida, os membros do projeto decidiram modificar também as Cifras
Espartanas, uma vez que ambas séo trabalhadas juntas. Eles consideraram a
ideia de classifica-las em niveis de dificuldade, com a Cifra Espartana sendo
mais rapida e, portanto, adequada para o nivel facil, e a Cifra de César para o
nivel dificil. Com isso, refizeram os codigos, mas ainda nao tiveram a
oportunidade de aplicar esse novo método.

Portanto, antes da reformulagao, as cifras ndo era uma atividade cativante para
os estudantes. Apdés as mudangas, foi possivel observar que eles se mostraram
mais receptivos a atividades mais desafiadoras, que exigem maior atengéo e
paciéncia. Além disso, ficou evidente como as cifras de César e Espartana
funcionam como ferramentas educacionais que incentivam a curiosidade dos
estudantes e aprimoram o raciocinio ldgico, a atengéo e a concentragéo.
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Resumo:

A Oficina Pedagdgica de Matematica (OPM), vinculada ao Departamento
Académico de Matematica da Universidade Tecnologica Federal do Parana
(UTFPR), é um projeto de extensdo que busca promover a articulagao teoria/pratica
(praxis) entre professores da universidade, da rede basica de ensino e estudantes
de licenciatura e pos-graduagédo. Com base na Teoria Histérico-Cultural, na Teoria da
Atividade e na Atividade Orientadora de Ensino (AOE), o projeto tem como objetivo
aprofundar o estudo sobre a teoria histérico-cultural e sua aplicagdo na pratica do
ensino de matematica, envolvendo professores da rede publica e alunos da
licenciatura em Matematica da UTFPR. Este trabalho visa compartilhar as
experiéncias adquiridas durante a participagdo na OPM, destacando a relevancia da
AOE na formacdo de praticas pedagodgicas significativas. A partir dessa base
tedrico-metodolégica, ancorada na Atividade Orientadora de Ensino de Moura et al.
(2010), o projeto visa também elaborar, organizar, analisar e publicar coletivamente
situagdes de ensino que tratem de conceitos matematicos.

Em 2024, a participagdo na modalidade presencial da OPM, que representa
apenas um dos formatos oferecidos pelo projeto, foi uma oportunidade unica de
vivenciar, na pratica, a aplicagdo de conceitos tedricos. Ao longo do primeiro
semestre de 2024, foram realizados nove encontros presenciais, com uma equipe
composta por seis licenciandos, quatro professoras da rede basica de ensino e duas
docentes da UTFPR. Nesse formato presencial, que ocorre quinzenalmente, foi
possivel aprofundar o estudo da AOE e da SDA. Sob a orientagdo da professora
Maria Lucia Panossian e em didlogo constante com outros educadores, pudemos
estudar e desenvolver uma Situagdo Desencadeadora de Aprendizagem (SDA) na
Escola Rural Municipal Marilda Cordeiro Salgueiro, envolvendo as turmas do 4° e 5°
ano dos anos iniciais com base nos pressupostos da AOE.

! Voluntdria da Oficina Pedagégica de Matematica
2 Professora Coordenadora da Oficina Pedagégica de Matematica
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Segundo Boas et al. (2020), a atividade é entendida como unidade de analise
que revela o processo mental quando os motivos do sujeito se alinham com o objeto
ao qual ele se direciona, com o objetivo de satisfazer uma necessidade individual ou
coletiva. No contexto educacional, a atividade envolve agdes intencionais realizadas
por individuos engajados no processo de ensino e aprendizagem. Essas agbes
visam orientar a apropriagdo de conhecimentos construidos na experiéncia humana
em interagdes sociais. Ressalta-se que a atividade n&o se restringe a agdes fisicas,
mas abrange processos mentais e cognitivos que refletem a relagdo do sujeito com
o0 ambiente.(Boas et al., 2020, p. 23-24).

De acordo com Moura et al. (2010), a teoria da atividade propde que o
desenvolvimento psiquico ndo se limita ao ensino formal, mas é também moldado
pela participacdo em atividades coletivas que introduzem novas necessidades e
modos de agdo. Esse entendimento impde um desafio aos professores: organizar o
ensino de forma a transformar o processo educativo escolar em uma atividade
significativa tanto para os alunos quanto para os préprios professores. Para os
alunos, essa atividade se manifesta na forma de estudo, enquanto, para os
professores, assume a forma de trabalho.

A Atividade Orientadora de Ensino (AOE) se orienta pela necessidade do
professor de ensinar e do aluno, de aprender. Nesse contexto, tanto o professor
quanto o aluno sdo vistos como sujeitos ativos, cujos conhecimentos e valores
influenciam suas agbes e contribuem para a busca de um conhecimento de
qualidade. Dessa forma, identifica-se no professor a necessidade de organizar o
ensino, com a finalidade de guiar os alunos na apropriagcdo dos conhecimentos.

A situagdo desencadeadora € um elemento central no ensino, orientando o foco
do professor para um problema que envolva o movimento histérico e légico do
conceito. Ela deve permitir agdes coletivas e intencionais dos alunos, promovendo a
apropriagao de formas tedricas de pensamento. Essa metodologia busca promover a
solucdo de problemas com relevancia e significado pessoal para os estudantes,
permitindo uma aprendizagem mais contextualizada e pratica.

De acordo com Moura, Araujo e Serrao (2019) a situagdo desencadeadora visa
reestabelecer a necessidade social de produgdo do conhecimento, garantindo que o
significado social atribuido ao conteudo seja internalizado e consolidado como
conhecimento pessoalmente significativo para os alunos.

A organizagao do ensino na Oficina Pedagogica de Matematica, estruturada nos
elementos da AOE, proporcionou-me uma compreensédo aprofundada de como a
teoria pode e deve ser interligada com a pratica em sala de aula. No inicio do
projeto, os participantes discutiram o planejamento semestral, incluindo a definicdo
das responsabilidades e a organizagdo dos encontros. Durante os encontros
subsequentes, foram abordados temas como a elaboragao e analise de SDAs, com
a discussao de conceitos matematicos e metodoldgicos relevantes. A troca de ideias
e a colaboragédo entre os membros foram enfatizadas, com foco na adaptagao e
aplicagdo das SDAs em diferentes contextos educativos.

As reunides também serviram para a organizagao pratica de uma aula, incluindo
a criagdo de materiais e a definicdo de estratégias de ensino. Destaca-se a
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importancia da comunicagdo eficiente e da cooperagdo entre os participantes,
contribuindo para o sucesso na implementacao das atividades propostas.

Uma das minhas contribuicdes mais significativas ao projeto foi durante o
desenvolvimento de uma SDA que explorava o conceito de grandezas e medidas.
Planejamos a situagédo com base nos principios da Atividade Orientadora de Ensino
(AOE), adaptando uma situagéo originalmente destinada ao 7° ano para o 4° ano,
com foco nos conceitos de divisdo, razdo e proporgao, utilizando a situagéo
“organizando um evento na quadra de esportes” disponivel na "Colegao Histérias
com a Matematica em Quadrinhos", presente no site da OPM, conforme
apresentado por Boas et al. (2020). Nessa SDA, os alunos foram divididos em
grupos para resolver problemas de divisdo de areas usando dobraduras, com o
objetivo de promover a apropriagdo de conceitos matematicos relevantes e
incentivar a interagcdo social e a resolugdo criativa de problemas, aplicando na
pratica os conhecimentos adquiridos.

A experiéncia de desenvolvimento da SDA revelou a necessidade de adaptagdes
imediatas devido a desafios imprevistos. A divisdo da turma em grupos, juntamente
com o uso de materiais visuais, permitiu intervengdes mais proximas, contribuindo
no entendimento dos conceitos de divisdo e proporgao. Essa SDA, realizada no
primeiro semestre de 2024, foi uma oportunidade de desenvolver os estudos sobre a
AOE e de vivenciar a dinamica colaborativa da OPM. Sua elaboragdo ndo apenas
reforcou meus conhecimentos sobre o conteido matematico, mas também sobre
como organizar o ensino de maneira a tornar a aprendizagem significativa para os
alunos.

Participar da OPM tem sido uma experiéncia transformadora, oferecendo uma
nova perspectiva sobre o ensino de matematica que valoriza tanto o rigor tedrico
quanto a aplicabilidade pratica. A partir desta experiéncia, sinto-me mais preparada
para enfrentar os desafios da sala de aula e contribuir para a formagao de alunos
criticos e capazes de compreender e utilizar a matematica em sua vida cotidiana.
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