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Wécia Luiza Bhering Konell . . . . . . . . . . . 168

5 Equações Diferenciais 171
Método de Feynman para integrais e aplicações em

Geometria Diferencial e Teoria dos Campos
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Introdução

Prezado(a) leitor(a). É com satisfação que apresentamos o
caderno de resumos da 8ª edição da Jornada de Matemática,
Matemática Aplicada e Educação Matemática - J3M. Esse é um
evento idealizado, produzido e coordenado pelos estudantes do
grupo PET Matemática da UFPR.

A J3M surgiu da necessidade e do desejo de se criar um
ambiente proṕıcio para a apresentação de trabalhos de Iniciação
Cient́ıfica nas diversas áreas da Matemática. É um evento que
tem se consolidado como um importante canal de comunicação
entre o grupo PET Matemática, estudantes e professores do
Curso de Matemática da UFPR e de outras universidades.

Nesta edição, temos 90 trabalhos inscritos e distribúıdos
nas áreas de Álgebra, Análise Matemática, Análise Numérica,
Educação Matemática, Equações Diferenciais, Geometria, Oti-
mização e Projetos. As bancas especializadas de avaliação são
compostas por docentes e estudantes de pós-graduação da UFPR.
Como forma de incentivo aos alunos apresentadores, são conce-
didas distinções aos trabalhos que obtêm as melhores avaliações
por parte das bancas.

Gostaria de agradecer a cada um dos integrantes do grupo
PET Matemática pela dedicação e cuidado que dispensaram
para a realização desta edição da J3M. Também agradeço aos
professores e estudantes de pós-graduação pelo excelente tra-
balho realizado nas bancas de avaliação. Registramos também
nosso reconhecimento à Direção do Setor de Ciências Exatas, ao
Departamento de Matemática e à Coordenação do Curso de Ma-
temática, pelo apoio recebido em todas as etapas deste evento.

Prof. Dr. Cleber de Medeira
Tutor do PET Matemática - UFPR

Novembro de 2024
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Resumo:
A classificação a menos de isomorfismos das álgebras de Jordan de dimensão 3

sobre um corpo K algebricamente fechado e de caracterı́stica diferente de 2 foi rea-
lizada em 1978 por H. Wesseler, conforme descrito em [8]. No entanto, esse traba-
lho é de difı́cil acesso, tanto pelo idioma em que foi escrito (alemão), quanto pela
indisponibilidade online. Diante disso, nosso projeto teve como objetivo refazer a
classificação das álgebras de Jordan de dimensão 3, utilizando os métodos empre-
gados em [4], onde o autor classifica as álgebras de dimensão 4. Verifiquemos então
algumas definições importantes para o trabalho realizado.

Primeiramente, dizemos que duas K-álgebras (A, ·) e (A′, ∗) são isomorfas se
existe um isomorfismo de espaços vetoriais T : A → A′ que preserva o produto, i.e.,
tal que T (x · y) = T (x) ∗ T (y), ∀x, y ∈ A.
Definição: Uma K-álgebra J é chamada de K-álgebra de Jordan se seu produto
satisfaz a condição de comutatividade xy = yx, ∀x, y ∈ J e uma versão debilitada da
associatividade, chamada Identidade de Jordan: (x2y)x = x2(yx), ∀x, y ∈ J.

Podemos reescrever a identidade de Jordan através da relação (x2, y, x) = 0, onde
(x, y, z) := (xy)z − x(yz) é o associador. Linearizando completamente a identidade e
usando o fato que a álgebra é comutativa, obtemos a identidade equivalente:

(xy, z, t) + (xt, z, y) + (yt, z, x) = 0, ∀x, y, z, t ∈ J.

Uma K-álgebra de Jordan J é chamada de simples se J2 ̸= 0 e 0 e J são os únicos
ideais de J . Diremos ainda que J é nilpotente se existe um número natural n tal
que o produto de quaisquer n elementos da álgebra, com quaisquer distribuição de

*Bolsista do PET-Matemática.
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parêntesis seja igual a zero. O menor de tais números é denominado ı́ndice de nil-
potência de J .
Exemplo: Seja V um espaço vetorial e f : V × V → K uma forma bilinear simétrica.
Se considerarmos J(V, f) = K·1⊕V a soma direta do espaço vetorial V com o espaço
vetorial K · 1 = {α · 1, α ∈ K} junto com o produto ⊡, definido por:

(α · 1 + x) ⊡ (β · 1 + y) = (αβ + f(x, y)) · 1 + (βx + αy)

em que α, β ∈ K, x, y ∈ V , então (J(V, f),⊡) é uma álgebra de Jordan. Se, além disso,
a forma f for não degenerada e a dimK V > 1, a álgebra é também simples.

Durante a revisão bibliográfica, foram estudados os resultados e teoremas em [6]
dentre os quais destacamos:

(a) existe um único ideal nilpotente maximal de J , que chamaremos de radical de J
e será denotado por Rad(J);

(b) o quociente de J pelo seu radical é uma álgebra de Jordan semissimples (i.e.
é uma soma direta de álgebras simples), e será denotada por Jss;

(c) se J é uma álgebra semissimples, então possui um elemento unidade e sua
decomposição em álgebras simples é única.

Além destes, também foram de suma importância:

(a) o Teorema de Albert (veja [3]) que classifica as álgebras de Jordan simples;

(b) o Teorema Principal de Wedderburn em [7] que nos diz que J se decompõe como
J = Jss ⊕ Rad(J) (soma direta de espaços vetoriais); e

(c) a Decomposição de Peirce de uma álgebra de Jordan, segundo [3].

Assim, a classificação das álgebras de Jordan de dimensão 3 foi feita considerando
4 casos, de acordo com as possı́veis dimensões do radical nilpotente: 0, 1, 2 e 3.

No caso em que dim Rad(J) = 0, pelo Teorema Principal de Wedderburn, J será
uma álgebra semissimples e a classificação é uma consequência do Teorema de Al-
bert ([3]). Analogamente, se dim Rad(J) = 3, J será uma álgebra nilpotente e estas
foram classificadas por Ancochea Bermúdez, Fresán e Bentabol em [1].

Os casos mais desafiadores acontecem quando dim Rad(J) = 1 ou dim Rad(J) =
2. Nesses caso, a parte semissimples da álgebra Jss é determinada pelo Teorema
de Albert e o elemento unidade dessa subálgebra será um elemento idempotente
da álgebra J o que permitirá que J admita uma Decomposição de Peirce, a qual
será herdada pelo seu radical nilpotente, uma vez que este é um ideal. Agora basta
analisar os diferentes subespaços de Peirce que admite Rad(J) para obtermos todas
as possı́veis álgebras de Jordan.

Ao todo foram obtidas, a menos de isomorfismos, 20 K-álgebras de Jordan de
dimensão 3 sobre um corpo algebricamente fechado de caracterı́stica diferente de 2.
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torado, Instituto de Matemática e Estatı́stica, Universidade de São Paulo, 2013.

[6] MCCRIMMON, K. A Taste of Jordan Algebras. New York: Springer, 2004.

[7] TAFT, E. Invariant Wedderburn Factors. Illinois Journal of Mathematics, 1
(1957), pp. 565–573.

[8] WESSELER, H. Der Klassification der Jordan-Algebren niedrigen Dimensi-
onen. Tese de doutorado, Staatexamensarbeit für der Lehramt am Gymnasium
Münster, 1978.

4



Globalização de Ações Parciais de Semigrupos
Inversos em Conjuntos

Bruno Gerevini Boni*
brunogboni2000@gmail.com 1

Paulinho Demeneghi (Orientador)
paulinho.demeneghi@ufsc.br 1

1UFSC

Palavras-chave: ação parcial, semigrupos inversos, globalização.

Resumo:
A noção de ação parcial apareceu pela primeira vez na literatura em 1994 em um

trabalho desenvolvido por Ruy Exel [2] em que o conceito de produto cruzado de uma
C*-álgebra por uma ação parcial do grupo cı́clico infinito foi introduzido. O trabalho de
Exel foi posteriormente generalizado por McClanahan [6] em 1995 onde uma definição
de produto cruzado de uma C*-álgebra por uma ação parcial de um grupo discreto foi
formalizada.

A noção de ações parcial de grupos em conjuntos foi introduzida por Exel [3] em
1998 motivado pelo grande interesse no conceito de ações parciais de grupos em C*-
álgebras e, desde então, o conceito de ações parciais de grupos tem aparecido na
literatura em diversos contextos.

Um importante problema envolvendo ações parciais é o problema da globalização.
Em suma, ações globais naturalmente induzem ações parciais via processo de restrição
e isso motiva a pergunta: quando uma ação parcial é globalizável? Isto é, quando uma
ação parcial pode ser obtida através da restrição de uma ação global? Abadie [1] mos-
trou em 1999 que toda ação parcial de um grupo em um conjunto é globalizável.

Motivado pelo problema da existência de globalizações para ações parciais, mui-
tos trabalhos foram desenvolvidos em vários contextos diferentes: ações parciais de
grupos em objetos como espaços topológicos, anéis, C*-álgebras; ações parciais de
monoides, semigrupos, semigrupos inversos, álgebras de Hopf, grupoides ordenados
e categorias pequenas.

Nessa palestra vamos abordar o problema da globalização para ações parciais de
semigrupos inversos em conjuntos usando uma versão adaptada da definição de ação
parcial de semigrupo inverso em conjunto dada em [7]: vamos utilizar a noção de ho-
momorfismo parcial de semigrupos inversos ao invés de pré-homomorfismos. Embora
tenha sido provado em [5] (Teorema 6.10) que toda ação parcial de um semigrupo
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inverso em um conjunto é globalizável, vamos apresentar um argumento sem preci-
sar passar por uma unitização do semigrupo. De forma resumida, nosso argumento é
uma adaptação direta da prova do resultado obtido para ações parciais de grupos em
conjuntos dada em [4].
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Resumo:
O presente trabalho tem como objetivo entender uma demonstração do Teorema

Espectral. Este resultado, amplamente conhecido e abordado em cursos clássicos
de Álgebra Linear, afirma que a classe de operadores lineares auto-adjuntos é
diagonalizável. Isso significa que, dado um operador linear auto-adjunto definido em
um espaço vetorial real ou complexo de dimensão finita com produto interno, é
possível encontrar uma base de autovetores do operador linear para tal espaço.
Mais do que isso, o Teorema afirma que essa base de autovetores pode ser
escolhida ortonormal. Para alcançar esse objetivo, foi realizada uma extensa revisão
bibliográfica da literatura existente, com o intuito de entender os principais
pré-requisitos necessários para compreender a prova do resultado principal deste
trabalho. Nesse sentido, realizou-se o estudo do conceito de espaço vetorial,
apresentando algumas de suas propriedades básicas, bem como do conceito de
transformações lineares, que são funções tais que seu domínio e contradomínio são
espaços vetoriais, de modo que as operações que definem as suas estruturas de
espaços vetoriais são preservadas por essa função. Tais tipos de funções
desempenham um papel fundamental neste trabalho, pois operadores lineares são
transformações lineares cujo domínio e contradomínio são o mesmo espaço vetorial.
Outros conceitos importantes que aparecem ao longo do trabalho são os de
subespaço vetorial, base, dimensão, matrizes de transformação linear, autovalores e
autovetores. Ao final, estudou-se alguns tipos especiais de operadores lineares,
entre os quais os operadores lineares auto-adjuntos. Com base na literatura
utilizada, foram identificados quais são os fundamentos necessários para
compreender a diagonalização de tais operadores. Como consequência imediata do
Teorema Espectral, pode-se afirmar que toda matriz simétrica é diagonalizável.

Referências:

1
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Resumo: Uma teoria de homotopı́a pode ser feita de diversos pontos de vista, como
por exemplo, do ponto de vista dos espaços topológicos Top, dos complexos de cadeia
sobre R−módulos Ch(R), dos conjuntos simpliciais sSet, entre outros. Uma maneira
de unificar e comparar essas teorias é com o uso de categorias modelo que é o estudo
principal desse projeto de pesquisa.

Uma estrutura modelo em uma categoria C é uma tripla (Fib, Cof, W), composta
por três classes de morfismos de C, chamados fibrações, cofibrações e equivalências
fracas tais que:

i) (2 de 3) - Sejam f e g morfismos de C tais que gf existe. Se dois de f, g e gf estão
em W, então o terceiro também está em W.

ii) W é fechado por retratos.

iii) Ambos (Cof ∩ W , F ib) e (Cof, F ib ∩ W) são sistemas de fatorações fracas funto-
riais.

Seja C uma categoria completa-pequena e cocompleta-pequena (fixado um uni-
verso arbitrário Uλ), dizemos que (C, (Fib, Cof, W)) é uma categoria modelo.

Uma categoria modelo é cofibrantemente gerada se existem I, J dois subcon-
juntos pequenos de morfismos de C tais que:

i) A classe de fibrações é R(J );

ii) A classe de fibrações triviais (isto é, Fib ∩ W) é R(I).
*Voluntario
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A classe I é chamada de geradora de cofibrações e a classe J é chamada de gera-
dora de cofibrações triviais (Cof ∩ W).

É bastante complicado construir tais estruturas por essa definição; então, uma ma-
neira mais ’simples’ é usar os seguintes resultados:

Argumento do Objeto Pequeno (Quillen). Sejam C uma categoria localmente
pequena e cocompleta-pequena, I um subconjunto pequeno dos morfismos de C e κ
um cardinal. Suponha que os domı́nios dos morfismos de I sejam κ-pequenos rela-
tivos à I-cell. Então existe um sistemas de fatorações fracas funtorial em C dada por
(L(R(I)), R(I)).

Teorema (Daniel M. Kan). Suponha que C é uma categoria completa-pequena e
cocompleta-pequena. Sejam W uma subcategoria de C, e I e J dois subconjuntos
pequenos dos morfismos de C. Então existe uma estrutura modelo cofibrantemente
gerada, se e somente se:

i) W é fechado por retrato e satisfaz a propriedade (2 de 3);

ii) I e J satisfazem o Argumento do Objeto Pequeno;

iii) (J -cell) ⊂ L(R(I)) ∩ W;

iv) R(I) ⊂ R(J ) ∩ W;

v) L(R(I)) ∩ W ⊂ L(R(J )) ou R(J ) ∩ W ⊂ R(I).

Como exemplo, irei construir uma estrutura modelo na categorias de complexos de
R-módulos a partir desses dois resultados, como segue:

Teorema. (Estrutura Modelo Projetiva) Seja C = Ch(R) a categoria de comple-
xos de cadeias de R−módulos. Temos que C possui uma estrutura modelo, onde:

i) f : A −→ B é equivalência fraca, se, e somente se, f é quasi-isomorfismo;

ii) f : A −→ B é fibração, se e somente se, f é epimorfismo em cada grau;

iii) f : A −→ B é cofibração, se e somente se, f é mono-split com cokernel projetivo.
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Resumo:
O algoritmo de encriptação RSA foi um dos primeiros sistemas de criptografia de chave

pública desenvolvidos. O algoritmo foi primeiro descrito em 1978 por Ron Rivest, Adi
Shamir e Leonard Adleman, com as iniciais de seus sobrenomes formando o acrônimo RSA.
Sua criação resolve o problema da distribuição de chaves ao usar um sistema de criptografia
simétrico, em que a mesma chave é usada para criptografar e descriptografar. Isso é
feito distinguindo a chave de encriptação (pública) da chave de decriptação (privada), de
forma que quem intercepte a mensagem encriptada, não consiga decifra-lá com a chave
pública. O algoritmo é considerado lento, assim é utilizado em conjunto com algoritmos
de criptografia simétrica apenas para a transmissão segura da chave compartilhada.

A segurança do sistema RSA apoia-se principalmente no problema da fatoração e sua
dificuldade. Esse, por sua vez, consiste em decompor um N ∈ Z em seus fatores primos.
Não se conhece um algoritmo para resolvê-lo em tempo polinomial. Em contrapartida,
encontrar um N grande (maior que 10300 ou com representação binária com mais de
1024 bits) que pode ser escrito como produto de dois primos é um problema da classe
de complexidade polinomial, possibilitando a viabilidade do algoritmo. Essa busca por
N pode ser feita utilizando um teste de primalidade eficiente como de Miller-Rabin, que,
apesar de probabilístico, tem taxa de erro considerada insignificante. As multiplicações
dos números grandes também não representam um empecilho. O algoritmo de Karatsuba,
por exemplo, faz aproximadamente n1.58 multiplicações de dígitos dados dois números de
n casas.

A busca por um N ∈ Z que atenda as características mencionadas é de extrema
importância para o sistema RSA. Um uso hipotético do algoritmo pode ajudar a entender
essa importância: Bob quer compartilhar uma mensagem com Alice de forma privada
usando RSA para isso. Alice então roda o algoritmo RSA em sua máquina. Após encontrar
um N grande, com os primos p e q, o algoritmo computa o valor de Φ(N) (função totiente
de Euler). Em seguida, encontra um d que satisfaça mdc(d, Φ(N)) = 1 ao mesmo tempo
que calcula um segundo valor auxiliar e com o algoritmo de Euclides estendido. Alice
então envia a chave pública (d, N) para Bob pela rede. O computador de Bob então

∗Voluntário do Programa de Voluntariado Acadêmico (PVA)
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segmenta sua mensagem em blocos, sendo cada um transformado em um único número
concatenando os respectivos códigos ASCII de cada letra. Sobre cada um dos números
são feitas operações modulares e os resultados dessas são enviados pela rede para Alice.
Apenas ela têm a chave privada que consegue decifrar a mensagem de Bob e lê-la em
segurança. Um hacker não conseguirá decriptar a mensagem de Bob de forma fácil,
justamente por não saber o outro valor e que compõe a chave privada. É importante
notar que Alice e Bob poderiam utilizar um algoritmo de criptografia simétrico como
o AES (Advanced Encryption Standard) e o RSA para a transmissão segura da chave
utilizada.

Por fim, entender o algoritmo RSA e suas nuances é de suma importância para a
manutenção da segurança no ambiente virtual, já que abre caminho para pesquisas que
exploram as vulnerabilidades do sistema e oferecem soluções para tais.
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Resumo:
Neste resumo, temos como objetivo estudar a relação entre as álgebras de Lie

sl2(C), su(C) e R3
∧. Assim, ficarão evidentes conceitos importantes da teoria de Álgebras

de Lie.
Uma álgebra de Lie sobre um corpo F consiste em um espaço vetorial g de F

munido de um mapa bilinear chamado de colchete g × g → g, (x, y) 7→ [x, y] que
satisfaz as seguintes propriedades:

(L1) [x, x] = 0, para todo x ∈ g.

(L2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para todos x, y, z ∈ g.

Um primeiro exemplo é a álgebra de endomorfismos de um espaço vetorial V ,
denotada por gl(V ). O colchete entre quaisquer x, y ∈ gl(V ) é dado por [x, y] = x ◦
y − y ◦ x. Perceba que nessa álgebra de Lie vale que tr([x, y]) = tr(x ◦ y − y ◦ x) = 0.
Restringindo portanto o colchete para endomorfismos de traço zero, definimos então a
álgebra sl(V ). Para um espaço V de dimensão dois no corpo complexo, essa álgebra
é denotada por sl2(C). Os vetores e, f, g a seguir servirão de base para esta álgebra.
Os colchetes entre os elementos dessa base são igualmente importantes: [e, f ] = h,
[h, e] = 2e e [f, h] = 2f .

e =
(

0 1
0 0

)
f =

(
0 0
1 0

)
h =

(
1 0
0 −1

)

Outro exemplo bem popular é o produto vetorial (x, y) 7→ x × y, que define a estru-
tura de álgebra de Lie em R3

∧. Uma base de R3
∧ é formada pelos vetores i⃗, j⃗, k⃗ e os

colchetes entre estes vetores são dados por [⃗i, j⃗] = k⃗, [⃗k, i⃗] = j⃗ e [⃗j, k⃗] = i⃗.
O último exemplo que apresentaremos é a álgebra su(2), formada por matrizes 2×2

anti-hermitianas de traço zero, ou seja, su(2) = {x ∈ gl2(C) : x = −x̄T , tr(x) = 0}.

*Bolsista do PICME
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O colchete é o mesmo de gl(V ). Uma base para essa álgebra é dada pelos vetores a
seguir

σ1 = 1
2

(
i 0
0 −i

)
σ2 = 1

2

(
0 1

−1 0

)
σ3 = 1

2

(
0 i
i 0

)

em que [σ1, σ2] = σ3, [σ3, σ1] = σ2 e [σ2, σ3] = σ1. Diferentemente de gl(V ) que é
espaço vetorial tanto no corpo dos reais quanto dos complexos, a álgebra su(2) tem
estrutura de espaço vetorial apenas no corpo dos reais, apesar de ser formada por
matrizes com entradas complexas.

Uma subálgebra de g é um subespaço h de g tal que [x, y] ∈ h para todos x, y ∈ h.
Já um ideal de g é uma subálgebra j de g tal que [x, y] ∈ j para todos x ∈ g, y ∈ j. O
produto de dois ideais i e j é definido como [i, j] := span{ [i, j] : i ∈ i , j ∈ j}.

Proposição 0.1. Existem duas álgebras de Lie de dimensão três com a propriedade
de g = g′ no corpo dos reais: sl2(R) e R3

∧. Já no corpo dos complexos, a única álgebra
de Lie desse tipo é a famosa sl2(C).

Para provar essa afirmação, bastaria calcularmos os colchetes entre os elemen-
tos de uma álgebra de Lie qualquer e ver que eles coincidem com os colchetes dos
elementos de alguma base das álgebras citadas.

Podemos ver que R3
∧ não possui subálgebras, pois o colchete de quaisquer dois

elementos da base gera o terceiro. Por outro lado, sl2(R) possui sim subálgebras, por
exemplo, span{h, e}, que é fechado pelo colchete. Assim, podemos ver que sl2(R) e
R3

∧ não são isomorfos. Além disso, perceba que a álgebra su(2) é isomorfa a R3
∧. Para

verificar isso, basta ver que o mapa φ : su(2) → R3
∧ que leva, respectivamente, a base

σ1, σ2, σ3 em i⃗, j⃗, k⃗ é um isomorfismo que preserva os colchetes. Portanto, su(2) ∼= R3
∧

mas sl2(C) não é isomorfa nem a su(2) e nem a R3
∧.

Uma álgebra de Lie g é dita solúvel se a série derivada, dada por g(1) = [g, g] e
g(k) = [g(k−1), g(k−1)] para k ≥ 2, possui termo nulo, isto é, se existe m tal que g(m) = 0.
Por sua vez, uma álgebra g é dita semi-simples se todos os seus ideais solúveis são
nulos.

Uma forma de vermos se determinada álgebra é semi-simples é analisando o traço
da álgebra. Seja L uma álgebra de Lie. A forma de Killing em L é uma forma simétrica
e bilinear, definida por κ(x, y) := tr(ad x ◦ ad y) para todo x, y ∈ L. Pelo segundo
critério de Cartan, podemos relacionar a forma de Killing com a semi-simplicidade.

Teorema 0.2. (Segundo critério de Cartan) Uma álgebra de Lie complexa g é semi-
simples se e somente se sua forma de Killing κ é não-degenerada.

Dizemos que κ é não degenerado se V ⊥ = 0. Uma forma de verificarmos se κ é
degenerado é através da matriz com entradas aij = κ(xi, xj), onde x1, x2, . . . , xn é base
de g. Se o determinante é zero, a forma de Killing na álgebra é degenerada. Usando
a base σ1, σ2, σ3, a matriz da forma de Killing em su(2) e sl2(C) tem determinante não-
nulo e portanto tem forma de Killing não-degenerada. Concluı́mos então que sl2(C) e
su(2) (consequentemente, R3

∧ também) são semi-simples.
Sejam g1 e g2 álgebras de Lie sobre um corpo F. Dizemos que φ : g1 → g2 é

homomorfismo se φ é linear e φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] para todos x, y ∈ g1. Além disso,
dizemos que φ é isomorfismo se for bijetora. Em especial, uma representação da
álgebra de Lie g é um homomorfismo φ : g → gl(V ), em que V é um espaço vetorial
em F.
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Dada uma representação φ : g → gl(V ) e definindo g×V → V como x·v := φ(x)(v),
tornamos V um módulo de g. Assim, a representação de uma álgebra de Lie pode ser
vista como a ação dos elementos dessa álgebra em um espaço vetorial. Estudaremos
agora a representação da álgebra semi-simples sl2(C).

Seja V módulo de uma álgebra de Lie g. Um subespaço W de V é chamado de
submódulo quando é invariante a ação de g, isto é, para todos x ∈ g e w ∈ W tem-
se x · w ∈ W . Um módulo V é irredutı́vel quando é não-nulo e possui apenas os
submódulos 0 e V .

Proposição 0.3. Seja Vd = span{Xd, Xd−1Y, Xd−2Y 2, ..., Y d} subespaço dos polinômios
complexos de variáveis X e Y de grau máximo d. O mapa φ : sl2(C) → gl(Vd) como
definido abaixo é uma representação de sl2(C).

φ(e) := X
∂

∂Y
φ(f) := Y

∂

∂X
φ(h) := X

∂

∂X
− Y

∂

∂Y

A linearidade de φ é garantida pela linearidade da derivada parcial e a partir de ⋆
pode-se mostrar que a representação preserva o colchete. Assim como h, a matriz
de φ(h) também é diagonal. Da mesma forma, a matrizes f e φ(f) são triangulares
inferiores e a dupla e e φ(e) são triangulares superiores.

Proposição 0.4. O espaço vetorial Vd é módulo irredutı́vel de sl2(C).

Demonstração. Observe que a ação da álgebra em um elemento qualquer da base
de um submódulo de Vd geraria todo o Vd.

Figura 1: Diagrama ilustração a ação de e, f e h em Vd

Teorema 0.5. Qualquer módulo irredutı́vel V de sl2(C) com dimensão finita é isomorfo
a algum Vd.

Sabendo a representação irredutı́vel de sl2(C), ganhamos de tabela uma representação
irredutı́vel de su(2). Perceba que para construir a representação de sl2(C) utilizamos
do corpo dos complexos para garantir a existência de autovalores, o que facilitou bas-
tante as coisas.
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Resumo:
Existem alguns métodos para reduzir uma forma quadrática. O método estudado

neste trabalho leva em conta o fato de que formas quadráticas definidas positivas
possuem um mı́nimo. O mı́nimo da forma garante a existência de uma matriz unimo-
dular que, quando conjugada pela matriz da forma, resultará em uma matriz reduzida,
que mantém as mesmas propriedades da forma original. Inicialmente, apresenta-
remos a definição de formas bilineares e suas formas quadráticas associadas. De-
pois, serão definidas as formas quadráticas positivas definidas e o que são os seus
mı́nimos. Então, apresentaremos dois métodos para obter estimativas sobre o mı́nimo
de uma forma quadrática: um de origem algébrica, devido à Hermite, e um de origem
geométrica, obtido a partir do Teorema de Minkowski. Ao final, será apresentada a
comparação entre as duas estimativas para ver qual oferece a melhor aproximação
para o mı́nimo.

Para iniciar o estudo da redução das formas quadráticas, é preciso relembrar
alguns conceitos e definições de Álgebra Linear, que podem ser encontrados em
[1]. Uma forma bilinear em Rn é uma função f : Rn × Rn → R que satisfaz:
f(cx1 + x2, y) = cf(x1, y) + f(x2, y) e f(x, cy1 + y2) = cf(x, y1) + f(x, y2). A matriz
S de f é S = (sij) = f(ei, ej), então f(x, y) =

∑

i,j

Sijxiyj. Assim, f pode ser escrita

como f(x, y) = xT Sy, em que x, y são vetores coluna do espaço Rn. A forma f é dita
simétrica se f(x, y) = f(y, x), para todos x, y em Rn. Podemos mostrar que f é uma
forma simétrica se, e somente se, S é uma matriz simétrica.

Dada uma forma bilinear f simétrica, a forma quadrática associada à f é a função
q : Rn → R definida por q(x) = f(x, x). Note que podemos escrever q(x) = S[x] :=
xT Sx =

∑

i,j

Sijxixj. A partir de agora, identificaremos a forma q por sua matriz S. Uma

forma quadrática é dita definida positiva se S[x] > 0 para todo x ̸= 0. Podemos

17



mostrar que q é definida positiva se, e somente se, a matriz S é definida positiva.
Estamos interessados em estimar o mı́nimo das formas quadráticas que são definidas
positivas mas, para isso, precisaremos do conceito de matrizes equivalentes.

Duas matrizes S, T reais, invertı́veis, simétricas e quadradas de tamanho n são
ditas equivalentes se existir uma matriz unimodular U tal que S[U ] = T . Notação:
S ∼ T . Observamos que ∼ é de fato uma relação de equivalência. Por essa relação,
T e S terão propriedades em comum, entre elas nosso objeto principal de estudo: seu
mı́nimo. A ideia da redução de uma forma quadrática S é encontrar uma forma equi-
valente e mais simples do que a original, a qual chamaremos de forma reduzida, mas
que mantenha as mesmas propriedades de S. O próximo passo é definir o mı́nimo,
mas precisaremos ainda de alguns conceitos.

Dizemos que uma matriz S representa t ∈ R integralmente se S[x] = t para algum
vetor integral x ∈ Rn. Se S ∼ T , ambas representam os mesmos números t. Dados
S uma matriz definida positiva e x ̸= 0 algum vetor integral e primitivo, dizemos que
S[x] é o mı́nimo de S se S[x] ≤ S[y] para todo vetor y integral não nulo. Denotamos o
mı́nimo de S como µ(S). Fixado t ∈ R, existem finitos vetores integrais x satisfazendo
S[x] < t. Além disso, podemos garantir que as entradas de x são limitadas. Como, na
definição de mı́nimo, o vetor x pode variar entre todos os vetores integrais não nulos,
a observação anterior garante que S atinge o seu mı́nimo. Porém, para encontrar
µ(S), terı́amos que testar uma quantidade de valores de x que, embora finita, pode
ser grande em dimensões altas. Por isso, é interessante encontrar uma forma mais
direta para estimar o valor do mı́nimo. Uma dessas formas é encontrar uma relação
entre µ(S) e o determinante de S. Assim, introduzimos o Teorema de Hermite.

Teorema 1 (Hermite) Se µ(S) é o mı́nimo de uma matriz S definida positiva de tama-
nho n × n, existe uma constante cn, dependendo apenas de n, tal que µ(S) ≤ cn|S|1/n.

A demonstração desse teorema é feita usando indução em n. Utilizando fórmula de
recorrência, chegaremos que cn = (4/3)(n−1)/2.

Quando trabalhamos com valores pequenos para n, essa constante funciona muito
bem. Porém, para valores maiores, essa pode não ser a melhor estimativa para cn, por
isso gostarı́amos de melhorá-la. Para isso, precisaremos do Teorema de Minkowski.
Antes de apresentar esse teorema, necessitaremos de algumas definições sobre con-
juntos e pontos:

• Considerando L um conjunto em Rn e h ∈ Rn um ponto qualquer, definimos a
translação de L por h, denotada por Lh, como o conjunto Lh := {x ∈ Rn : x − h
é um ponto de L}.

• Se v(A) é o volume de um conjunto A ⊂ Rn, podemos ver que v(L) = v(Lh).

• Um ponto h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn é dito ponto de reticulado se h1, h2, . . . , hn

são inteiros.

Com as definições e conceitos vistos até aqui, somos capazes de enunciar e de-
monstrar o seguinte teorema.

Teorema 2 (Minkowski) Se L ⊂ Rn é um conjunto aberto, limitado, simétrico e con-
vexo de volume maior que 2n, então L contém algum ponto de reticulado além da
origem.
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A demonstração do Teorema de Minkowski pode ser feita pela contrapositiva, as-
sumindo que L só possui a origem de ponto de reticulado e chegando que seu volume
é menor ou igual a 2n. Para obter essa informação acerca do volume, definimos uma
função f : M → L tal que f(x) = 2x e M é um conjunto de pontos em Rn.

A partir do Teorema de Minkowski podemos encontrar uma nova constante para
estimar o mı́nimo de uma forma quadrática definida positiva.

Teorema 3 Seja S > 0 e µ(S) o seu mı́nimo, então µ(S) ≤ 4
π

·
{

Γ
(

n

2 + 1
)}2/n

|S|1/n

(Γ é a Função Gamma de Euler).

Agora, somos capazes de comparar as constantes para ver qual oferece a melhor
estimativa para n grande. Do teorema de Hermite, cn = (4/3)(n−1)/2 e pelo Teorema de

Minkowski temos c
′
n = 4

π
· {Γ (n/2 + 1)}2/n . Usando a função log nas duas constantes,

obtemos que

• log cn = ((n − 1)/2) · log (4/3) ∼ λn (λ > 0 constante);

• log c
′
n = log (4/π) + log

(
(Γ (n/2 + 1))2/n

)
∼ log n (usando a fórmula de Stirling,

que nos diz que log(Γ(x)) ≈ x · log(x)).

Obs: O sı́mbolo ∼ denota acima a noção de funções assintoticamente equivalentes,
i.e. f(x) ∼ g(x) se limx→∞ g(x)/f(x) = 1.

Portanto, c
′
n é mais adequada quando trabalhamos com n grande, pois oferecerá

uma melhor aproximação para µ(S).
É interessante notar como duas coisas com contextos matemáticos diferentes po-

dem estar relacionadas, visto que utilizamos o Teorema de Minkowski, uma ferramenta
geométrica, para melhorar a estimativa do mı́nimo de formas quadráticas, que é algo
algébrico. A redução de formas quadráticas tem algumas aplicações, entre elas na te-
oria de pontos racionais em curvas algébricas, na classificação de formas com certos
invariantes fixados (o discriminante, por exemplo) e também pode ser usada para ex-
plorar relações com ações de grupos de isometrias em geometria hiperbólica. Nosso
interesse futuro está voltado para essa última aplicação, queremos estudar como a
redução de formas se relaciona com encontrar pontos no domı́nio fundamental da
ação do grupo modular PSL(2,Z) no plano hiperbólico.
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Resumo:
Queremos provar um teorema de natureza geométrica por meio de um argumento

algébrico. Mais precisamente, provaremos que os subgrupos finitos de rotação no
espaço tridimensional correspondem aos grupos de simetrias dos poliedros regulares,
usando ferramental de ação de grupo.

Teorema 1. Todo subgrupo finito de SO(3) é ou (1) um grupo cı́clico; ou (2) um
grupo diedral; ou é o grupo de simetrias (3) do tetraedro; ou (4) do octaedro; ou
(5) do icosaedro.

Seja G um subgrupo finito de SO(3). Se |G| = 1, então G é cı́clico trivialmente.
Suponhamos que |G| > 1. Naturalmente, o grupo G age sobre R3 por multiplicação
à esquerda. Como rotações preservam norma, podemos restringir a ação de G à
esfera unitária S2 := {v ∈ R3 : ∥v∥ = 1}. Mas queremos um invariante mais forte.
Cada rotação não trivial g ∈ G \ {1} fixa uma reta contendo a origem, que inter-
secta S2 precisamente em dois pontos, os quais chamaremos de polos de g. Que-
remos restringir a ação de G ao conjunto de todos os polos, P := {p ∈ S2 : gp =
p, para algum g ∈ G \ {1}}. Basta mostrar que G leva polos em polos. De fato, se p é
polo de g, então, para todo h ∈ G, o ponto hp é polo de hgh

−1.
Vamos contar o número de rotações não triviais em G. Por um lado, sabemos que

G \ {1} tem |G| − 1 elementos. Por outro lado, escolha um polo p ∈ P , fixado por
|Stab(p)| − 1 rotações não triviais que também fixam o polo antipodal de p. Assim,
temos

2(|G| − 1) =
∑

p∈P

(|Stab(p)| − 1) . (1)

Note que precisamos do fator 2 no primeiro membro pois fizemos dupla contagem das
rotações que fixam um polo e seu antı́poda.

*Bolsista do PICME.
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Agora, vamos explorar como G age em P , olhando para suas órbitas. Observe que
as órbitas Ok (indexadas arbitrariamente) dos elementos de P formam uma partição
P = ∐

k Ok. Além disso, polos numa órbita Ok têm estabilizadores de mesma ordem,
a qual chamaremos de |Stabk|. Com isso, podemos agrupar os termos do segundo
membro da Equação 1 por órbitas, donde

2(|G| − 1) =
∑

k

|Ok|(|Stabk| − 1) , (2)

pois há |Ok| polos na órbita OK , e o estabilizador de cada um deles tem ordem |Stabk|.
O Teorema de Órbita-Estabilizador garante que |G| = |Ok||Stabk|. Substituindo na
Equação 2, vem 2(|G|−1) = ∑

k(|G|−|Ok|). Dividindo por |G|, obtemos a fórmula final.

2
(

1 − 1
|G|

)
=
∑

k

(
1 − 1

|Stabk|

)
(3)

Observe que o primeiro membro é menor que 2 e que cada parcela do segundo mem-
bro é maior que 1/2. Portanto podem existir, no máximo, três órbitas (quatro já seria
demais, pois o segundo membro ultrapassaria 2).

Agora resta esmiuçar a numerologia dos casos possı́veis.

• Se existe uma só órbita, então a Equação 3 fica 2(1−1/|G|) = 1−1/|Stab1|, o que
é absurdo porque o segundo membro é menor que 1, mas o primeiro membro
não é, já que |G| > 1.

• Se existem precisamente duas órbitas, então 2(1 − 1/|G|) = (1 − 1/|Stab1|) +
(1 − 1/|Stab2|), logo 2/|G| = 1/|Stab1| + 1/|Stab2|. Pelo Teorema de Órbita-
Estabilizador, a ordem de um estabilizador divide |G|, logo |Stabk| ≤ |G|; isso
significa que, das somas 1/|Stab1| + 1/|Stab2|, o mı́nimo é 1/|G| + 1/|G| = 2/|G|.
Logo a única solução possı́vel é |Stab1| = |Stab2| = |G|, que acarreta |O1| =
|O2| = 1. Ou seja, só há dois polos, que são fixos por G. Então G é o grupo das
rotações em torno da reta definida por esses polos, que é cı́clico.

• Se existem três órbitas, então 2(1 − 1/|G|) = (1 − 1/|Stab1|) + (1 − 1/|Stab2|) +
(1 − 1/|Stab3|), o que equivale a

2
|G| = 1

|Stab1|
+ 1

|Stab2|
+ 1

|Stab3|
− 1 . (4)

Escolhendo ı́ndices tais que |Stab1| ≤ |Stab2| ≤ |Stab3|, o menor estabilizador
tem dois elementos |Stab1| = 2. De fato, não pode ser menor, pois polos têm
estabilizadores não triviais; tampouco pode ser maior, senão 1/|Stabk| ≤ 1/3,
logo o segundo membro da equação acima não seria positivo, absurdo.

Para terminar o terceiro caso, vamos dividir em subcasos.

1. Se |Stab2| = 2 também: a Equação 4 fica

2
|G| = 1

2 + 1
2 + 1

|Stab3|
− 1 ,

donde |G| = 2|Stab3|. Pelo Teorema de Órbita-Estabilizador, segue que |O3| = 2.
Como essa órbita é formada por apenas dois polos, p e p′, todo g ∈ G ou fixa
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os dois (então g é rotação em torno da reta ℓ contendo p e p′) ou os permuta
(então g é rotação por um ângulo π em torno de uma reta ortogonal a ℓ). Em
todo caso, g é uma simetria de um polı́gono de |Stab3| lados. Além disso, toda
simetria desse polı́gono está em G, pois sabemos que G contém tanto as |Stab3|
rotações de C|Stab3| em torno de ℓ, como as rotações por π em torno das retas
perpendiculares a ℓ passando por um par polos antipodais (totalizando |Stab3|
rotações desse tipo). Portanto G é o grupo diedral D2|Stab3|.

2. Se |Stab2| > 2: para |Stab2| ≥ 4, o segundo membro da Equação 4 seria no
máximo 1/2 + 1/4 + 1/4 − 1 = 0, absurdo; logo |Stab2| = 3. E há outra restrição
análoga: para |Stab3| ≥ 6, terı́amos 1/2 + 1/3 + 1/6 − 1 = 0, absurdo; logo
3 ≤ |Stab3| ≤ 5.

Vamos ilustrar o processo para o caso do tetraedro (os demais são parecidos).
Para (|Stab1|, |Stab2|, |Stab3|) = (2, 3, 3), queremos mostrar que G = T . Antes

de qualquer coisa, vamos descrever nosso plano. É um bom começo mostrar que
|G| = |T |. Além disso, note que o conjunto V dos vértices do tetraedro e a órbita O3
têm ambos quatro elementos (Teorema de Órbita-Estabilizador). Nossa estratégia é
mostrar que O3 = V . Feito isso, teremos vencido, pois G age na órbita O3 = V , donde
G ⊆ T ; a outra inclusão segue facilmente porque já teremos mostrado que |G| = |T |.

Coloquemos o plano em ação. A Equação 3 nos dá que |G| = 12, que é justamente
a ordem de T . Dado x3 ∈ O3, note que seu estabilizador tem três elementos, logo
Stab(x3) = {1, h, h2}, em que h é a rotação por um ângulo 2π/3 em torno da reta ℓx3

definida por 0 e x3. Vamos ver como Stab(x3) age em O3. Como |O3| = 4, existe um
ponto gx3 ∈ O3 diferente de x3. Mas aı́ gx3, hgx3, h2gx3 são os vértices de um triângulo
equilátero num plano σ ortogonal a ℓx3 (⋆); resta mostrar que a distância de σ a x3
é tal que todas as faces do poliedro formado sejam triângulos equiláteros. Para isso,
vamos usar um argumento de simetria. Seja d a distância de σ a x3. Com um pouco de
geometria analı́tica, é possı́vel mostrar que o tetraedro de vértices x3, gx3, hgx3, h2gx3
tem arestas com medidas todas iguais se, e somente se, temos d = 4/3. Por absurdo,
suponha que d ̸= 4/3; nesse caso, as faces que não estão em σ seriam triângulos não
equiláteros. Mas aı́ podemos repetir o argumento que fizemos até agora com x3 para
outro ponto hkgx ∈ O3, escolhido k ∈ {0, 1, 2}. Assim, pelo raciocı́nio que usamos
para chegar em (⋆), os outros pontos hjgx, para j ̸= k, serão vértices de um triângulo
equilátero, absurdo. Então G = T , como querı́amos.
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Resumo:
Apresentamos a definição e os principais resultados de uma álgebra de Hopf H.

Para a construção desta estrutura, estudamos as definições de álgebras, coálgebras e
biálgebras, bem como seus principais resultados. Assim, definimos biálgebras a partir
da compatibilidade das estruturas de álgebra e coálgebra. A partir destes resultados,
foram estudadas as álgebras de Hopf, bem como seus principais exemplos e resulta-
dos clássicos (ver [1]). Também, estudamos os conceitos iniciais sobre módulos sobre
uma álgebra.

Além disso, apresentamos alguns resultados que nos permitem recuperar as estru-
turas de biálgebras e álgebras de Hopf a partir de suas categorias de módulos. Para
isso, estudamos conceitos e resultados iniciais de teoria de categorias, bem como
estudamos noções preliminares de funtores e transformações naturais. Assim, defini-
mos categorias e funtores monoidais e estudamos um resultado de reconstrução de
biálgebras a partir da categoria de módulos à esquerda sobre uma álgebra e um fun-
tor monoidal. Definimos categorias monoidais rı́gidas e mostramos que se H é uma
álgebra de Hopf, então a categoria dos H-módulos à esquerda é rı́gida. Assim, apre-
sentamos o teorema de reconstrução de Tannaka para álgebras de Hopf, que nos dá
uma relação biunı́voca entre álgebras de Hopf e uma categoria monoidal rı́gida junta
de um funtor que preserva duais (ver [4]).
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Álgebras de Hopf: a biálgebra tensorial em uma
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Resumo:
O objetivo deste trabalho é dar uma introdução às álgebras de Hopf e, em seguida,

apresentar o menor exemplo de álgebra de Hopf não comutativa e não cocomutativa,
descrito por Sweedler. Serão apresentados os conceitos de álgebra (utilizando produ-
tos tensoriais), coálgebra e biálgebra, a fim de definir álgebra de Hopf.

Uma K-álgebra (associativa e com unidade) é uma tripla ordenada (A, m, µ), em
que A é um K-espaço vetorial e m : A ⊗ A → A, µ : K → A são aplicações lineares
tais que os seguintes diagramas comutam:

A ⊗ A ⊗ A A ⊗ A

A ⊗ A A

m⊗id

id⊗m m

m

A ⊗ A

K ⊗ A A ⊗ K

A

m

µ⊗id

∼=

id⊗µ

∼=

As aplicações m e µ são chamadas multiplicação e aplicação unidade, respectiva-
mente.

Observe que a definição de K-álgebra acima é diferente da usual, na qual A é um
K-espaço vetorial munido de uma multiplicação bilinear · : A × A → A de forma que
A seja um anel associativo e com unidade. Mostra-se que ambas são equivalentes,
utilizando-se a relação m(a ⊗ b) = a · b. A definição via produtos tensoriais, no entanto,
tem importância fundamental neste trabalho, pois ao ser dualizada, fornece uma nova
estrutura: a de coálgebra.

Uma K-coálgebra (com counidade) é uma tripla ordenada (C, ∆, ε), em que C é
um K-espaço vetorial e ∆ : C → C ⊗ C, ε : C → K são aplicações lineares tais que
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os seguintes diagramas comutam:

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C

∆

∆ ∆⊗id

id⊗∆

C

K ⊗ C C ⊗ K

C ⊗ C

∼= ∼=

∆

ε⊗id id⊗ε

As aplicações ∆ e ε são chamadas comultiplicação e counidade, respectivamente.
A partir da definição usual de morfismos de álgebras (transformações lineares que

também são homomorfismos de anéis), define-se morfismos de álgebras utilizando
produtos tensoriais:

Sejam (A, mA, µA) e (B, mB, µB) K-álgebras. Uma aplicação linear f : A → B é
um morfismo de álgebras se os seguintes diagramas comutam:

A ⊗ A A

B ⊗ B B

mA

f⊗f f

mB

K

A B

µA µB

f

Dualizando-se a definição acima, obtém-se a definição de morfismo de coálgebras:
Sejam (C, ∆C , εC) e (D, ∆D, εD) K-coálgebras. Uma aplicação linear f : C → D é

um morfismo de coálgebras se os seguintes diagramas comutam:

C D

C ⊗ C D ⊗ D

f

∆C ∆D

f⊗f

C D

K

f

∆C ∆D

Uma K-biálgebra é uma quı́ntupla ordenada (H, m, µ, ∆, ε) tal que (H, m, µ) seja
uma álgebra, e (H, ∆, ε) seja uma coálgebra, satisfazendo uma das seguintes condições
equivalentes:

1. m e µ são morfismos de coálgebras;

2. ∆ e ε são morfismos de álgebras.

Se C é uma K-coálgebra e A é uma K-álgebra, então Hom(C, A) é uma álgebra
com o produto de convolução, definido por f ∗ g = m ◦ (f ⊗ g) ◦ ∆.

Uma álgebra de Hopf é uma biálgebra (H, m, µ, ∆, ε) em que idH é invertı́vel em
Hom(H, H) com o produto de convolução ∗. O inverso de idH é chamado antı́poda
para H, e usualmente denotado por S.

A álgebra tensorial em um K-espaço vetorial V é um par (ι, T (V )) que satisfaz a
seguinte propriedade universal:

1. T (V ) é uma K-álgebra e ι : V → T (V ) é uma aplicação linear.
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2. Se A é uma K-álgebra e f : V → A é uma aplicação linear, então existe uma
aplicação linear F : T (V ) → A dada por F ◦ ι = f .

Se C é uma K-coálgebra, então o par (ι, T (C)) definido acima satisfaz:

1. T (C) é uma K-biálgebra e ι : C → T (C) é um morfismo de coálgebras.

2. Se A é uma K-biálgebra e f : C → A é um morfismo de coálgebras, então existe
um morfismo de biálgebras F : T (C) → A dado por F ◦ ι = f .

Nessas condições, T (C) é uma biálgebra tensorial na coálgebra C.
Se A é uma K-biálgebra, então existe uma K-coálgebra C e um morfismo sobre-

jetor F : T (C) → A. Em particular, toda biálgebra é o quociente de uma biálgebra
tensorial.

A álgebra de Sweedler sobre K é a álgebra dada pelo quociente da álgebra livre
K⟨z1, z2⟩ pelo ideal I = ⟨z2

1 − 1, z2
2 , z1z2 + z2z1⟩. Denota-se H4 = K⟨z1, z2⟩/I, e também

g = z1 + I, x = z2 + I. Em H4, valem as relações

g2 = 1, x2 = 0, gx = −xg.

O conjunto {1, g, x, gx} forma uma base de H4 como K-espaço vetorial, e portanto
H4 possui dimensão 4. A terna (H4, m, µ, ∆, ε, S) é uma álgebra de Hopf, em que a
aplicação linear S : H4 → H4 é definida por

S(1) = 1, S(g) = g, S(x) = −gx, S(gx) = −gxg.

Se K possui caracterı́stica ̸= 2, então H4 é uma álgebra de Hopf não comutativa e não
cocomutativa.

A álgebra de Sweedler é um caso particular de álgebras de Taft, que são dadas
pelo quociente da álgebra livre K⟨z1, z2⟩ pelo ideal I = ⟨zn

1 −1, zn
2 , z1z2−qz2z1⟩. Denota-

se Hn,q = K⟨z1, z2⟩/I, e também g = z1 + I, x = z2 + I. Em Hn,q, valem as relações

gn = 1, xn = 0, gx = qxg.

O conjunto {gixj | 0 ≤ i, j ≤ n − 1} forma uma base de Hn,q como K-espaço vetorial,
e portanto Hn,q possui dimensão n2.
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Resumo: A seguir, introduziremos as definições básicas necessárias para contex-
tualizar o problema tratado neste projeto. As referências principais para os tópicos
discutidos são [1], [2] e [3].

Seja K um corpo de char(K) ̸= 2. Uma K-álgebra de Jordan (J, ·) é uma K-álgebra
comutativa que satisfaz a identidade de Jordan:

(a2 · b) · a = a2 · (b · a) para todo a, b ∈ J. (1)

Dada uma K-álgebra associativa (não necessariamente comutativa) (A, ·) podemos
definir no espaço vetorial subjacente a A uma nova operação de produto ⊙ : A×A → A
dada por

a ⊙ b = 1
2 (a · b + b · a) para todo a, b ∈ A. (2)

Uma conta direta mostra que (A, ⊙) é uma álgebra de Jordan e a denotaremos por A+.
Essa simples construção da origem a uma pergunta natural: toda álgebra de Jordan
é isomorfa a uma subálgebra de uma álgebra do tipo A+ onde A é uma K-álgebra
associativa? É conhecido que para o caso de álgebras de Lie a resposta é positiva
mas isso não acontece nas álgebras de Jordan, veja [1].

Definição: Uma K-álgebra de Jordan J que é isomorfa a uma subálgebra de A+,
onde A é uma K-álgebra associativa, é dita uma álgebra de Jordan especial. As
álgebras de Jordan que não são especiais são denominadas excepcionais.

Analogamente, define-se superálgebra de Jordan especial e excepcional. A saber,
Definição: Uma superálgebra de Jordan J = J0 +J1 é uma álgebra Z2-graduada,

i.e. J0 e J1 são subespaços de J que verificam Ji · Jj ⊆ Ji+j para todo i, j ∈ Z2, a qual
satisfaz as condições de supercomutatividade a · b = (−1)|a||b|b · a e de superidentidade

*Voluntário- PVA
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de Jordan

(a · b) · (c · d) + (−1)|b||c|(a · c) · (b · d) + (−1)|b||c|+|b||d|+|c||d|(a · d) · (b · c) =
((a · b) · c) · d + (−1)|c||d|+|b||c|((a · d) · c) · b + (−1)|a||b|+|a||c|+|a||d|+|c||d|((b · d) · c) · a,

para todos a, b, c, d ∈ J0 ∪ J1, em que |a| = i se a ∈ Ji . Uma superálgebra de Jordan
é dita especial se for uma subálgebra de uma álgebra associativa A = A0 + A1, Z2-
graduada com novo produto ⊙ definido por

a ⊙ b = 1
2

(
a · b + (−1)|a||b|b · a

)
para todo a, b ∈ A0 ∪ A1

e é dita excepcional caso contrário.
A motivação deste trabalho se baseia em responder ao problema de determinar a

dimensão minimal de uma álgebra de Jordan excepcional. Este problema, foi apresen-
tado em “Dniester notebook: unsolved problems in the theory of rings and modules”
por H. Petersson e A. M. Slin’ko, veja [4]. Em particular, iremos apresentar os avanços
quanto a resolução de uma versão análoga deste problema para superálgebras de Jor-
dan que apareceu pela primeira vez no artigo [5] de I. Shestakov, M. C. López-Dı́az e
S. Sverchkov. Neste artigo, os autores construı́ram um exemplo de uma superálgebra
de Jordan excepcional de dimensão 7. Este é o exemplo de menor dimensão que se
conhece até o presente.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é apresentar a fundamentação teórica
para encontrar e classificar todas as superálgebras de Jordan de dimensão pequena
e verificar se elas são especiais ou excepcionais até determinar a dimensão minimal.
Atualmente é conhecida a classificação completa das superálgebras de Jordan de
dimensão menor ou igual a 4, (veja [6] e [7]).
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Resumo:
Neste estudo, nos concentramos em analisar a definição, os resultados e os exem-

plos centrais de álgebras de Hopf. Para poder abordar o tema, foi necessário primeiro
compreender o conceito de produto tensorial, que estrutura todos os seguintes objetos
do estudo.

Em seguida, definimos o que são álgebras, coálgebras e biálgebras, além de suas
principais propriedades e exemplos mais importantes. Ainda nesse segmento, se-
guindo o texto de [1] e [2], vimos que, se C e D são coálgebras e f : C → D é um
morfismo de coálgebra, então as funções lineares de C para K, ou C∗, admite estru-
tura de álgebra induzida pela estrutura de C, chamada de álgebra dual, e f ∗ : D∗ → C∗

é um morfismo de álgebra.
Além disso, se A e B são álgebras de dimensão finita e f : A → B é um mor-

fismo de álgebra, então A∗ admite estrutura de coálgebra induzida pela estrutura de
A, chamada de coálgebra dual, e f ∗ : B∗ → A∗ é um morfismo de coálgebras.

As distinções entre os dois casos justificam o estudo do dual finito de uma álgebra.
Dada A álgebra, o dual finito de A, denotado por A◦, é definido como o subespaço
vetorial de A∗ tal que ∀f ∈ A∗ existe um ideal I ⊂ ker(f) com dim(A

I
) finita. Com essa

definição mostramos que A◦ estende a construção da coálgebra dual para álgebras
de dimensão infinita, ou seja, se A e B são álgebras de dimensão infinita e f : A → B
é um morfismo de álgebra, o dual finito de A, ou A◦, é o maior subespaço de A∗ que
admite estrutura de coálgebra induzida pela estrutura de A, e f ◦ = f ∗ |B◦ : B◦ → A◦ é
um morfismo de coálgebras.

Considerando os tópicos já mencionados, seguimos [1] e [3], onde estudamos o
caso do dual finito (KG)◦ para um grupo G de ordem infinita. Esta álgebra de Hopf é,
a menos de isomorfismo, a álgebra das funções de representações de G e é denotada
por RK(G).

*Bolsista do PET-Matemática.
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Neste caso, há uma interpretação em termos de representações do grupo G: um
funcional f pertence a RK(G) se, e somente se, existir uma representação ρ : G →
GL(V ), onde V é um espaço de dimensão finita, juntamente com um vetor v ∈ V e um
funcional linear ϕ ∈ V ∗, tais que f(g) = ϕ(ρ(g)v) para todo g ∈G. Por fim, mostramos
que, quando H é uma biálgebra, o espaço H◦ também é uma biálgebra, e que H◦ se
torna uma álgebra de Hopf quando H é uma álgebra de Hopf.
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Resumo:
Neste trabalho nos dedicamos a estudar o espaço lp, com maior destaque na im-

portância das inequações de Hölder e Minkowski na demonstração da desigualdade
triangular.

Dado um número real p ⩾ 1, os elementos do espaço lp são, por definição, sequências
x = (xj) = (x1, x2, ...) de números reais tais que

∞∑

j=1
|xj|p < ∞

Sobre lp, dados elementos x e y, definimos

d (x, y) =



∞∑

j=1
|xj − yj|p




1/p

Para que (lp, d) seja um espaço métrico é necessário que ele satisfaça, dados
elementos x, y, z, os seguintes axiomas:

(M1) d tem valor real, finito e positivo.

(M2) d (x, y) = 0 se, e somente se, x = y.

(M3) d (x, y) = d (y, x).

(M4) d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y). (Desigualdade Triangular)

O maior desafio é demonstrar a desigualdade triangular e, para isso, utilizamos a
desigualdade de Hölder

∞∑

j=1
|xj − yj| ≤

( ∞∑

k=1
|xk|p

)1/p ( ∞∑

m=1
|ym|q

)1/q

*Estudante voluntária do Programa de Iniciação Cientı́fica.
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onde p > 1 e
1
p

+ 1
q

= 1

além da desigualdade de Minkowski




∞∑

j=1
|xj + yj|




1/p

≤
( ∞∑

k=1
|xk|p

)1/p ( ∞∑

m=1
|ym|q

)1/q

em que x = (xj) e y = (yj).

Estas duas são de suma importância no estudo do espaço lp e suas distintas
aplicações, e com elas conseguimos montar um passo-a-passo para a demonstração
da desigualdade triangular em lp.

Este estudo foi motivado pela participação no projeto de Iniciação Cientı́fica em
Análise Funcional, que analisa o livro “Introductory Functional Analysis with Applicati-
ons” de Kreyszig em 2024. O projeto tem aprofundado meus conhecimentos teóricos
e desenvolvido habilidades crı́ticas de análise e interpretação matemática.
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Resumo:
Este trabalho teve como objetivo realizar um estudo dos números e polinômios de

Bernoulli, explorar suas múltiplas conexões com as conhecidas funções Zeta, Gama
e Teta, bem como fazer importantes aplicações na Teoria dos Números. Investigaram-
se e analisaram-se as diferentes maneiras de introduzir e caracterizar os polinômios
de Bernoulli e, posteriormente, obtiveram-se os Números de Bernoulli. Além disso,
calcularam-se as séries de Fourier para os polinômios de Bernoulli, que permitiram re-
lacionar a função Zeta com números primos e com os números de Bernoulli; estudaram-
se as séries de potências que geram os polinômios e os números de Bernoulli, o que
por sua vez permitiram obter propriedades de simetria para esses polinômios e a ex-
pansão de Euler-Maclaurin, a qual foi empregada em algumas aplicações. Para tanto,
usou-se as ferramentas do Cálculo Diferencial e Integral e noções de convergência de
séries.

Introdução:
Os números e polinômios de Bernoulli, descobertos independentemente pelo ma-

temático suı́ço Jacob Bernoulli e pelo japonês Seki Takakazu no século XVIII, formam
uma vasta rede de conexões matemáticas que ainda desperta grande interesse na
matemática moderna. Neste resumo, exploramos as definições e as caracterizações
dos números e polinômios de Bernoulli, bem como as suas múltiplas conexões e
aplicações. Por fim, destacaremos sua importância em áreas como análise e teo-
ria dos números.

*Bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciação Cientı́fica - PIBIC e aluna do curso de
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Principais Resultados:
A seguir, exploramos as definições e propriedades fundamentais relacionadas aos

números e polinômios de Bernoulli, bem como algumas de suas principais aplicações
e conexões.

Números de Bernoulli:
Os números de Bernoulli, denotados por Bm, com m ≥ 0, são definidos por meio

da função geradora:

x

ex − 1 =
∞∑

m=0
xm Bm

m! . (1)

Além disso, esses números podem ser determinados por meio de uma relação
de recorrência. Tomando-se, inicialmente, que B0 = 1, para valores de m ≥ 1, a
recorrência é dada por

Bm = − 1
m + 1

m−1∑

j=0

(
m + 1

j

)
Bj. (2)

É importante destacar que, para naturais ı́mpares m maiores do que 1, temos
Bm = 0. Isto é, todos os números de Bernoulli de ı́ndice ı́mpar, exceto B1, são nulos
[1] e [3].

Polinômios de Bernoulli:
Os polinômios de Bernoulli, denotados por Bm(x), são definidos pela série de

potência

tetx

et − 1 =
∞∑

m=0

Bm(x)tm

m! , (3)

onde t ∈ (−2π, 2π) e t ̸= 0. Esses polinômios são os únicos que satisfazem as seguin-
tes propriedades:

B0(x) = 1, B′
m(x) = mBm−1(x) e

∫ 1

0
Bm(x) dx = 0.

Há uma conexão direta entre os polinômios e os números (2) por meio de

Bm(x) =
m∑

k=0

(
m

k

)
Bkxm−k. (4)

É importante salientar que Bm = Bm(0).
Os polinômios de Bernoulli B1(x) e Bm(x), para m ı́mpar, usando resultados co-

nhecidos das séries de Fourier, podem ser escritos como uma série de Fourier em
senos, enquanto Bm(x), para m par, possui a série de Fourier em cossenos [4].

Conexões:
Os números de Bernoulli estão presentes em diversas expansões de Taylor de

funções trigonométricas. Por exemplo, eles aparecem nas expansões das funções
x coth(x) e z cot(z) [2] e [3]. Além disso, os números de Bernoulli estão presentes na
função Zeta de Riemann para valores m par, com m ≥ 2, bem como possuem uma
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relação com a função Gama [3] e [4].

Aplicações:
Dada uma função f definida num intervalo [a, b], onde a e b são naturais e f ∈

Cm([a, b]), a soma dos valores de f nos inteiros do intervalo [a, b] possui a seguinte
aproximação, a qual é chamada de Fórmula de Euler-Maclaurin,

b−1∑

k=a

f(k) =
∫ b

a
f(x) dx +

m∑

i=1

Bi

i! (f (i−1)(b) − f (i−1)(a)) + Rm. (5)

Utilizando a Fórmula de Euler-Maclaurin, obtivemos uma expressão para a cons-
tante de Euler-Mascheroni γ em termos dos números de Bernoulli [3], encontramos
uma aproximação para o fatorial de n, para n grande [3], e provamos a lei de simetria
da função Teta de Jacobi [4].

Conclusão:
Os números e polinômios de Bernoulli, descobertos independentemente por Jacob

Bernoulli e Seki Takakazu, formam sequências em Q e Q[x], respectivamente. Suas
aplicabilidades se estendem desde expansões de séries até conexões profundas com
a função Zeta de Riemann. Portanto, os números e polinômios de Bernoulli são es-
senciais em diversas aplicações teóricas e práticas, justificando seu estudo contı́nuo.
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Resumo:
A análise de Fourier oferece ferramentas e técnicas fundamentais para o estudo de

equações diferenciais parciais, com aplicações em processamento de sinais, condução
de calor e várias outras áreas da fı́sica e engenharia.

Este projeto iniciou-se com o estudo do método de separação de variáveis, introdu-
zido por Fourier, para problemas de valor de contorno envolvendo equações do calor
e da onda. A partir dessa abordagem, fica evidenciado a Série de Fourier na forma:

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

[
an cos

(2πnx

T

)
+ bn sin

(2πnx

T

)]
,

com os coeficientes an e bn definidos da seguinte forma:

a0 = 1
T

∫ T

0
f(x) dx,

an = 2
T

∫ T

0
f(x) cos

(2πnx

T

)
dx, n ≥ 1,

bn = 2
T

∫ T

0
f(x) sin

(2πnx

T

)
dx, n ≥ 1.

Na sequência passamos ao estudo da teoria sobre a convergência das Séries de
Fourier para funções periódicas e suas propriedades, nas quais fica demonstrado que
se uma função é diferenciável por partes, então sua Série de Fourier converge pontu-
almente para a média de seus limites laterais neste ponto. Em particular, para funções
diferenciáveis, a Série de Fourier converge para a própria função.

No caso particular em que a função apresenta uma descontinuidade do tipo salto,
observa-se que as somas parciais da Série de Fourier nas proximidades dessa des-
continuidade exibem uma fenômeno oscilatório muito caracterı́stico, que fica evidentes
para qualquer observador.

*Programa de voluntariado acadêmico da UFPR
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Figura 1: Fenômeno de Gibbs para a função de Heaviside com n = 100.

Esse fenômeno é conhecido como Fenômeno de Gibbs, em homenagem ao ci-
entista americano Josiah W. Gibbs (1839–1903), cujas contribuições teóricas foram
fundamentais para a fı́sica, quı́mica e matemática. Gibbs colaborou com Maxwell e
Boltzmann na criação da mecânica estatı́stica, fez contribuições cruciais para a ter-
modinâmica e foi elogiado por Albert Einstein como ”a maior mente na história ameri-
cana”.

Neste trabalho, falaremos um pouco mais das contribuições de J. W. Gibbs para a
ciência e provaremos que, embora a convergência pontual ocorra, a diferença absoluta
entre a função e a soma parcial da série sempre possui um ponto no qual tal diferença
é de aproximadamente 9% da amplitude do salto.
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Resumo:
O Cálculo de Ordem Arbitrária, atualmente conhecido como Cálculo Fracionário,

oferece métodos e ferramentas para o cálculo de derivadas e integrais de ordens
não inteiras, mantendo a noção de ordem como o número de vezes que se realiza
uma derivação ou integração, no caso de ordens inteiras. Essa abordagem expande
o cálculo tradicional ensinado nos cursos superiores e foi mencionada pela primeira
vez em 1695, com o cálculo da derivada de meia ordem apresentada por Leibniz
e l’Hôpital. Além deles, matemáticos como Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Liou-
ville, Riemann, e Caputo desempenharam papéis fundamentais no desenvolvimento
do Cálculo Fracionário.

Este trabalho busca traçar a evolução do cálculo de ordem não inteira, com o ob-
jetivo de obter formulações modernas que generalizem as expressões para derivadas
e integrais de ordens arbitrárias. Dada a existência de diferentes abordagens para o
cálculo fracionário, é importante destacar que nosso estudo se baseia na teoria da
integral de Riemann-Liouville e a Derivada de Caputo.

Nossa investigação começou com o estudo das funções Gamma, Beta e de Mittag-
Leffler de dois parâmetros, descritas abaixo:

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−t dt, Re(z) > 0,

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1 dt, Re(x), Re(y) > 0

e

Eα,β(z) =
∞∑

n=0

zn

Γ(αn + β) , Re(α), Re(β) > 0
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e de suas principais propriedades, obtendo assim as ferramentas fundamentais para
o cálculo das integrais repetidas de Cauchy, as quais surgem naturalmente na teoria
e são essenciais para a compreensão de suas fórmulas e aplicações.

Na sequência passamos ao Cálculo das integrais repetidas de Cauchy, obtendo a
integral de Riemann-Liouville

Iαf(x) = 1
Γ(α)

∫ x

0
(x − t)α−1f(t) dt, α > 0, Re(α) > 0

e da derivada de Caputo de ordem α ∈ (0, 1)

CDαf(x) = 1
Γ(1 − α)

∫ x

0
(x − t)−α

[
d

dt
f(t)

]
dt, 0 < α < 1

obtendo resutados como a integral de meia ordem da função trigonométrica sen(x)

I
1
2 [sen(x)] =

∞∑

k=0

(−1)k.x2k+ 3
2

Γ(2k + 5
2)

e a derivada de meia ordem de uma função polinomial qualquer

CD
1
2 [cxn] = c

Γ(n + 1)
Γ(n + 1

2)xn− 1
2 , c, n ∈ R

com todos os resultados obtidos através do desenvolvimento das expressões mencio-
nadas anteriormente, utilizando as técnicas conhecidas do cálculo tradicional.

Após o estudo dessas bases teóricas, passamos a explorar suas aplicações. Uma
dessas aplicações é a modelagem do decaimento radioativo do Césio-137, elemento
relacionado ao trágico episódio ocorrido em Goiânia, em 1987. Esse acidente resultou
do manuseio indevido de um equipamento de radioterapia abandonado, que ainda
continha Césio-137, levando à morte de quatro pessoas. A pesquisa busca, portanto,
utilizar o Cálculo Fracionário para entender melhor alguns dos problemas relacionados
ao decaimento radioativo deste elemento, em comparação com o modelo clássico
usual.
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Resumo:
Nosso objetivo neste trabalho é apresentar algumas propriedades interessantes

dos espaços métricos discretos. Esses espaços desempenham um papel importante
na ilustração de alguns conceitos fundamentais, ajudando em construções teóricas e
exemplos. Além disso, desempenham um papel interessante na construção de contra-
exemplos, o que nos ajuda a construir uma base importante para estudarmos estrutu-
ras mais complicadas da Análise Funcional.

Um espaço métrico é uma estrutura matemática formada por um conjunto X e uma
função real d chamada métrica. Para que (X, d) seja considerado um espaço métrico,
a função d deve satisfazer os seguintes axiomas para todo x, y, z ∈ X:

(M1) d tem valor real, finito e positivo.

(M2) d (x, y) = 0 se, e somente se, x = y.

(M3) d (x, y) = d (y, x).

(M4) d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y).

Já o espaço métrico discreto é um exemplo especı́fico, onde a métrica d é definida
da seguinte forma:

d(x, y) =




1, se x ̸= y,

0, se x = y.

Ou seja, d toma o valor 1 para qualquer par de pontos distintos e 0 para pares de
pontos idênticos. Perceba, imediatamente, que essa métrica cria uma estrutura onde
todos os pontos estão “isolados” uns dos outros.

*Estudante voluntária do Programa de Iniciação Cientı́fica
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Dentre as diversas propriedades que um espaço métrico discreto X satisfaz, po-
demos começar entendendo as bolas abertas. Por definição, uma bola em um espaço
métrico é o conjunto de pontos que estão a uma distância menor que um número real
r de um ponto fixo x0. Assim, perceba que tal bola pode ter apenas dois resultados:

B(x0, r) =




{x0}, se r < 1,

X, se r ⩾ 1.

Com essa consideração sobre as bolas no espaço métrico discreto X, podemos
perceber que todo subconjunto de X é aberto e fechado ao mesmo tempo.

Por conta de tal propriedade, podemos também estudar a separabilidade de X.
Relembre que um espaço métrico é separável quando possui um subconjunto enu-
merável denso. Assim, se X é um espaço métrico discreto, podemos mostrar que ele
é separável se, e somente se, ele é contável.

Outra importante consequência sobre X é que, diferentemente do conjunto dos
números reais com a métrica usual do módulo, nem todo subconjunto fechado e limi-
tado de X é compacto; basta considerar o próprio X se ele for infinito.

Também falaremos um pouco sobre as sequências em um espaço métrico discreto
X. Particularmente, veremos que uma sequência em X é de Cauchy se, e somente
se, ela eventualmente se torna constante. Da mesma forma, essa condição é ne-
cessária e suficiente para que uma sequência em X seja convergente.

Por fim, veremos que qualquer função cujo domı́nio seja um espaço métrico dis-
creto – e cujo contradomı́nio seja qualquer outro espaço métrico — é contı́nua.

Este estudo, realizado como parte de um projeto de Iniciação Cientı́fica, teve como
base o livro “Introductory Functional Analysis with Applications” do Kreyszig. A investi-
gação das propriedades dos espaços métricos discretos aprofundou conceitos funda-
mentais da Análise Funcional, evidenciando a importância desses espaços na constru-
ção de exemplos e contraexemplos quanto na fundamentação teórica.
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Resumo:
A partir das ideias naturais do que seria o “tamanho” de conjuntos, as medidas são

funções µ definidas em uma σ-Álgebra que preservam propriedades intuitivas nesse
contexto, a saber:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) µ(E) ≥ 0, para todo conjunto E;

(iii) µ


 ⋃

n∈N
En


 =

∑

n∈N
µ(En), se a sequência {En}n∈N for disjunta.

Em particular, neste trabalho foi estudada a medida de Lebesgue, que generaliza
a noção de comprimento de subconjuntos de R.

Com o auxı́lio da teoria da medida e o estudo de funções mensuráveis (funções
que são suficientemente bem-comportadas) estabelecemos a definição da integral de
Lebesgue, definida primeiramente para funções simples (combinações lineares de
funções caracterı́sticas de conjuntos mensuráveis) e, posteriormente, para funções
mensuráveis e não-negativas. Por último, definimos tal integral para funções men-
suráveis, da seguinte forma:

∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ

em que f+ = sup{f, 0} e f− = sup{−f, 0}, ou seja f = f+ − f−. Dizemos que uma
função é integrável quando

∫
fdµ for finito.

A integral de Lebesgue coincide com a de Riemann para funções limitadas e não
negativas definidas em domı́nios limitados, mas nos possibilita integrar também outras
funções que não são Riemann integráveis, como por exemplo a função de Dirichlet:

*Bolsista PET-Matemática UFPR
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D(x) =
{

1, se x ∈ Q,
0, se x ̸∈ Q.

A partir daı́, surgem resultados importantes na teoria da integração, como o Teo-
rema da Convergência Monótona e o Teorema da Convergência Dominada de Lebes-
gue.

O conjunto das funções integráveis forma um espaço vetorial com as operações
usuais de adição de funções e multiplicação por escalar. Uma forma natural de definir
uma norma nesse espaço é através da expressão

∥f∥ =
∫

|f | dµ.

Embora essa expressão satisfaça as propriedades da desigualdade triangular e da
homogeneidade, ocorre que funções não nulas podem ter norma igual a zero, ou seja,
a integral de seu módulo pode ser zero. Para contornar essa situação, introduzimos
uma relação de equivalência: duas funções são equivalentes se diferirem apenas em
um conjunto de medida nula. Assim, o espaço quociente resultante é um espaço
normado, denotado por L1.

Após a definição do espaço L1, podemos generalizar para os chamados espaços
Lp, em que 1 ≤ p < ∞. O espaço Lp é formado por funções f tais que |f |p ∈ L1, ou
seja, funções cuja p-ésima potência é integrável. A norma nesse espaço é definida
por

∥f∥p =
(∫

|f |p dµ
) 1

p

.

Esses espaços Lp possuem diversas propriedades importantes. Por exemplo, todos
eles são espaços de Banach, o que significa que toda sequência de Cauchy em Lp é
convergente em relação à norma.

Um caso particularmente relevante é quando p = 2, pois a norma em L2 provém
de um produto interno definido por

⟨f, g⟩ =
∫
fg dµ.

Assim, o fato de L2 ser um espaço de Hilbert confere a ele uma estrutura que possibi-
lita o uso de diversos conceitos e resultados da Análise Funcional, como o estudo de
operadores lineares, operadores adjuntos e o Teorema de Representação de Riesz.

Por fim, abordamos o conceito de solução fraca para equações diferenciais. Mais
precisamente, dado um operador diferencial L e f ∈ L2, dizemos que u ∈ L2 é uma
solução fraca da equação Lu = f se

⟨f, ψ⟩ = ⟨u, L∗ψ⟩,

para todo ψ ∈ C∞
0 , em que L∗ é o operador adjunto de L e C∞

0 é o espaço das funções
suaves com suporte compacto. Mostraremos que, se Ω for um domı́nio limitado e
f ∈ L2(Ω), então, para qualquer operador diferencial L com coeficientes constantes, a
equação Lu = f admite uma solução fraca u ∈ L2(Ω).
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Resumo:
A Função Gama é uma função que generaliza o fatorial para um domı́nio maior do que
apenas os números naturais e o zero. Ela é dada da seguinte forma:

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1e−t dt ∀ x ∈ R − Z−1

Nosso foco é analisar as restrições para sua unicidade - visto que há mais funções
que generalizam o fatorial - e calcular o “fatorial” de 1/2.

Dizemos que uma função G generaliza o fatorial quando ela satisfaz o seguinte:




G(n + 1) = n! ∀ n ∈ N ∪ 0
G(x + 1) = xG(x) ∀ x ∈ R − Z−,

Como mencionado, existem diversas funções que conseguem obedecer estas re-
gras; por isso, adicionamos mais uma restrição para conseguir provar que a Função
Gama será a única generalização do fatorial. Tal restrição é que lnΓ(x) seja convexa.

Para, de fato, mostrarmos que a Função Gama satisfaz tal restrição, veja que:

d2

dx2 (lnΓ(x)) = d

dx

(
Γ′(x)
Γ(x)

)

= Γ′′(x)Γ(x) − (Γ′(x))2

(Γ(x))2 ,

O denominador dessa equação, (Γ(x))2, é obviamente positivo. Já no numerador,

*Bolsista do PICME
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utilizando da inequação de Cauchy-Schwarz, temos:

(Γ′(x))2 =
(∫ ∞

0
(e−t/2t(x−1)/2)(e−t/2t(x−1)/2ln(t))dt

)2
,

⩽
(∫ ∞

0
e−ttx−1dt

)(∫ ∞

0
e−ttx−1(ln(t))2dt

)

⩽ Γ(x)Γ′′(x).

Com isso, pode-se garantir que:

Γ′′(x)Γ(x) − (Γ′(x))2

(Γ(x))2 ⩾ 0.

Ou seja, lnΓ(x) é convexa e podemos provar que Γ(x) é a única que obedece a
tais três restrições.

Além disso, um valor especial para se calcular da o fatorial, ou a Função Gama, é
em x = 1/2. Aplicando uma mudança de variáveis, obtém-se:

Γ(1/2) =
∫ ∞

0

e−t

√
t
dt

= 2
∫ ∞

0
e−u2

du.

(1)

Mas perceba que:
(∫ ∞

−∞
e−u2

du
)2

=
(∫ ∞

−∞
e−u2

du
)(∫ ∞

−∞
e−v2

dv
)

=
∫∫

R
e−(u2+v2)du dv,

(2)

que em coordenadas polares fica:

(2) =
∫ 2π

0

1
2 dθ

= π.

Como e−u2 é uma função par, temos que:

∫ ∞

0
e−u2

du =
√

π

2 .

Assim, finalmente retornando para a equação (1):

Γ(1/2) = 2 ·
√

π

2 ⇒ Γ(1/2) =
√

π.

E, como um bônus, vemos que a generalização do fatorial nos presenteia com uma
certa conexão com o número π.
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Resumo:
O trabalho inicia-se com o estudo das propriedades gerais de SU(2), o grupo das

matrizes 2 × 2 especiais unitárias, definido como

SU(2) = {u ∈ C2×2 : det(u) = 1 e u∗u = I}.

É possı́vel verificar que todo elemento u ∈ SU(2) pode ser escrito da forma

u =
(
α β

−β α

)
, em que α, β ∈ C e |α|2 + |β|2 = 1.

O objetivo do estudo é a Análise de Fourier no SU(2), focando no estudo das
representações de SU(2) e nas propriedades de funções definidas no grupo. Para
isso, é necessário entender como as operações se dão em SU(2), além de estabelecer
as noções de derivadas e integrais de funções definidas neste grupo. As relações
entre a Álgebra de Lie no SU(2) e alguns campos de vetores especiais de SU(2) nos
auxiliarão na investigação de propriedades de equações diferenciais no grupo.

Baseando-se no homeomorfismo fornecido de SU(2) para a esfera unitária euclidi-
ana de C2 e na identificação de C2 com a esfera unitária euclidiana S3 de R4, é possı́vel
parametrizar o grupo das matrizes 2×2 especiais unitárias através dos ângulos de Eu-
ler no SU(2). Os ângulos de Euler (ϕ, θ, ψ) dos intervalos de parâmetros 0 ≤ ϕ < 2π,
0 ≤ θ ≤ π e −2π ≤ ψ < 2π correspondem ao elemento do grupo

u(ϕ, θ, ψ) =
(

cos( θ2)ei(ϕ+ψ)/2 i sin( θ2)ei(ϕ−ψ)/2

i sin( θ2)e−i(ϕ−ψ)/2 cos( θ2)e−i(ϕ+ψ)/2

)
∈ SU(2).

Uma das maneiras de compreender as operações no grupo SU(2) é através de
um estudo do espaço quatérnio (H), que é uma R-álgebra associativa que, quando
pensada como espaço vetorial, possui {1, i, j, k} como base canônica. Neste espaço,
1 ∈ H é a unidade e as seguintes multiplicações estão impostas:

i2 = j2 = k2 = -1 = ijk.

*Bolsista do Programa de Iniciação Cientı́fica e Mestrado - PICME
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A aplicação x = (xm)3
m=0 7→ x01 + x1i + x2j + x3k identifica R4 com H. Além disso,

podemos induzir na esfera unitária S3 ⊂ R4 ∼= H uma estrutura de grupo.
Com isso, é possı́vel definir um homomorfismo bijetor S3 7−→ SU(2):

x 7−→ u(x) =
(
x0 + ix3 x1 + ix2

−x1 + ix2 x0 − ix3

)
=:
(
α β

−β α

)
,

com det u(x) = ∥x∥2
H = |x|2 = 1 e, portanto, S3 ∼= SU(2).

Desse modo, considerando a medida de Lebesgue em R4, podemos deduzir a
fórmula para a integral de Haar de SU(2) utilizando coordenadas polares para obter:

f 7−→
∫

SU(2)
f(x)dx = 1

16π

∫ 2π

−2π

∫ π

0

∫ π

−π
f(u(ϕ, θ, ψ)) sin(θ) dϕ dθ dψ.

Para um elemento X ∈ su(2), definimos o operador derivada DX por

DXf(u) = d
dtf(u exp(tX))

∣∣∣∣∣
t=0
,

no qual exp denota a exponencial de uma matriz.
Por fim, investigaremos propriedades de equações diferenciais da forma

DXf(u) + kf(u) = g(u),

em que k ∈ C e g ∈ C∞(SU(2)).
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Pseudo-Differential Operators on Compact Lie Groups and Global Hypoellipticity.
Journal of Fourier Analysis and Applications 20, 476–499, 2014.

52



Introdução aos espaços de Lebesgue com
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Resumo:
Os espaços de Lebesgue Lp desempenham um papel crucial na análise funcional

e no estudo de equações diferenciais parciais (EDPs). Para Ω ⊂ Rn e 1 ≤ p < +∞,
o espaço Lp(Ω) é composto por todas as funções mensuráveis f : Ω → R tais que a
p-ésima potência de seu valor absoluto seja integrável, ou seja, em relação à medida
de Lebesgue,

∥f∥p =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1/p

< ∞.

Esses espaços possuem caracterı́sticas interessantes, como:

• Lp são espaços vetoriais;

• Se p e q são conjugados, isto é, se 1
p

+ 1
q

= 1, então [Lp]∗ = Lq e vale a desigual-
dade de Hölder: ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q, para todo f ∈ Lp e g ∈ Lq;

• Lp são espaços de Banach, ou seja, espaços vetoriais normados completos, isto
é, em que toda sequência de Cauchy converge.

Esses espaços fornecem a base para estudar operadores lineares, dualidade e
várias técnicas, como interpolação, que são essenciais para resolver problemas em
diferentes contextos matemáticos. Em particular, as EDPs encontram no formalismo
dos espaços Lp um ambiente ideal para a formulação e resolução de problemas envol-
vendo a existência, unicidade e regularidade de soluções. Esses espaços permitem
trabalhar com funções mais gerais, muitas vezes menos regulares.

Existem funções que pertencem a Lpn((an, bn)), de modo que
⋃

(an, bn) = R, mas
que, mesmo assim, não existe p tal que essas funções pertençam a Lp(R). Ou
seja, existem funções que, localmente, pertencem a Lpn((an, bn)), sobre um intervalo
(an, bn), mas que não pertencem a nenhum espaço Lp(R) sobre toda a reta real. Um
exemplo dessas funções é a f(x) = |x|− 1

3 . Essas funções não são o foco deste es-
tudo, mas, a partir de casos como este, surge a seguinte pergunta: ao substituir o
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expoente p por uma função p(·), o espaço resultante Lp(·) apresenta semelhanças com
os espaços Lp? Mais precisamente, fixada uma função contı́nua p : Ω → (1, +∞),
quais são as propriedades das funções f : Ω → R que satisfazem

∫

Ω
|f(x)|p(x)dx < +∞?

Este trabalho tem como objetivo investigar os espaços Lp(·), bem como demonstrar
que, sob determinadas condições, as propriedades mencionadas acima dos espaços
de Lebesgue são preservadas.
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Resumo: Os Números Metálicos foram introduzidos pela matemática argentina Vera
W. de Spinadel [4], e são pouco conhecidos, exceto pelo famoso Número de Ouro.
Porém, essa família possui outros integrantes, que possuem propriedades, caracterís-
ticas e aplicações interessantes.

Neste trabalho investigamos tal família de números metálicos, um conjunto de nú-
meros, cujo nome foi cunhado pela professora Vera Spinadel, que por definição são
as raízes positivas de uma equação quadrática com coeficientes especiais, a saber,
a equação quadrática x2 − px − q = 0, em que p, q ∈ N, sendo N o conjunto dos nú-
meros Naturais positivos [4]. Os elementos dessa família são denotados por σp,q. A
investigação foi feita principalmente por meio de dissertações do PROFMAT, voltadas
à Educação Básica, bem como mediante artigos relacionados ao tema e, neste con-
texto, foram explorados conceitos de frações contínuas [1], relações de recorrência [2],
radicais contínuos [2], polígonos regulares e construções geométricas [3].

Citamos o membro mais famoso dessa família, o número de Ouro σ1,1 = 1 +
√

5
2 ,

seguido do número de Prata σ2,1 = 2 +
√

8
2 = 1 +

√
2, Bronze σ3,1 = 3 +

√
13

2 , Cobre

σ1,2 = 2, Níquel σ1,3 = 1 +
√

13
2 e Platina σ2,2 = 2 +

√
12

2 , entre outros. Por se origina-
rem de equações quadráticas, os números metálicos são ou um irracional quadrático,
ou seja, uma raiz real da equação que não é um quadrado perfeito (como é o caso
dos números de Ouro, Prata, Bronze, Níquel e Platina), ou um número inteiro (como é
o caso do número de Cobre) [5].

Os números metálicos têm, além da forma mencionada acima, expressões em
frações contínuas. Por exemplo, a representação do número de Prata em frações
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contínuas é dada por

σ1,2 = 2 + 1

2 + 1

2 + 1

2 + . . .

.

Além disso, os números metálicos estão associados a retângulos metálicos, isto é,
a razão entre dois de seus lados adjacentes é igual ao número metálico, os quais pos-
suem uma construção geométrica [2] e [3]. Uma característica muito interessante dos
retângulos metálicos, exclusiva dos retângulos provenientes dos números metálicos
do tipo σp,1, é que eles mantêm sua proporção infinitamente, isto é, dado o retângulo
metálico original, o retângulo lateral (gerado a partir da retirada de p quadrados de
lado igual à menor medida do retângulo metálico) é semelhante ao retângulo metálico
original, o que destaca uma propriedade fractal nestas figuras.

Outra relação interessante dos números metálicos é com as sequências de Fibo-
nacci generalizadas de segunda ordem Fn+2 − pFn+1 − qFn = 0, que por sua vez,
geram uma equação de segundo grau na forma x2 − px − q = 0, cuja raiz positiva é um
número metálico. Pode-se provar [4] que

lim
n→∞

Fn+1

Fn

= σp,q.

Por fim, nesta investigação relacionamos os números metálicos com radicais con-
tínuos [2], estudamos algumas situações em que alguns números metálicos podem
ser obtidos como a razão entre as medidas da diagonal e do lado de um polígono
regular [3], e a ideia de área metálica Ap,q, como sendo a área delimitada no primeiro
quadrante pela parábola g(x) = x2 e pela reta f(x) = px + q [3].

Com este trabalho pudemos perceber o número de ouro como um elemento par-
ticular de uma classe de números mais gerais, os números metálicos, e que estes
têm diversas ligações com outros conteúdos matemáticos, tanto no contexto algébrico
quanto geométrico, tornando-se uma investigação bastante rica de conhecimentos
matemáticos.
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Resumo:
No estudo de espaços topológicos, surge a noção de subconjuntos densos. Dia-

metralmente oposto a esse conceito, existe a ideia de conjuntos magros, que seriam
insignificantes no espaço, ou ainda o análogo a conjuntos de medida nula na Análise.
[2]

Assim, define-se conjuntos magros como aqueles que são união enumerável de
conjuntos cujo fecho tem interior vazio. Equivalentemente, são conjuntos contidos na
união enumerável de conjuntos fechados de interior vazio. Esses conjuntos são ditos
de primeira categoria. Todos os outros conjuntos que não satisfazem a essa condição
são ditos de segunda categoria.[3]

O Teorema das Categorias de Baire pode ser, então, enunciado no âmbito de
espaços métricos completos como:

Teorema das Categorias de Baire: Seja (X, d) um espaço métrico completo.
(1) Sejam Un ∈ X abertos densos em X para todo n. Então

⋂
n∈N

An é denso em X.

(2) Sejam Fn ∈ X fechados não vazios tais que X = ⋃
n∈N

Fn. Então existe n0 ∈ N tal

que Fn0 tem interior não vazio. Ou seja, um espaço métrico completo não pode ser
união enumerável de fechados magros. [1]

As duas formulações são equivalentes, mas cada uma torna possı́vel diferentes
aplicações.

O primeiro enunciado é útil para a construção de argumentos de existência. Nesse
sentido, se procuramos por algum elemento do espaço que tenha propriedades es-
pecı́ficas, podemos tomar conjuntos abertos e densos de pontos que tenham proprie-
dades arbitrariamente próximas àquela que buscamos. O teorema de Baire nos dirá,
então, que existe pelo menos um elemento com as propriedades desejadas. Este
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argumento é desenvolvido na prova de que existem funções contı́nuas que não são
deriváveis em nenhum ponto.

Já a segunda formulação é aplicada, por exemplo, na prova de que o conjunto
dos números reais não é enumerável. Como R é a união dos conjuntos unitários
(e fechados) dos seus pontos, caso fosse enumerável terı́amos que algum desses
conjuntos unitários teria interior não vazio, o que é um absurdo.
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Resumo:
A Teoria das Distribuições lida com uma extensão do conceito de função e

permite a análise de fenômenos que não podem ser descritos adequadamente por
funções convencionais. Um exemplo é o conhecido Delta de Dirac, que pode repre-
sentar fisicamente um impulso, i.e., uma força muito forte aplicada em um perı́odo
muito curto de tempo. O Delta de Dirac, denotado por δ, é definido através das se-
guintes propriedades:

δ(x) =
{

0, se x ̸= 0
+∞, se x = 0 e

∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1.

É perceptı́vel que o Delta de Dirac não é uma função comum, e foi inspirado
nele que o francês Laurent Schwartz, por volta de 1940, formalizou a teoria das
distribuições (ou funções generalizadas), ganhando inclusive uma medalha Fields por
isso.

O objetivo deste trabalho é compreender desde as funções teste, pertencen-
tes ao espaço C∞

0 , e o espaço D′ das distribuições, até as funções de Schwartz e
as distribuições temperadas. A motivação principal vem do fato que, a partir das
distribuições de Schwartz, conseguimos realizar uma análise mais ampla dos cha-
mados Operadores Diferenciais Parciais Lineares (ODPL).

Enunciamos a seguir a ideia proposta por Schwartz para generalizar o conceito
de função.

Definição 1: Dado um aberto X ⊂ Rn, uma distribuição é um funcional linear sobre
o conjunto das funções suaves e com suporte compacto u : C∞

0 (X) → C tal que u é
contı́nuo.
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Definição 2: Dizemos que u é contı́nuo se, para todo compacto K ⊂ X, existem
constantes C e k tais que:

|u(φ)| ≤ C
∑

|α|≤k

sup |∂αφ|, ∀ φ ∈ C∞
0 (K).

Na definição acima, α denota um multi-ı́ndice, ou seja, α ∈ Nn
0 . O conjunto das

distribuições definidas em X é denotado por D′(X).
A principal propriedade das distribuições é que elas são SEMPRE diferenciáveis.

Essa propriedade é especialmente importante no estudo dos ODPL, onde as soluções
podem não ser diferenciáveis de maneira clássica em todos os pontos. Com as
distribuições, é possı́vel resolver operadores que envolvem soluções com singulari-
dades ou comportamentos irregulares, ampliando assim o conjunto de problemas que
podem ser tratados analiticamente. Essa caracterı́stica se deve à definição de deri-
vada em distribuições, enunciada a seguir.

Definição 3: Sejam X ⊂ Rn um conjunto aberto, u ∈ D′(X) e α ∈ Nn
0 . Definimos a

derivada distribucional como:

∂αu(φ) := (−1)|α|u(∂αφ), ∀ φ ∈ C∞
0 (X).

De acordo com a definição acima, é de imediata constatação a diferenciabilidade
das distribuições.

Outra importante ferramenta no estudo dos ODPL é a Transformada de Fourier,
uma vez que esta “aniquila” as derivadas presentes em uma equação diferencial. Para
uma dada função f ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier da função f é dada por:

f̂(ξ) =
∫

Rn
f(x)e−i⟨x;ξ⟩dx, ξ ∈ Rn.

Quando lidamos com a Transformada de Fourier, geralmente estamos interessa-
dos na sua forma bijetiva, ou seja, queremos “ir e voltar” livrementes pelos espaços
de funções. Por isso, introduzimos o espaço das funções com decrescimento rápido,
conhecido como espaço de Schwartz:

S(Rn) := {f ∈ C∞ : sup
x∈Rn

|xβ∂αf(x)| < ∞, ∀ α, β ∈ Nn
0 }.

Nesse espaço, a Transformada de Fourier é bem definida e é uma aplicação bi-
jetiva. A partir disso, conseguimos definir uma nova classe de distribuições, na qual
podemos trabalhar com a transformada de Fourier.

Definição 4: Uma distribuição temperada é um funcional linear contı́nuo definido so-
bre o espaço das funções de Schwartz. O espaço das distribuições temperadas é
denotado por S ′. Assim, para um dado aberto X ⊂ Rn, temos:

S ′(X) := {u : S(X) → C | u é linear e contı́nuo}.

Munidos das ferramentas provenientes tanto da Teoria das Distribuições quanto
da Análise de Fourier, somos capazes de definir o conceito de transformada de Fourier
de uma distribuição.
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Definição 5: Dados um aberto X ⊂ Rn e uma distribuição u ∈ S ′(X), definimos a
transformada de Fourier da distribuição u da seguinte forma:

û : S ′(X) → C
û(φ) := u(φ̂), ∀ φ ∈ S(X).

Esse trabalho se propõe a ser o primeiro passo em direção ao estudo dos Opera-
dores Diferenciais Parciais Lineares. Nesse sentido, o estudo das distribuições serve
como uma base sólida para projetos futuros, oferecendo uma compreensão dos con-
ceitos fundamentais que sustentam a análise desses operadores.
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1 Introdução

O espaço métrico R pode ser construído a partir do completamento de Q munido da
métrica advinda da avaliação usual | · |∞ : Q → R≥0 definida por |r|∞ := sgn(r) · r. Uma
pergunta que pode então se levantar é: o que acontece se completarmos Q munido
de uma métrica advinda de outra avaliação? É o que esse texto pretende responder.

Definição: Uma avaliação em um corpo K é um mapa |·| : K → R≥0 tal que ∀ x, y ∈ K,
vale que |x| = 0 ⇔ x = 0, |xy| = |x||y| e |x + y| ≤ |x| + |y|.

Definição: Dado um corpo K, a avaliação trivial em K é a avaliação | · |triv = 1K∗ :
K → R≥0, onde 1A : X → R≥0 é a função característica de A ⊂ X e K∗ = K − {0}.

É fácil verificar que dada uma avaliação | · | em K, pode-se fabricar a métrica in-
duzida por | · | em K pondo d(x, y) := |x − y|. A noção de métrica é suficiente para o
conceito de completamento por sequências de Cauchy.

Definição: Definimos a avaliação p-ádica em Q, | · |p, pondo |0|p := 0 e |a/b|p :=
p−ordp(a/b) para a, b ∈ Z∗, onde ordp(a/b) := max{n ∈ N0 : pn|a} − max{n ∈ N0 : pn|b}.

Definição: Duas métricas d1, d2 são ditas equivalentes se dada uma sequência S,
S é de Cauchy com respeito a d1 se, e somente se, for de Cauchy com respeito a d2.
Mais ainda, duas avaliações são ditas equivalentes se induzem métricas equivalentes.

Vale [2] o seguinte teorema de classificação:

*Bolsista PICME.
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Teorema (Ostrowski): Dada uma avaliação ν : Q → R≥0, então ν é equivalente a
exatamente uma das seguintes avaliações não equivalentes duas a duas: ou a avali-
ação usual |·|∞, ou a avaliação trivial |·|triv, ou uma avaliação p-ádica |·|p, com p primo.

Com isso em mãos, vejamos as possibilidades:

1. Se d∞ é uma métrica equivalente à induzida pela avaliação usual | · |∞ em Q,
então o completamento de Q segundo essa métrica, (Q, d∞), é isométrico a R
munido de sua métrica usual.

2. Se dtriv é uma métrica equivalente à induzida pela avaliação trivial | · |triv em Q e
S = {rk}∞

k=1 é de Cauchy segundo dtriv, temos que para ε = 1, existe M tal que
∀ m, n ≥ M , vale dtriv(rm, rn) < 1 ⇒ |rm − rn|triv = 0 ⇒ rm = rn = rM , donde S
é estacionária e, portanto, converge (para rM ), tornando (Q, d) completo. Dessa
forma, o completamento de Q segundo essa métrica, (Q, dtriv), é isométrico ao
próprio (Q, dtriv).

3. Se dp é uma métrica equivalente à induzida pela avaliação usual | · |p em Q (e é
esse o cenário em que estamos interessados), então (Q, dp) não é completo, e
o completamento de Q segundo dp, (Q, p), é denotado por Qp e é denominado
corpo p-ádico.

Justificando a nomenclatura, pode-se conferir a Qp uma estrutura de corpo e mos-
trar que inclusão natural i : Q ↪→ Qp, i(r) := [(r)∞

k=1], é um homomorfismo injetor de
corpos que preserva dp no seguinte sentido: dp(r, s) = dp(i(r), i(s)). Aqui abusa-se de
notação ao usar dp para também denotar a métrica do completamento (Q, dp).

2 As diversas anomalias de Qp

O termo “irmãos” no título se refere aos corpos Qp. Doravante esse texto se res-
tringirá a listar, sem provas, diversas das tais “anomalias” que um corpo p-ádico Qp

exibe. As provas podem ser encontradas nas referências [1] e [2].

2.1 Anomalia arquimediana

Definição: Um corpo K munido de uma avaliação | · | é dito não-Arquimediano se
para todo x, y ∈ K, |x + y| ≤ max{|x|, |y|}. Nesse caso a avaliação | · | também é dita
não-Arquimediana.

Não é difícil verificar que | · |p, definida tanto em Qp quando na restrição Q é não-
Arquimediana, tornando Qp um corpo não-Arquimediano.

Teorema: Em um corpo não-Arquimediano K, se |x| ≠ |y|, então |x+y| = max{|x|, |y|}.

2.2 Anomalias geométricas

Como corolário do último teorema da subseção anterior, temos:

Corolário: Dados três pontos distintos x, y, z ∈ K, existem a1, b1, a2, b2 ∈ {x, y, z}
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tais que |a1 − b1| = |a2 − b2|, isto é, todo triângulo é isósceles.

Teorema: Todo ponto na bola B(c, r) := {x ∈ K : |x − c| < r} é um centro, isto
é, para todo c′ ∈ B(c, r), vale que B(c′, r) = B(c, r).

Corolário: Dadas duas bolas B1 = B(p1, r1) e B2 = B(p2, r2) com r1 ≤ r2, então
ou B1 ∩ B2 = ∅ ou B1 ⊂ B2.

2.3 Anomalias de análise

Teorema: Uma sequência {xk}∞
k=1 em um corpo não-Arquimediano K é de Cauchy

se, e somente se, |xk+1 − xk| → 0 quando k → ∞.

Teorema: Em um corpo não-Arquimediano completo K,
∑∞

k=1 xk converge se, e so-
mente se, xk → 0 quando k → ∞.

Observe que as anomalias estão nas “voltas” dos teoremas, uma vez que as “idas”
também ocorrem em R.

Teorema: Se | · | é uma avaliação não-Arquimediana de K e K é o completamento de
K, então |K| = |K|. Em particular, |Qp|p = |Q|p = {|p|kp}k∈Z ∪ {0}.

3 Representação

Os elementos de Qp como classes de equivalência de sequências de Cauchy se-
gundo uma métrica não usual são complicados para se operar.

Assim como podemos representar um número real x, de maneira única, como
x = a0 + ∑∞

k=1 ak10−k, onde a0 ∈ Z, ak ∈ {0, . . . , 9}, tais que não existe M tal que
para k ≥ M , vale que ak = 9 (1.000... = 0.999..., por exemplo, violaria a unicidade),
podemos representar de maneira única os p-ádicos da seguinte forma:

Teorema: Dado α ∈ Q∗
p, existe um único n = n(α) ∈ Z tal que |α|p = |p|np e uma única

sequência {ak}∞
k=n de coeficientes em Z/pZ = {0, . . . , p − 1} tais que α = ∑∞

k=n akpk.

Definição: Define-se o anel dos inteiros p-ádicos, Zp, como sendo o sub-anel de Qp

dado por Zp = {α ∈ Q∗
p : n(α) ≥ 0} ∪ {0} = {∑∞

k=0 akpk : ∀k ≥ 0, ak ∈ Z/pZ}. É claro
que pode-se identificar Zp com

∏∞
k=0(Z/pZ).

Teorema: Dado α ∈ Q∗
p, temos que α é racional se, e somente se, a sequência de

seus coeficientes é, eventualmente, periódica.
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Resumo:
Em 1975, Tien-Yien Li e James A. Yorke introduziram no estudo dos sistemas

dinâmicos discretos o conceito de caos, através da publicação de seu artigo Period
Three Implies Chaos (ver [4]), que versa sobre a existência de pontos periódicos para
funções definidas em intervalos fechados. De fato, seu principal resultado consiste no
seguinte:

Teorema 1 (de Li-Yorke): Seja I ⊂ R um intervalo fechado e f : I −→ I uma função
contı́nua. Se f possuir um ponto 3-periódico, então f terá um ponto k-periódico, para
todo k ∈ N.

A publicação desse surpreendente teorema teria sido um dos marcos iniciais que
estimularam as investigações sobre a dinâmica de funções contı́nuas na reta.

Entretanto, em 1964, onze anos antes do trabalho de Li e Yorke, já fora publicado
um artigo na revista Ukrainskii Matematicheskii Zhurnal intitulado Coexistence of cy-
cles of a continuous map of the line into itself, de autoria do matemático soviético
Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky, que não só demonstrava o teorema acima, como
também o caracterizava enquanto caso particular de um resultado mais geral. Este ou-
tro trabalho, enviado para publicação quando Oleksandr tinha apenas 25 anos, ficou
conhecido como Teorema de Sharkovsky.

Nesse sentido, nosso objetivo será enunciar e apresentar uma demonstração do
Teorema de Sharkovsky, suscitando algumas discussões sobre o comportamento de
funções em intervalos fechados.

Para tanto, faz-se necessário definir o conceito de ordem de Sharkovsky. Seja ▷
uma relação de ordem no conjunto dos naturais, sendo que a ▷ b denota “a maior
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que b”. Primeiro, devem ser considerados todos os ı́mpares, a partir do 3 e de forma
crescente. Estes serão os maiores elementos dessa nova ordenação. A sequência
continua com o produto dos ı́mpares considerados anteriormente por 2, depois 2², e
assim sucessivamente, com as outras potências de 2. Por fim, são consideradas todas
as potências não negativas de 2, de forma decrescente, até o expoente 0. Desse
modo, obtemos

3 ▷ 5 ▷ 7 ▷ ... ▷ 3 · 2 ▷ 5 · 2 ▷ 7 · 2 ▷ ... ▷ 3 · 22 ▷ 5 · 22 ▷ 7 · 22 ▷ ... ▷ 23 ▷ 22 ▷ 2 ▷ 1.

Essa distribuição recebe o nome de ordenação de Sharkovsky, e faz-se essencial
ao enunciar o principal resultado aqui apresentado:

Teorema 2 (de Sharkovsky): Sejam I ⊂ R um intervalo fechado e f : I −→ I uma
função contı́nua. Se f possuir um ponto n-periódico, para algum n ∈ N, então f
também terá um ponto k-periódico, para todo k ∈ N tal que k ◁ n (na ordem de Shar-
kovsky).

Como 3 é o maior número na ordenação de Sharkovsky, segue que o Teorema 1 é
um corolário do Teorema 2.

Desde sua publicação, foram apresentadas várias provas para o Teorema de Shar-
kovsky, envolvendo os mais diversos conceitos. A demonstração que apresentamos
aqui foi desenvolvida por Bau-Sen Du, professor da Academia Sinica, no Taiwan (ver
[2] e [3]). Sua principal ideia é mostrar a equivalência do Teorema 2 com o seguinte
enunciado:

Proposição: Sejam I ⊂ R um intervalo fechado e f : I −→ I uma função contı́nua.
Assim, são verdadeiras as seguintes afirmações:

a. Se f tem um ponto m-periódico, com m ≥ 3, então f tem um ponto 2-periódico.

b. Se f tem um ponto m-periódico, com m ≥ 3 e m ı́mpar, então f tem um ponto
(m + 2)-periódico.

c. Se f tem um ponto m-periódico, com m ≥ 3 e m ı́mpar, então f tem um ponto
6-periódico e um ponto 2m-periódico.

De modo que, ao demonstrarmos (a), (b) e (c), teremos provado o Teorema de
Sharkovsky.
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Resumo: No inı́cio do século XIX, acreditava-se que toda função contı́nua teria de-
rivada em um conjunto significativo de pontos. Tal perspectiva seria radicalmente al-
terada por Karl Weierstrass em 1872, que surpreendeu a comunidade matemática ao
apresentar uma função contı́nua em todos os seus pontos, mas não diferenciável em
nenhum ponto [1]. Uma vez provada a existência de tais funções, surge uma dúvida
em relação à sua quantidade. O presente trabalho se propõe a responder a tal ques-
tionamento.

De forma trivial, podemos provar que há infinitas delas; entretanto, seria mais
interessante se pudéssemos atribuir uma noção próxima à de abundância para tais
funções quando analisadas no contexto geral do espaço das funções contı́nuas. Para
realizar tal feito, utilizaremos uma conclusão a que René-Louis Baire chegou em 1899:
”Um espaço métrico completo não pode ser escrito como a união de uma coleção enu-
merável de conjuntos nada densos”[1] [2].

Note que, a partir do teorema de Baire, podemos construir duas categorias para
qualquer dado subconjunto de um espaço métrico: um conjunto será dito de primeira
categoria se este pode ser formado por uma união de conjuntos nada densos, e de
segunda categoria se este não pertencer à primeira. Essas categorias serão denomi-
nadas ”Categorias de Baire”[3].

Esse interessante resultado da área de Espaços Métricos constitui a base teórica
para o estudo do presente trabalho, uma vez que saber a categoria dos conjuntos que
formam o espaço das funções contı́nuas (i.e., o conjunto das funções com derivada
em pelo menos um ponto e o conjunto das funções com derivada em nenhum ponto)
define a relação que responde à nossa dúvida inicial, relativa à abundância dessas
funções em relação ao espaço ao qual elas pertencem.

Para tal, provaremos que o conjunto das funções contı́nuas definidas entre dois
números reais a e b, denominado C[a, b], é completo e, portanto, de segunda categoria,
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enquanto o conjunto:

D[a, b] = {f ∈ C[a, b] : f ′(x) existe para algum x ∈ [a, b]}

é de primeira categoria em C[a, b].
Observe que, se D[a, b] for de primeira categoria, então o conjunto das funções

contı́nuas com derivada em nenhum ponto deverá ser estritamente de segunda cate-
goria, levando-nos a afirmar acertadamente que essas são muito mais prevalentes no
espaço das funções contı́nuas definidas entre a e b.
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Matheus Erevaldo Krüger Gebeluca*
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Resumo:
O principal objetivo deste trabalho, motivado pelo cálculo vetorial e pela análise

complexa, é apresentar uma generalização para a teoria do g-cálculo, criada por E.
Pap. Nossa contribuição à teoria é a introdução do conceito de g-cálculo vetorial.

0.1 Preliminares:

Iniciamos apresentando brevemente os conceitos básicos da teoria do g-cálculo [1, 2].

Definição 0.1 Dizemos que I = [a, b] ⊆ R é um sub-intervalo da reta estendida.

Por convenção iremos apenas considerar a semirreta positiva.

Definição 0.2 Dizemos que a função g é uma função geradora se e somente se:

• g : I → R;

• g é monótona;

• g é bijetora;

• g é mensurável em I.

Definição 0.3 Dizemos que ⊕g é uma pseudo-soma com relação a uma função ge-
radora g se para quaisquer dois valores (x, y) em I vale:

⊕g : I × I → I
(x, y) 7→ x⊕gy.
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Definição 0.4 Dizemos que ⊙g é uma pseudo-multiplicação se para quaisquer dois
valores (x, y) em I:

⊙g : I × I → I
(x, y) 7→ x⊙gy

Tais operações são associativas e, em geral, comutativas.

Definição 0.5 (Semi-anel) A terna (I, ⊕g, ⊙g) é um semi-anel.

Teorema 0.1 (Teorema de Aczél): Para toda pseudo-operação ⊛g tem-se ao menos
uma função geradora g de forma que:

u⊛gv = g−1(g(u) ∗ g(v)),

onde ∗ é a operação correspondente usual, considerada nos reais.

0.2 g-cálculo vetorial

Podemos pensar em dois possı́veis tipos de g-cálculo vetorial que generalizem o g-
cálculo. Um deles quando o domı́nio I é unidimensional e o contradomı́nio tem di-
mensão n (caso que será apresentado neste trabalho). O outro caso consiste em ge-
neralizar o domı́nio para n dimensões, caso que se mostra mais trabalhoso que o pri-
meiro. Iniciaremos a discussão com a definição de vetor g-definido e com a definição
de produto interno de contração.

Definição 0.6 uma n-upla g-definida (ou vetor g-definido) é uma aplicação dada por:

G : [a, b] → Rn
+; G(x) = (g1(x), ..., gn(x)), ∀ x ∈ [a, b],

onde mon(gi)=mon(gi+1), ∀ i ∈ I = {1, 2, 3, ..., n − 1}, isto é, a função geradora gi tem
a mesma monotonicidade da função geradora gi+1.

Um produto interno de contração é definido como segue.

Definição 0.7 Toda função escalar definida como (x|y) : Rn
+×Rn

+ → [a, b] é um produto
interno de contração, se e somente se, satisfizer as seguintes propriedades:

(i) comutatividade;

(ii) quase-aditividade: (w + s|v) = ((w|v) + (s|v))wk, onde o peso wk é chamado de
constante de contração.

(iii) (kw|s) = (w|s), ∀ k ∈ R∗
+.

Para o que segue, necessitamos introduzir o operador pseudo-média aritmética,
que é um operador fechado em I.

Definição 0.8 (Operador média aritmética) Seja X um conjunto de N números em
[a, b]. Definimos o operador pseudo-média aritmética em [a, b] como:

1
N

N⊕

i=1
xi := min{xi} +

( N∑

i=1

|xi − min{xi}|
N

)
.
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O principal resultado apresentado neste trabalho é a extensão do Teorema de
Aczél ao Rn, enunciado a seguir.

Teorema 0.2 (Extensão do Teorema de Aczél) Seja ⊛g uma pseudo-operação em
[a, b]. Então, tem-se ao menos uma função geradora G(x) = (g1(x), ..., gn(x)) tal que:

z⊛gy = 1
N

N⊕

i=1
g−1

i (gi(z) ∗ gi(y)), ∀ z, y ∈ [a, b].

De forma análoga podemos definir a g-derivada para o caso n-dimensional.

Definição 0.9 Seja h uma função definida de [c, d] ⊆ R em [a, b] e G um vetor g-
definido tal que mon(h) = mon(gi). Então, o g-gradiente de h pode ser definido como

∇⊕f(h) = 1
N

N⊕

i=1
g−1

i (Dxgi(h)).

0.3 Conclusões

A generalização apresentada neste trabalho é uma porta de entrada para demais abor-
dagens e discussões sobre a teoria do g-cálculo, bem como uma outra perspectiva so-
bre o assunto. Acreditamos que esta generalização poderá ser aplicada em diversas
áreas, como na fı́sica e em equações diferenciais, a exemplo das aplicações que apa-
recem em [3, 4], e que tal generalização possa ainda ser expandida para um espaço
mais abrangente e geral. Adicionalmente, introduzimos uma nova estrutura chamada
g-álgebra, a qual possibilita estudar o g-cálculo sob uma nova visão.
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Resumo:
O objetivo deste trabalho foi uma revisão bibliográfica de alguns resultados, obti-

dos em [1], sobre hipoeliticidade das classes EM (Td) de Denjoy-Carleman definidas
no toro Td, relacionadas a certas sequências M = {mn}n∈N de números reais positi-
vos. Denotamos por D ′

M (Td) espaço das distribuições em EM (Td). Por hipoeliticidade,
nos referimos ao seguinte: dados P1, P2, · · · , Pk operadores contı́nuos em D ′

M (Td), o
sistema (P1, P2, · · · , Pk) é globalmente M -hipoelı́tico se

u ∈ D ′
M (Td), Pj(u) ∈ EM (Td), j = 1, 2, · · · , k =⇒ u ∈ EM (Td).

O primeiro resultado diz respeito a operadores diferenciais constantes, ou seja,
operadores P : D ′

M (Td) → D ′
M (Td) dados por P = ∑

|α|≤M aαDα, onde α ∈ Zd e aα é
um número complexo. A prova do Teorema 1 é feita por meio das séries de Fourier
desenvolvidas para elementos de EM (Td) e D ′

M (Td).

Teorema 1 - Sejam P1, P2, · · · , Pk : D ′
M (Td) → D ′

M (Td) operadores diferenciais com
coeficientes constantes. O sistema (P1, P2, · · · , Pk) é globalmente M -hipoelı́tico se,
somente se, para todo ε > 0 existe R > 0 tal que

max
1≤j≤k

|Pj(ξ)| ≥ inf
n∈N

(
mn · n!

εn · (1 + |ξ|)n

)
, ∀ξ com |ξ| ≥ R.

Já o segundo resultado é uma aplicação direta do Teorema 1, e envolve uma
generalização dos números de Liouville, os números M -exponencial Liouville.
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Teorema 2 - Dado α ∈ R, seja Pα = D1 − αD2 em D ′
M (T2). O operador Pα é global-

mente M -hipoelı́tico se, e somente se, α for irracional e não M -exponencial Liouville.

Por último, o terceiro resultado relaciona a hipoeliticidade de certos sistemas L de
operadores diferenciais com coeficientes reais em D ′

M (Td+1), com a hipoeliticidade de
sistemas P de operadores diferenciais com coeficientes constantes em D ′

M (Td+1). O
sistema L é formado por operadores L1, L2, · · · , Ld dados por

Lj = ∂

∂tj

+ aj(t)
∂

∂x
,

onde (t, x) ∈ Td+1, com t = (t1, t2, · · · , td) ∈ Td e x ∈ T, e aj é uma função com valores
reais pertencente a EM (Td). Já o sistema P é formado pelos operadores P1, P2, · · · , Pd

dados por

Pj = ∂

∂tj

+ ãj
∂

∂x
,

com ãj =
∫ 2π

0 aj(0, · · · , 0, tj, 0, · · · , 0)dtj.

Teorema 3 - Suponha que

∂aj

∂tk

= ∂ak

∂tj

, j, k = 1, 2, · · · , d.

Então o sistema L é globalmente M -hipoelı́tico se, e somente se, o sistema P o for.

A demonstração do Teorema 3 é feita com a definição de um certo automorfismo
T de D ′

M (Td+1) satisfazendo Pj = T ◦ Lj ◦ T −1, cuja definição utiliza séries parciais de
Fourier em EM (Td) e D ′

M (Td). O Teorema 3 nos permite estudar a hipoeliticidade de
(L1, L2, · · · , Ld) usando o Teorema 1 de forma indireta: verificamos a hipoeliticidade
de (P1, P2, · · · , Pd) e então aplicamos o Teorema 3.
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Resumo:
Nosso foco é analisar a sobrejetividade da função cosseno quando definida no con-
junto dos números complexos. Supondo conhecida a definição da função exponencial
complexa, temos:

cos z = eiz + e−iz

2 .

A partir disso e dado um número complexo z = x + iy, concluı́mos que

cos z = cos x cosh y − isenxsenhy,

o que nos leva a

|cos z| =
√

cos2 x + senh2y.

Isso já mostra um fato interessantı́ssimo: a função cosseno no plano complexo é
ilimitada, podendo assumir qualquer valor real maior do que 0.

Ademais, para analisar o argumento da função cosseno, separamos em casos:
(i) Se z = π

2 + kπ + yi, k ∈ Z, então

cos z =




−isenh y, se k é par,
isenh y, se k é ı́mpar.

assim

arg(cos z) =




π
2 , se y < 0 e k é par ou se y > 0 e k é ı́mpar,
−π

2 , se y < 0 e k é ı́mpar ou se y > 0 e k é par.
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(ii) Se ℜ(z) ̸= π
2 + kπ, k ∈ Z e θ = arctan(− tan x tanh y), então

arg(cos z) =





θ, se cos z ∈ 1º quadrante,

π + θ, se cos z ∈ 2º quadrante,

π + θ, se cos z ∈ 3º quadrante,

2π + θ, se cos z ∈ 4º quadrante.

Ou seja, o argumento do número cos z pode assumir qualquer valor. Somando isso
ao fato dela ser ilimitada, é de se esperar que seja sobrejetora.

Para demonstrarmos essa suposição, começamos relembrando que a função cos-
seno será sobrejetora se, para todo w ∈ R, existir pelo menos um z ∈ R, tal que:

w = cos z.

Por definição:

w = eiz + e−iz

2 ⇒ 2w = eiz + e−iz

⇒ eiz2w = e2iz + 1
⇒ e2iz − eiz2w + 1 = 0.

Fazendo x = eiz, temos

x2 − 2wx + 1 = 0.

Pelo Teorema Fundamental da Álgebra, sabemos que esse polinômio tem pelo menos
uma raiz. Ou seja, existe um número complexo x que resolve a equação acima. Vamos
escrevê-lo na forma polar

x = rx(cos θx + isenθx).

Tomando z = θr − i ln rx, temos

eiz = x,

ou seja, a função f(z) = cos(z) é sobrejetora.
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Resumo: A desigualdade isoperimétrica é um resultado matemático que relaciona a
área de uma região limitada por uma curva fechada no plano com o seu comprimento.
Este teorema tem mais de uma demonstração e possui aplicações em diversas áreas
da matemática, e sua origem remonta à lenda da princesa Dido, que, de acordo com
uma versão da lenda, precisou refugiar-se ao norte da África por volta do século IX
a.C. após conflitos polı́ticos em sua cidade natal. Nesse novo lugar, foi-lhe entregue
couro de boi e feita a seguinte oferta: “Você pode ter tanta terra quanto cercar com
couro de boi” (MOTA, p.1, 2018). Com essa restrição, a princesa recortou o couro de
um boi em tiras pequenas e, utilizando a fronteira com o mar, cercou a maior área
possı́vel, criando assim a cidade de Cartago.

Diante desta lenda, tornou-se objetivo deste trabalho, estudar a desigualdade iso-
perimétrica e responder sob quais condições se maximiza a área de uma curva fe-
chada, dado um perı́metro fixo. A demonstração escolhida para ser estudada utilizava
como ferramental as séries de Fourier. Sendo assim, foram necessários estudos dirigi-
dos sobre sequências e séries de funções, uma vez que elas fundamentam os estudos
de séries de Fourier, além de alguns resultados sobre curvas fechadas simples. Esse
resultado clássico da Geometria Diferencial possui o seguinte enunciado:

Teorema 1 (A desigualdade isoperimétrica) A área A englobada por qualquer curva
simples plana fechada retificável C, de comprimento L, satisfaz a desigualdade

A ≤ L2

4π
;

além disso, a igualdade ocorre, se e só se, C for um cı́rculo.

Portanto, a apresentação terá por objetivo expor a demonstração da desigualdade
isoperimétrica de acordo com [1], bem como os principais pré-requisitos envolvidos no
tema.

*Programa Institucional de Voluntariado em Iniciação Cientı́fica - UTFPR, campus Curitiba.
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Resumo:
A válvula aórtica bicúspide (VAB) é uma condição congênita em que a válvula

aórtica possui apenas duas cúspides em vez das três normais. Essa anomalia pode
levar a problemas cardiovasculares, como estenose e insuficiência aórtica. Na prática
clı́nica, embora as técnicas de processamento de imagens sejam essenciais, a prin-
cipal dificuldade reside em monitorar adequadamente a função da válvula e ava-
liar as complicações que podem surgir ao longo do tratamento. Nesse contexto,
a modelagem matemática da hemodinâmica em válvulas aórticas bicúspides surge
como uma ferramenta complementar valiosa, permitindo diferentes abordagens para
a intervenção clı́nica e oferecendo uma compreensão mais profunda das relações en-
tre a hemodinâmica e as complicações e riscos associados.

Ao representar a VAB e suas componentes como entidades matemáticas, é possı́vel
simular seu comportamento dinâmico em diversas condições fisiológicas e patológicas.
Neste estudo, empregamos uma abordagem integrada que combina equações fun-
damentais da mecânica dos fluidos e da mecânica dos sólidos, possibilitando uma
análise detalhada da interação entre o fluxo sanguı́neo e a estrutura valvar.

Para modelar o fluxo sanguı́neo, dentro do domı́nio do fluido Ωt, utilizamos as
equações de Navier-Stokes para fluidos newtonianos incompressı́veis:

ρ

(
∂V

∂t
+ V (∇ · V )

)
+ ∇p − µ

(
∇V + ∇V T

)
= 0, (1)

∇ · V = 0, (2)

onde V é o campo de velocidade, p é a pressão, ρ é a densidade do sangue e µ é a vis-
cosidade dinâmica do sangue. Estas equações fornecem uma descrição matemática
detalhada da dinâmica do fluxo sanguı́neo, incluindo a distribuição de velocidade, a
formação de gradientes de pressão e a geração de tensões de cisalhamento nos teci-
dos valvares.
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A fronteira do domı́nio do fluido, denotada por ∂Ωt = Γin ∪ Γwall ∪ Γout, está sujeita
às seguintes condições:

p = p0,
[
µ
(
∇V + ∇V T

)]
· n = 0 em Γin, (3)

[
−pI ·

(
∇V + ∇V T

)]
· n = −p̃0 · n em Γout, (4)

V = 0 em Γwall. (5)

Na entrada, foi imposto um valor para a pressão e ausência de tensão viscosa,
onde n é o vetor normal unitário externo a Γin. Na saı́da, temos que p̃0 ≤ p0 e n é o
vetor normal unitário externo a Γout. Além disso, nas paredes Γwall foi imposto esse
valor para o campo de velocidade devido à condição de não deslizamento.

Para descrever a dinâmica da estrutura da válvula, utilizamos um modelo linear
elástico. Neste modelo, a equação da estrutura é dada por:

ρe

∂2d

∂t2 − ∇ · (F (d)S(d)) = 0 em Ω0, (6)

onde ρe a densidade do material, F é o tensor gradiente de deformação, S o segundo
tensor de Piola-Kirchhoff e d o deslocamento da estrutura em resposta às tensões
exercidas pelo fluxo sanguı́neo.

A fronteira do domı́nio da estrutura, ∂Ω0 = ΓD ∪ΓN , está dividida em ΓD, associada
à condição de Dirichlet, e ΓN , associada à condição de Neumann. As condições de
contorno são dadas por:

d (x, t) = 0 em ΓD, (7)
F (d)S(d)n0 = 0 em ΓN , (8)

onde n0 é o vetor unitário normal ao elemento de área da fronteira ΓN .
Finalmente, este problema de interação fluido-estrutura, formado pelas Equações

(1) − (8), é fechado por condições de interface apropriadas entre Ω0 e Ωt, garantindo
a continuidade das velocidades e das componentes normais das tensões.

Para aprofundar a análise do comportamento da VAB, realizamos uma simulação
numérica utilizando o software COMSOL Multiphysics, com base no trabalho de Tor-
rado et al. (2015). Este software emprega o Método dos Elementos Finitos (MEF),
uma técnica que permite decompor o problema em elementos finitos e resolver as
equações de Navier-Stokes e de elasticidade de forma integrada. Dessa maneira,
o COMSOL captura com precisão as complexidades do sistema, possibilitando uma
análise detalhada das condições hemodinâmicas da válvula ao longo do ciclo cardı́aco.

Para aprofundar a compreensão dessa interação, escolhemos analisar a válvula
em quatro momentos do ciclo cardı́aco: o inı́cio e o pico da sı́stole ventricular, bem
como o final da sı́stole e o inı́cio da diástole ventricular. Esses instantes foram selecio-
nados devido à sua relevância fisiológica e ao impacto significativo que exercem sobre
a função da válvula e o comportamento do fluxo sanguı́neo. Durante o inı́cio e o pico
da sı́stole, a válvula aórtica experimenta as maiores pressões e fluxos sanguı́neos, o
que pode levar a estresses elevados e a possı́veis alterações no comportamento he-
modinâmico. O final da sı́stole e o inı́cio da diástole, por outro lado, representam mo-
mentos de transição crı́tica onde a válvula deve adaptar-se rapidamente às mudanças
na pressão e no fluxo, tornando essas fases fundamentais para entender a mecânica
da válvula em condições de estresse variado.
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Figura 1: Hemodinâmica em VAB no instante 0,8 s do ciclo cardı́aco.

Em conclusão, este estudo sobre a válvula aórtica bicúspide, utilizando simulação
numérica e modelagem matemática, forneceu uma compreensão detalhada da interação
entre o fluxo sanguı́neo e a estrutura valvar ao longo do ciclo cardı́aco. A análise dos
momentos crı́ticos da sı́stole e diástole revelou informações valiosas sobre a pressão
transvalvar, a magnitude da velocidade sanguı́nea e as tensões de von Mises nos te-
cidos valvares, esclarecendo o comportamento hemodinâmico e estrutural da válvula
em diferentes condições. A partir desses dados, é possı́vel discernir os mecanis-
mos normais e patológicos da função valvar, bem como identificar possı́veis riscos e
alterações que podem se manifestar ao longo do tempo.

Referências

[1] TORRADO, A. et al. Analysis of Hemodynamic Indicators in Bicuspid Aortic
Valves Using a Computational Mathematical Model. Dissertação (Mestrado).
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Resumo: Diversos problemas de interesse prático podem ser descritos na forma
de Equações Diferenciais Parciais (EDPs) com dependência temporal. Sistemas de
grande utilidade prática são modelados por EDPs, como a difusão de calor numa
superfı́cie (equação do calor) e a dinâmica de fluidos livres — equações de Navier-
Stokes e de Korteweg-de-Vries (KdV) modificada. Esta última é nosso exemplo moti-
vador e modela a dispersão de ondas unidimensionais não-lineares e não dissipativas.

Seguindo a formulação de Raissi [1] adotamos um framework que permite de-
senvolver redes neurais totalmente conectadas para solução aproximada de EDPs
não-lineares da forma geral

ut(x, t) + N [u(x, t), λ] = 0, ∀x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ [0, T ], (1)

onde u(x, t) é a solução latente (oculta) do sistema e N [·; λ] é um operador diferencial
(possivelmente não-linear) parametrizado por λ ∈ Rd.

No caso da KdV modificada temos N [u(x, t); λ] = λ1u
2ux + λ2uxxx sendo λ =

[λ1, λ2] ∈ R2.
Definimos f(x, t) como o lado esquerdo da equação (1)

f := ut + N [u] (2)

e prosseguimos por aproximar u(t, x) por uma rede neural cujos parâmetros são apren-
didos ao minimizar o erro quadrático médio

MSE = MSEu + MSEf , (3)

onde

MSEu = 1
Nu

Nu∑

i=1

∣∣∣u(xi
u, ti

u) − ui
∣∣∣
2

*Voluntário do Programa de Voluntariado Acadêmico.
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e

MSEf = 1
Nf

Nf∑

i=1

∣∣∣f(xi
f , ti

f )
∣∣∣
2

,

sendo {xi
u, ti

u}Nu
i=1 os pontos iniciais ou de borda, {ui}Nu

i=1 os valores de u nesses pon-
tos e {xi

f , ti
f}Nf

i=1 os pontos de colocação no interior do domı́nio onde resolvemos a
equação.

Embora não exista comprovação teórica de que os mı́nimos globais dos erros
MSEu e MSEf são sempre suficientemente próximos de 0 e nem de que o treina-
mento da rede sempre converge para um mı́nimo global, temos evidências empı́ricas
de que em alguns casos a rede é capaz de aproximar uma solução de uma dada EDP
com erros relativamente pequenos. Nesses casos onde MSEu e MSEf são suficien-
temente próximos de 0, sabemos que de MSEu a rede aproximou bem as condições
iniciais e de borda, e de MSEf a rede aproximou bem o comportamento da EDP, as-
sim com o erro MSE = MSEu + MSEf suficientemente próximo de 0 temos uma boa
aproximação para nossa solução desejada. A qualidade da aproximação depende do
tipo de equação que resolvemos e se a solução é única (a partir da condição inicial).

Quando f(x, t) depende de uma constante real, digamos a, é razoável inferir que
u(x, t) pode também depender desse parâmetro; podemos incorporar essa constante
como uma variável no treinamento da rede ao definir uma outra função u∗(a, x, t) com
o mesmo valor de u para cada dado a, uma expressão f ∗ = u∗

t + N [u∗] e os erros

MSEu∗ = 1
Nu

Nu∑

i=1

∣∣∣u∗(ai
u∗ , xi

u∗ , ti
u∗) − u∗i

∣∣∣
2

,

MSEf∗ = 1
Nf

Nf∑

i=1

∣∣∣f ∗(ai
f∗ , xi

f∗ , ti
f∗)
∣∣∣
2

.

Prosseguimos por minimizar o erro MSE∗ = MSEu∗ +MSEf∗ , que quando suficiente-
mente próximo de zero pode aproximar a solução da EDP para cada parâmetro a em
um dado intervalo.

Nos é útil incorporar a no espaço de parâmetros pois ao treinar a rede para um a
fixo, caso tentemos prever a solução para um a diferente do usado no treinamento não
teremos uma aproximação boa da rede. Assim, seria necessário treinar a rede para
cada valor de a. Se incorporarmos a no espaço de parâmetros, no entanto, podemos
treinar a rede uma única vez e utilizá-la para calcular o valor de u∗(a, x, t) para cada
valor de a em um dado intervalo.

Como exemplo, resolvemos a equação de Korteweg-de-Vries, definida da seguinte
forma:

ut + u2ux + uxxx = 0, para (x, t) ∈ [−10, 10] × [0, 15],
com a condição inicial definida pela solução exata

u(a, x, t) = a sech
[

a√
6

(
x − a2

6 t

)]

calculada em t = 0. O parâmetro a está no domı́nio [1, 2].
Treinamos uma rede neural totalmente conectada com 5 camadas de 60 neurônios

cada, com função de ativação tanh. Foram usados 30000 pontos de colocação no
interior do domı́nio e 1200 pontos na condição inicial t = 0. Não foram usados pontos
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de colocação para impor a condição de borda. O otimizador utilizado foi o Adam, com
taxa de aprendizado de 0.001. Usamos a biblioteca DeepXDE [2] para treinar a rede.
Para cada valor de a e de t da grade mostrada na Figura 1, o cálculo do erro na norma
L2 é feito pela biblioteca numpy [3] com a fórmula

np.linalg.norm(y_true - y_pred) / np.linalg.norm(y_true),
onde y true é um vetor contendo em cada elemento a solução exata para um valor
de x no domı́nio e y pred é um vetor com a solução prevista pela rede. O erro relativo
máximo nos pontos considerados é de cerca de 32%, enquanto a média do erro nesse
conjunto de dados é de aproximadamente 8%. Optamos por não incluir condições de
borda pois procuramos inferir o mı́nimo de suposições possı́veis sobre o problema,
mantendo apenas a condição inicial.

Figura 1: Erro relativo na norma L2 da solução para a equação mKdV aproximada por
uma rede neural. Em cada ponto da grade é mostrado o erro com x ∈ [−10, 10].
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Resumo:
Neste trabalho, apresentamos uma nova abordagem para o tratamento numérico

de equações diferenciais parciais (EDPs) utilizando redes neurais. Focamos especifi-
camente na aplicação de redes neurais informadas pela fı́sica para a solução numérica
da Equação do Transporte com Velocidade Variável:





ut + c(x)ux = 0, em Ω × (0, ∞),
u(x, 0) = F (x), x ∈ Ω,

(1)

onde c(x) = 1/5 + sin2(x − 1) e F (x) = exp (−100(x − 1)2) . Fisicamente, essa equação
modela a dinâmica de uma onda, cujo perfil inicial é dado por F (x) e que se propaga
com velocidade c(x) que varia conforme a posição no espaço.

Na literatura, essa EDP tem sido resolvida numericamente por métodos clássicos,
como os métodos espectrais baseados na transformada de Fourier [4] e esquemas de
diferenças finitas [1]. O objetivo principal deste trabalho é investigar a aplicação de
redes neurais na resolução numérica da equação (1), utilizando a abordagem conhe-
cida como Redes Neurais Informadas pela Fı́sica (Physics-Informed Neural Networks,
PINNs), conforme apresentado por [2]. A hipótese de pesquisa é que essa metodo-
logia pode capturar a solução do problema com acurácia comparável à dos métodos
tradicionais.

Sem muito rigor, uma rede neural pode ser entendida como uma função proveni-
ente de uma sequência de composições entre uma função afim e uma função não
linear, conforme ilustrado na equação a seguir

*Bolsista do Programa PIBIC-UFPR.
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y(x) = σd(Wd(σd−1(Wd−1...(W2σ1(W1x + b1) + b2) + ...) + bd−1) + bd), (2)

onde y(x) representa a saı́da da rede neural, d é o número de composições realizadas,
também chamada de número de camadas, σi é a função não linear, denotada como
função de ativação, Wi são os pesos dos neurônios e bi são os vieses, i ∈ {1, 2, ..., d}.
Os valores de Wi e bi são ajustados por meio de algoritmos de otimização, com o
objetivo de minimizar uma função de custo especifica para o problema em questão.

Com isso, basta definir uma função custo para o método das PINNs, a principal
ideia é: dada a função u que é solução do problema (1), sabe-se que |ut + c(x)ux| = 0
e |u(x, 0) − F (x)| = 0. Dessa forma, se uma função û for uma boa aproximação de u,
espera-se que |ût+c(x)ûx| e |û(x, 0)−F (x)| sejam próximos de 0. Com essa suposição,
construı́mos a função de perda EQM , que é soma de outras duas funções:

EQM = EQMD + EQM0,

EQMD = 1
ND

ND∑

i=1
|ût(xi

D, ti
D) + c(xi

D)ûx(xi
D, ti

D)|2,

EQM0 = 1
N0

N0∑

i=1
|û(xi

0, 0) − F (xi
0)|2,

(3)

em que os conjuntos {(xi
D, ti

D)}ND
i=1 ∈ Ω × (0, T ) com T < ∞ e {xi

0}N0
i=1 ∈ Ω represen-

tam pontos escolhidos aleatoriamente e ND, N0 são a quantidade de pontos em cada
conjunto.

O termo EQMD diz respeito ao operador diferencial da equação, já EQM0, mede
o quão perto a aproximação está da condição inicial.

Assim, transforma-se a Equação (1) no problema de otimização

min
W,b

EQM (4)

e espera-se que, quanto menor for o valor EQM , melhor será a aproximação û da
rede neural para o problema de valor inicial.

O método das PINNs foi implementado usando a biblioteca DeepXDE [3], na lin-
guagem de programação Python, apresentou resultados promissores nos ensaios
numéricos, com erros relativos em torno de 0,1%. A Figura 1 ilustra o exemplo da
aplicação de uma PINN ao problema (1) no domı́nio (−9, 9) × (0, 12.8).

Esse e outros resultados indicam que as PINNs têm potencial para fornecer soluções
numéricas robustas para este tipo de problema, rivalizando com a precisão dos métodos
clássicos já estabelecidos. Entretanto, é crucial reconhecer que, por se tratar de uma
técnica emergente, as PINNs ainda não possuem uma análise numérica totalmente
consolidada, o que representa uma desvantagem em comparação com métodos mais
maduros, como os métodos espectrais e os esquemas de diferenças finitas. Sugere-se
portanto, que as PINNs podem ser uma ferramenta poderosa para a solução numérica
de EDPs, especialmente em problemas que lidam com condições de contorno não
periódicas.
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Figura 1: Aproximação via PINN, em azul, e solução de [1], em amarelo.
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Resumo:
Neste trabalho, abordamos numericamente duas Equações Diferenciais Parciais

(EDPs) clássicas: a Equação de Burgers Viscosa e a Equação de Korteweg-De Vries
(KdV), definidas da seguinte forma:

• Equação de Burgers Viscosa:

ut + u ux − ν uxx = 0, (x, t) ∈ (−1, 1) × (0, 1),
u(x, 0) = −sen(πx), x ∈ (−1, 1),

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, 1)

• Equação de Korteweg-De Vries (KdV):

ut − 3
2uux − 1

6uxxx = 0, (x, t) ∈ (−50, 50) × (0, 60),

u(x, 0) = A · sech2(kx), x ∈ (−50, 50),
u(−50, t) = u(50, t) = 0, t ∈ (0, 60)

Na literatura, essas EDPs são tradicionalmente resolvidas por métodos clássicos,
como os Métodos Espectrais baseados na Transformada de Fourier [6]. Este trabalho
tem como objetivo principal investigar a aplicação de Redes Neurais no tratamento
numérico dessas equações.

*Voluntário do Programa PIBIC
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Uma rede neural pode ser entendida como uma aproximação F de uma função f ,
onde f : Rn → R. A função F é definida por:

F (x) =
N∑

j=1
αjσ(wT

j x + bj),

onde

• σ : R → R é uma função não linear, conhecida como função de ativação;

• b = (b1, . . . , bN) é o vetor de viés ou viesis (em plural);

• wj = (w1,j, . . . , wn,j) é o vetor de pesos do j-ésimo neurônio;

• ws = (α1, . . . , αN) é o vetor de pesos do neurônio de saı́da.

O Teorema da Aproximação Universal [3] justifica o uso de redes neurais para a
aproximação de funções. Esse teorema afirma que, para qualquer função contı́nua f
definida em um conjunto compacto Ω ⊂ Rn e qualquer ε > 0, existe uma rede neural
F tal que |F (x) − f(x)| < ε, ∀x ∈ Ω. A figura 1 mostra uma representação gráfica de
uma rede neural.

x1
<latexit sha1_base64="MWSDWkw1NdOauHNwPQkLknLX4o4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGi/YA2lM120y7dbMLuRCyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LRzdRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFrp/qnn9Uplt+LOQJaJl5My5Kj3Sl/dfszSiCtkkhrT8dwE/YxqFEzySbGbGp5QNqID3rFU0YgbP5udOiGnVumTMNa2FJKZ+nsio5Ex4yiwnRHFoVn0puJ/XifF8MrPhEpS5IrNF4WpJBiT6d+kLzRnKMeWUKaFvZWwIdWUoU2naEPwFl9eJs1qxTuvVO8uyrXrPI4CHMMJnIEHl1CDW6hDAxgM4Ble4c2Rzovz7nzMW1ecfOYI/sD5/AEM/o2k</latexit>

xn
<latexit sha1_base64="2OdGja3qMfiDRv55VfkfpL6vXD8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6mfqtR1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivdP/Vkr1R2K+4MZJl4OSlDjnqv9NXtxyyNUBomqNYdz02Mn1FlOBM4KXZTjQllIzrAjqWSRqj9bHbqhJxapU/CWNmShszU3xMZjbQeR4HtjKgZ6kVvKv7ndVITXvkZl0lqULL5ojAVxMRk+jfpc4XMiLEllClubyVsSBVlxqZTtCF4iy8vk2a14p1XqncX5dp1HkcBjuEEzsCDS6jBLdShAQwG8Ayv8OYI58V5dz7mrStOPnMEf+B8/gBpco3h</latexit>

w1,1
<latexit sha1_base64="ShZWzfF1hDgJfZliFpvzQ6VAAeo=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJUQY9FLx4r2A9oQ9lsJ+3SzSbsbpQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj26nfekSleSwfzDhBP6IDyUPOqLFS66mXeefepFcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRigNE1Trjucmxs+oMpwJnBS7qcaEshEdYMdSSSPUfjY7d0JOrdInYaxsSUNm6u+JjEZaj6PAdkbUDPWiNxX/8zqpCa/9jMskNSjZfFGYCmJiMv2d9LlCZsTYEsoUt7cSNqSKMmMTKtoQvMWXl0mzWvEuKtX7y3LtJo+jAMdwAmfgwRXU4A7q0AAGI3iGV3hzEufFeXc+5q0rTj5zBH/gfP4AqnaPIA==</latexit>

w
1,N

<latexit sha1_base64="qZbCzi2ClMZx9NhYeDvK+k4JIm4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcJuFPQY9OJJIpgHJCHMTmaTIbOzy0yvEpZ8hBcPinj1e7z5N06SPWhiQUNR1U13lx9LYdB1v53cyura+kZ+s7C1vbO7V9w/aJgo0YzXWSQj3fKp4VIoXkeBkrdizWnoS970RzdTv/nItRGResBxzLshHSgRCEbRSs2nXuqd3U16xZJbdmcgy8TLSAky1HrFr04/YknIFTJJjWl7bozdlGoUTPJJoZMYHlM2ogPetlTRkJtuOjt3Qk6s0idBpG0pJDP190RKQ2PGoW87Q4pDs+hNxf+8doLBVTcVKk6QKzZfFCSSYESmv5O+0JyhHFtCmRb2VsKGVFOGNqGCDcFbfHmZNCpl77xcub8oVa+zOPJwBMdwCh5cQhVuoQZ1YDCCZ3iFNyd2Xpx352PemnOymUP4A+fzB9aHjz0=</latexit>

wn,N<latexit sha1_base64="5e5pkCo/DoMhTz2s72EmZsv2xf8=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcJuFPQY9OJJIpgHJCHMTnqTIbOzy8ysEpZ8hBcPinj1e7z5N06SPWhiQUNR1U13lx8Lro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1fKpRsEl1g03AluxQhr6Apv+6GbqNx9RaR7JBzOOsRvSgeQBZ9RYqfnUS+XZ3aRXLLlldwayTLyMlCBDrVf86vQjloQoDRNU67bnxqabUmU4EzgpdBKNMWUjOsC2pZKGqLvp7NwJObFKnwSRsiUNmam/J1Iaaj0OfdsZUjPUi95U/M9rJya46qZcxolByeaLgkQQE5Hp76TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm1DBhuAtvrxMGpWyd16u3F+UqtdZHHk4gmM4BQ8uoQq3UIM6MBjBM7zCmxM7L8678zFvzTnZzCH8gfP5AzPBj3o=</latexit>

...
<latexit sha1_base64="hx9vrypjtBJpcEsh1w05CZs9G34=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSRV0GPRi8cKthbaUDabTbt2sxt2J4VS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBXcoOd9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirTlDWpEkq3Q2KY4JI1kaNg7VQzkoSCPYbD25n/OGLacCUfcJyyICF9yWNOCVqp1R1FCk2vXPGq3hzuKvFzUoEcjV75qxspmiVMIhXEmI7vpRhMiEZOBZuWuplhKaFD0mcdSyVJmAkm82un7plVIjdW2pZEd67+npiQxJhxEtrOhODALHsz8T+vk2F8HUy4TDNkki4WxZlwUbmz192Ia0ZRjC0hVHN7q0sHRBOKNqCSDcFffnmVtGpV/6Jau7+s1G/yOIpwAqdwDj5cQR3uoAFNoPAEz/AKb45yXpx352PRWnDymWP4A+fzB8y9j0Y=</latexit>

...
<latexit sha1_base64="hx9vrypjtBJpcEsh1w05CZs9G34=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSRV0GPRi8cKthbaUDabTbt2sxt2J4VS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBXcoOd9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirTlDWpEkq3Q2KY4JI1kaNg7VQzkoSCPYbD25n/OGLacCUfcJyyICF9yWNOCVqp1R1FCk2vXPGq3hzuKvFzUoEcjV75qxspmiVMIhXEmI7vpRhMiEZOBZuWuplhKaFD0mcdSyVJmAkm82un7plVIjdW2pZEd67+npiQxJhxEtrOhODALHsz8T+vk2F8HUy4TDNkki4WxZlwUbmz192Ia0ZRjC0hVHN7q0sHRBOKNqCSDcFffnmVtGpV/6Jau7+s1G/yOIpwAqdwDj5cQR3uoAFNoPAEz/AKb45yXpx352PRWnDymWP4A+fzB8y9j0Y=</latexit>

↵
1<latexit sha1_base64="FgwWpVFQ8WwtgAVpVA0F0hHZPwE=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48V7Ae0oUy2m3bpZhN3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqKGvSWMSqE6BmgkvWNNwI1kkUwygQrB2Mb2d++4kpzWP5YCYJ8yMcSh5yisZKnR6KZIR9r1+uuFV3DrJKvJxUIEejX/7qDWKaRkwaKlDrrucmxs9QGU4Fm5Z6qWYJ0jEOWddSiRHTfja/d0rOrDIgYaxsSUPm6u+JDCOtJ1FgOyM0I73szcT/vG5qwms/4zJJDZN0sShMBTExmT1PBlwxasTEEqSK21sJHaFCamxEJRuCt/zyKmnVqt5FtXZ/Wanf5HEU4QRO4Rw8uII63EEDmkBBwDO8wpvz6Lw4787HorXg5DPH8AfO5w+2H4/A</latexit>

↵N
<latexit sha1_base64="bi2eSiVDoiNI25opEm6yc3+FLr8=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04kkq2A9oQ5lsN+3SzSbuboQS+ie8eFDEq3/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epoqxBYxGrdoCaCS5Zw3AjWDtRDKNAsFYwupn6rSemNI/lgxknzI9wIHnIKRortbsokiH27nqlsltxZyDLxMtJGXLUe6Wvbj+macSkoQK17nhuYvwMleFUsEmxm2qWIB3hgHUslRgx7Wezeyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyDDSehwFtjNCM9SL3lT8z+ukJrzyMy6T1DBJ54vCVBATk+nzpM8Vo0aMLUGquL2V0CEqpMZGVLQheIsvL5NmteKdV6r3F+XadR5HAY7hBM7Ag0uowS3UoQEUBDzDK7w5j86L8+58zFtXnHzmCP7A+fwB4hOP3Q==</latexit>

NX

j=1

↵j�(wj
T x + bj)

<latexit sha1_base64="wekV/BHQii8lx43n7r7qDDGZwlc="></latexit>

w n
,1

<latexit sha1_base64="CkbjGpKBPdYrljv2BzgPc3thHeM=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJUQY9FLx4r2A9oQ9lsN+3SzSbsTpQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+Oyura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwaeJUM95gsYx1O6CGS6F4AwVK3k40p1EgeSsY3U791iPXRsTqAccJ9yM6UCIUjKKVWk+9TJ17k16p7FbcGcgy8XJShhz1Xumr249ZGnGFTFJjOp6boJ9RjYJJPil2U8MTykZ0wDuWKhpx42ezcyfk1Cp9EsbalkIyU39PZDQyZhwFtjOiODSL3lT8z+ukGF77mVBJilyx+aIwlQRjMv2d9IXmDOXYEsq0sLcSNqSaMrQJFW0I3uLLy6RZrXgXler9Zbl2k8dRgGM4gTPw4ApqcAd1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AB7CPXQ==</latexit>

Camada
de entrada<latexit sha1_base64="sk+RoPRB8cTN4wccznvSo1W1szk=">AAACGnicbVDLSsNAFJ3UV42vqEs3g0VwVZK60GXRjUsFW4UmlJvJbR06mYSZiVBCv8ONv+LGhSLuxI1/47QG8XVg4Mw59zBzT5wLro3vvzu1ufmFxaX6sruyura+4W1udXVWKIYdlolMXcWgUXCJHcONwKtcIaSxwMt4dDL1L29QaZ7JCzPOMUphKPmAMzBW6ntBGOOQy5KhNKgm7gmkkAANQzdBajVlb26IMvma6HsNv+nPQP+SoCINUuGs772GScaK1OaZAK17gZ+bqARlOBM4ccNCYw5sBEPsWSohRR2Vs9UmdM8qCR1kyh5p6Ez9nigh1XqcxnYyBXOtf3tT8T+vV5jBUVRymRcGJft8aFAIajI67YkmXCEzYmwJMMXtXym7BgXMlqCnJQS/V/5Luq1mcNBsnbca7eOqjjrZIbtknwTkkLTJKTkjHcLILbknj+TJuXMenGfn5XO05lSZbfIDztsHdBSgfA==</latexit>

Camada
intermediária<latexit sha1_base64="gZGq/MbNmI0mEOULB/lliOQdeMk="></latexit>

Camada
de sáıda<latexit sha1_base64="w1eOvdsCmPban0njlJlkHjLTL/4="></latexit>

Figura 1: Representação de uma rede neural com apenas uma camada intermediária.

As Physics-informed Neural-Networks (PINNs), ou Redes Neurais Guiadas pela
Fı́sica, são uma abordagem que integra leis fı́sicas descritas por EDPs no treinamento
de redes neurais para resolver problemas de aprendizagem supervisionada [5].

Para resolver EDPs numericamente, transformamos o problema de valor inicial e
de fronteira em um problema de otimização. Especificamente, buscamos uma função
u(x, t) que, ao ser aproximada por uma rede neural, minimize os seguintes problemas
de otimização simultaneamente:

Problema 1. Operador Diferencial:

min |D(x, t)| s.a. (x, t) ∈ (ξ1, ξ2) × (0, T ),

onde D(x, t) é o operador diferencial aplicado à função u(x, t).
Para a equação de Burgers, o operador é representado por D(x, t) =
ut + uux − νuxx, enquanto para a equação de KdV, o operador é dado

por D(x, t) = ut − 3
2uux − 1

6uxxx. Sendo u(x, t) a função aproximada via
rede neural.
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Problema 2. Condição Inicial:

min |u(x, 0) − u0(x)| s.a. x ∈ (ξ1, ξ2) e t = 0.

onde u0(x) é a condição inicial.

Problema 3. Condição de Fronteira/Bordo:

min |u(ξ1, t)| + |u(ξ2, t)| s.a. t ∈ (0, T ).

A função u(x, t) é ajustada via minimização do Erro Quadrático Médio (EQM) da
função de perda, definida como: [1, 2, 5].

EQM = EQMD + EQM0 + EQMb,

onde:

• EQMD é o erro associado ao operador diferencial;

• EQM0 é o erro relacionado à condição inicial;

• EQMb é o erro associado à condição de fronteira.

Aplicamos essa metodologia às duas EDPs mencionadas, usando Python, com
implementações baseadas em [1, 4, 5]. A metodologia numérica adotada permitiu
soluções para ambos os problemas com erro relativo da ordem de 10−4.
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Resumo:
Este trabalho integra conhecimentos de matemática e de computação, mais preci-

samente, os conceitos e as operações de matrizes e de aritmética modular embasa-
ram a implementação de um código para criptografia por Cifra de Hill.

A motivação para a realização do trabalho surgiu após o estudo do algoritmo da
cifra na disciplina de Matemática Aplicada II do Curso Técnico em Petróleo e Gás
(ver [1] e [2], por exemplo), quando o autor identificou a possibilidade de construir um
programa de computador que automatizasse as etapas desse processo.

A partir disso, foi proposto um plano de trabalho dentro do Programa de Volunta-
riado Acadêmico com o objetivo de desenvolver tal programa em formato acessível
para alunos e professores de Ensino Médio. Para atingir tal objetivo a linguagem de
programação utilizada para a implementação do algoritmo foi o Portugol, pois é uma
linguagem que se aproxima da escrita em português. O código completo pode ser
obtido em https://github.com/lucasnakashima/hillcipher. Segue abaixo a des-
crição das etapas realizadas por cada função criada no código:

• string_to_array(): Converte uma string em uma array.

• verify(): Verifica se a chave digitada pelo usuário pode ser utilizada, vendo se
possui uma inversa em Z26.

• absval(): Retorna o valor absoluto de um número

• encrypt(): Criptografa a mensagem, multiplicando a matriz chave pela matriz
mensagem, além de imprimir a mensagem cifrada ao usuário.

• decrypt(): Descriptografa a mensagem, calculando a matriz inversa da chave e
multiplicando-a pela matriz mensagem cifrada, além de imprimir a mensagem
original ao usuário.

*Voluntário do Programa de Voluntariado Acadêmico (PVA)
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• char_to_int(): Converte um caractere em seu número correspondente.

• int_to_char(): Converte um número em seu caractere correspondente em Z26.

Também destaca-se um dos principais trechos do código:

//Descriptografa a mensagem
//Calcula a matriz inversa da chave
//Multiplica ela pela matriz mensagem
funcao vazio decrypt() {
inteiro inverted_key_matrix[2][2]

inverted_key_matrix[0][0] = key_matrix[1][1] * inverted_determinant
inverted_key_matrix[0][1] = key_matrix[0][1] * -1 * inverted_determinant
inverted_key_matrix[1][0] = key_matrix[1][0] * -1 * inverted_determinant
inverted_key_matrix[1][1] = key_matrix[0][0] * inverted_determinant

inteiro i, j, R

//Depois de os elementos da matriz inversa
//terem sido multiplicados pelo inverso multiplicativo
//do determinante módulo charset, eles são substituídos
//pelos equivalentes deles módulo charset
para (i = 0; i < 2; i++) {
para (j = 0; j < 2; j++) {
R = absval(inverted_key_matrix[i][j]) % char_size
se (inverted_key_matrix[i][j] >= 0) {
inverted_key_matrix[i][j] = R

}
se (inverted_key_matrix[i][j] < 0) {
se (R != 0) {
inverted_key_matrix[i][j] = char_size - R

}
se (R == 0) {
inverted_key_matrix[i][j] = 0

}
}

}
}
inteiro k, accumulator = 0
para (i = 0; i < 2; i++) {
para (j = 0; j < column; j++) {
para (k = 0; k < 2; k++) {
accumulator += inverted_key_matrix[i][k] * message_matrix[k][j]

}
escreva(int_to_char(accumulator))
accumulator = 0

}
}

}

94



A linguagem Portugol facilita a leitura e o entendimento dos passos do algoritmo,
entretanto não é prática para executar o programa, pois exige a instalação de software
específico no computador do usuário [3]. Assim, decidiu-se criar uma página na web
para permitir o acesso online ao programa de encriptação e desencriptação, havendo a
implementação do mesmo algoritmo na linguagem Javascript cujo código foi embutido
no código HTML e CSS do site, o qual foi hospedado gratuitamente com o GitHub
Pages, no endereço https://lucasnakashima.github.io/hillcipher/ .

Utilizando-se das <script> e </script> do HTML foi possível incluir o algoritmo e a
estrutura da página em um único arquivo, tornando-a facilmente portável e distribuível,
sendo necessário apenas o seu download para ser utilizado offline, tanto no celular
quanto no computador. Havendo qualquer navegador instalado, o programa pode ser
executado.

A realização do trabalho permitiu ao autor, além de aprofundar os estudos de ma-
trizes e aritmética modular, que são as bases matemáticas da Cifra de Hill, exercitar a
busca por tecnologias que permitissem o acesso democrático ao programa por alunos
e professores do Ensino Médio a partir de qualquer computador ou celular.

Finalmente, o autor pôde vivenciar, juntamente com a orientadora, a experiência
de escrever e submeter um artigo descrevendo o trabalho realizado. O periódico esco-
lhido foi a revista Professor de Matemática Online. A iniciativa deste trabalho mostra
quão enriquecedor pode ser o trabalho de pesquisa com alunos do Ensino Médio,
sobretudo numa perspectiva interdisciplinar.
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Resumo:
A representação numérica é fundamental em sistemas computacionais, pois define

como os números são armazenados e manipulados pelos processadores. A forma
mais comum de representar números reais em computadores é através do sistema de
ponto flutuante (IEEE 754) [1]. Este sistema representa números em ponto flutuante
da forma

(−1)s × 2(e−bias) × (1 + f), (1)

onde s é o sinal, e o expoente, (e − bias) trata de expoentes positivos e negativos, e f
a parte fracionária da representação.

Uma das maiores limitações do sistema de ponto flutuante IEEE754, a motivação
inicial desta pesquisa, é sua precisão fixa, ou seja, o tamanho de cada partição da
representação binária é determinado previamente. Isso significa que a precisão do
número não pode ser ajustada de acordo com a necessidade específica de uma apli-
cação. Por exemplo, ao utilizar uma representação de ponto flutuante de precisão
simples (32 bits), 8 bits são utilizados pra armazenar o expoente, independentemente
da necessidade de todos esses bits.

Além disso, o sistema desperdiça muitas representações devido à existência de
NaN (Not a Number ), ±0 e ±∞. Em precisão simples, um NaN é representado por um
bit de sinal, 8 bits 1 no expoente, e qualquer combinação possível na fração (exceto
todos os bits iguais a zero), resultando em 223 − 1 representações que poderiam ser
usadas para números, mas são reservadas para NaN.

Essas limitações motivaram o desenvolvimento de novas formas de representação
numérica, estas com precisão variável, isto é, sistemas nos quais o tamanho de cada
partição da representação pode ser ajustado dinamicamente [2]. Um exemplo dessas
novas formas, proposto por John L. Gustafson, é o sistema Posit [3, 4], o principal

*Bolsista do Programa de Iniciação Científica/INCTMat de 10/2023 a 05/2024. Voluntário do Pro-
grama de Voluntariado Acadêmico a partir de 06/2024.
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Figura 1: Segmentações da representação binária de um Posit. Fonte: [3].

objeto de estudo desta pesquisa. Diferente de (1), sua representação é explicitada
como Posit(ps, es), dada na forma

(−1)s × 2e × useedk × (1 + f),

onde ps é o tamanho total do Posit (em bits), es é o tamanho máximo que o expoente
pode armazenar (em bits), useed = 22es é um “super expoente” fixo e k relaciona a
quantidade de bits repetidos no regime (ver Fig. 1).

O regime de um número consiste em uma sequência de bits repetidos. Essa
sequência pode ser truncada de acordo com a necessidade, sob a condição de que
o próximo bit seja diferente do anterior. A seguir, a partição do expoente é tratada da
mesma forma, podendo ser truncada até um tamanho máximo de es. O restante dos
bits representa a fração f .

Uma ferramenta que permita a comparação e utilização dessa representação nu-
mérica seria de grande utilidade para métodos numéricos ou algoritmos de aprendi-
zado de máquina que exigem maior precisão ou lidam com números de ordens de
grandeza muito grandes ou muito pequenas [5, 6, 7].

Apesar de existirem tentativas de implementação do formato Posit e das opera-
ções aritméticas com números nessa representação, tanto em software [8] quando
em hardware [2], nenhuma dessas opções mostrou-se viável para experimentações
numéricas que considerem diferentes configurações de Posit, isto é, diferentes ps e
es. Diante disso, o objetivo desta pesquisa é construir uma biblioteca opensource em
Julia para a representação numérica e operações em Posit, possibilitando experimen-
tações e testes numéricos. Assim, foi implementada uma estrutura de dados para
representação de números do tipo Posit, com os atributos

Posit(ps, es) = {s, sn, k, rs, ers, e, fi, fs, useed, ps, es},

onde sn indica se o número é um caso especial: se sn = 0 e s = 0 o número é zero,
representado pelos bits “0000. . . ”; se sn = 0 e s = 1 temos uma única representação
para ±∞: “1000. . . ”. O campo rs indica o tamanho da partição de regime, ers define
o tamanho real da partição do expoente, fi é a bitstring da parte fracionária e fs é o
tamanho restante para a partição da fração.

Com esses atributos, foram implementadas funções que permitem tanto a deco-
dificação – extraindo todos os atributos a partir de uma bitstring qualquer – quanto a
codificação, onde atributos de um Posit são convertidos na bitstring correspondente.

Essa estruturação permite realizar conversões entre diferentes configurações de
Posit (com variados ps e es) e outros formatos de representação numérica, como aque-
les que herdam do tipo Number em Julia. Além disso, possibilita a implementação das
operações aritméticas básicas: soma, subtração, multiplicação, divisão, potenciação
e radiciação. Essas operações, no que diz respeito à ordem de grandeza do número
resultante, podem ser vistas como multiplicações ou divisões por 2 (shifts), já que o
useed também é uma potência de 2. No entanto, ao contrário da simplicidade relativa
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com que a ordem de grandeza é ajustada, as operações envolvendo a parte fracioná-
ria tornam-se mais complexas. A precisão do número resultante é altamente sensível
à forma como as operações binárias são implementadas em fi, tornando essa parte
do processo significativamente mais complicada.

A ideia central das implementações é reduzir o consumo de recursos energéticos
ao determinar a ordem de grandeza do número com as vantagens oferecidas pelo
regime, permitindo que o foco seja direcionado à parte fracionária, estudando os in-
tervalos em que cada operação é válida, levando em consideração o hidden bit.

Com a biblioteca desenvolvida, espera-se facilitar experimentos em aprendizado de
máquina e métodos numéricos, permitindo que a comunidade explore os benefícios
do sistema Posit em uma variedade de aplicações com novos estudos e inovações na
área.
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Resumo:
Este trabalho foi elaborado como parte da avaliação final da disciplina de

Educação Matemática na Contemporaneidade, do curso de Matemática, e tem como
objetivo discutir a relação entre questões de gênero e a matemática no contexto
acadêmico. Cada estudante da disciplina apresentou um seminário a partir de um
artigo que tratava de questões de gênero, étnico-raciais ou de educação especial. O
seminário apresentado baseou-se no artigo “‘A Matemática não é neutra, é
masculina’: Percepções De Licenciandas Em Matemática Sobre Gênero” (LIMA;
FRAGOZO; GODOY, 2023), que explora as questões de gênero no ambiente
acadêmico, especificamente no curso de Matemática.

O artigo tem como principal objetivo analisar como um grupo de alunas de
Matemática compreende a experiência de ser mulher nesse curso, utilizando um
grupo focal composto por licenciandas em Matemática de uma Instituição de Ensino
Superior do Sul do Brasil. Esse grupo foi formado após o envio de um formulário a
todas as estudantes de Matemática da instituição, no qual 22 mulheres
responderam, sendo que apenas duas delas cursavam o bacharelado. Dentre essas
22 estudantes, apenas quatro demonstraram interesse em participar da pesquisa,
todas elas da licenciatura. O formulário permitiu criar um perfil das estudantes,
contendo informações sobre gênero, raça, idade, orientação sexual, modalidade do
curso e interesse em participar do grupo de pesquisa.

As autoras coletaram dados por meio de entrevistas, nas quais as estudantes
relataram como surgiu o interesse pela Matemática, a escolha do curso e suas
vivências na universidade, além de compartilharem se já enfrentaram situações de
desconforto em função de seu gênero. O artigo foca em dois temas principais
discutidos com as participantes: ‘Matemática e Estereótipos’ e ‘A Matemática é
Neutra?’.

As autoras analisaram as entrevistas utilizando a análise de discurso,
explorando não apenas o que foi explicitamente dito, mas também o que foi
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subentendido ou “não-dito”, utilizando a metáfora como ferramenta de interpretação.
As principais conclusões foram:

1. A predominância masculina nas áreas de CTEM (Ciências, Tecnologia,
Engenharia e Matemática) e a presença do discurso de que os homens são
melhores em matemática do que as mulheres, geram desconforto e uma
sensação de não pertencimento e inferioridade no ambiente acadêmico.

2. As opressões de gênero existem, mas são muitas vezes mascaradas pela
sensação de privilégio de estar em um ambiente acadêmico
predominantemente masculino, levando essas situações a serem vistas como
normais e rotineiras.

3. Há um “sentido de vínculo entre opressão de gênero e graduação em
Matemática”.

4. “A Matemática não é neutra; ela é feita como neutra por e para os homens”.

A partir disso, e com o objetivo de realizarmos uma análise mais abrangente
das relações de gênero e Matemática na graduação, considerando que apenas
estudantes da licenciatura participaram da pesquisa do artigo, buscamos uma
estudante do bacharelado em Matemática de uma Instituição de Ensino Superior do
Sul do Brasil que compartilhasse suas experiências sobre o mesmo tema.
Realizamos uma entrevista com a aluna, seguindo perguntas inspiradas nas
utilizadas no artigo, incluindo:

1. Um perfil da estudante, contendo informações sobre gênero, raça, orientação
sexual, idade, deficiência, ano de ingresso e modalidade do curso
(licenciatura ou bacharelado). A aluna assinou um Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido, garantindo seu anonimato na pesquisa.

2. Uma breve discussão sobre como surgiu o interesse pela Matemática e a
escolha pelo curso, seguida pela escolha do bacharelado.

3. Perguntas como: “Você já vivenciou situações envolvendo estereótipos de
gênero?” e “Baseado em suas opiniões e vivências durante a formação, você
acha que a Matemática é neutra?”.

Dentre as respostas da entrevistada, destacam-se:
“Felizmente, nunca vivenciei pessoalmente situações envolvendo

estereótipos de gênero no curso de Matemática. Acredito que tive muita sorte,
pois já ouvi muitos relatos de colegas que passaram por situações similares
[...]. Considero-me muito sortuda por não ter enfrentado esse tipo de situação
no curso.”

“Em relação aos professores, a maioria foi muito solícita, sempre me
apoiando e incentivando. Acredito que o departamento de Matemática da
minha universidade tem um diferencial, pois há professoras ministrando
matérias específicas para o bacharelado. Isso foi muito importante para mim,
perceber que havia mulheres me ensinando e saber que posso seguir uma
carreira acadêmica no bacharelado. Ver alguém com quem me identifico que
seguiu esse caminho fez muita diferença para mim”.
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A proposta final da apresentação incluiu uma discussão entre os discentes sobre
as relações de gênero e a Matemática no ambiente acadêmico, comparando os
resultados das entrevistas realizadas com as licenciandas e a estudante do
bacharelado. As conclusões desse debate foram fundamentais para compreender a
realidade nas universidades e contribuir para a criação de ambientes acadêmicos
mais igualitários.

Referências:
CARTAXO LIMA, Y.; BAPTISTA FRAGOZO, M.; VIEIRA GODOY, E. “A Matemática
não é neutra, é masculina”: percepções de licenciandas em Matemática sobre
gênero. Boletim GEPEM, [S. l.], n. 83, p. 138–154, 2023.
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Resumo:
O presente trabalho foi elaborado como parte da avaliação final da disciplina de

Educação Matemática na Contemporaneidade, do curso de Matemática, e tem como
objetivo discutir a inclusão de pessoas surdas nas aulas de matemática. A disciplina
teve como proposta a apresentação de um seminário pelos estudantes que tratavam
de questões de gênero, étnico-raciais ou de educação especial. O artigo escolhido
para o seminário foi “A Negociação de Sinais em Libras como Possibilidade de
Ensino e de Aprendizagem de Geometria” (SALES; PENTEADO; MOURA, 2015),
que explora aspectos de inclusão e das legislações que amparam o ensino de
pessoas surdas, além de apresentar uma proposta para o ensino de Geometria,
focada no aprendizado de alunos surdos.

De início, o artigo busca apresentar a evolução das legislações que
asseguram o acesso à educação para pessoas com Necessidades Educacionais
Especiais (NEE) no Brasil. Como exemplos, são citadas a Constituição Federal de
1988, a Declaração de Salamanca na Conferência Mundial da UNESCO em 1994 e
a Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional (LDBN) de 1996. De forma geral,
essas legislações estabelecem as condições de acesso e permanência na educação
para todos, além de garantirem o atendimento educacional especializado para
alunos com NEE.

Em contrapartida às leis estabelecidas, os autores evidenciam as dificuldades
dos professores em sala de aula quanto à inclusão dos alunos com deficiência,
especialmente por se sentirem despreparados e desamparados diante das
demandas e desafios específicos desses alunos. Desse modo, torna-se evidente a
necessidade de produção de conhecimentos que visem contribuir com a prática
docente. Os autores destacam que o uso de recursos visuais em sala de aula é uma
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metodologia que beneficia o aprendizado de todos os alunos, especialmente dos
surdos, que usufruem da comunicação visual para facilitar o pensamento, a memória
e a criatividade. Além disso, a constante exposição à língua de sinais é considerada
essencial para o desenvolvimento cognitivo, social e pedagógico, formando a base
do ensino bilíngue, que não só promove maior aprendizado, mas também garante a
inclusão dos indivíduos surdos em uma sociedade predominantemente ouvinte.

Com o objetivo de implementar métodos que promovam o ensino bilíngue, os
autores do artigo apresentam uma atividade introdutória de Geometria desenvolvida
com alunos surdos e ouvintes de uma escola de Ensino Fundamental em Rio Claro,
São Paulo, reconhecida pelo trabalho de inclusão com alunos com deficiência,
especialmente com a comunidade surda. As análises foram realizadas em uma
turma de 5º ano, composta por 12 alunos, sendo 8 surdos e 4 ouvintes, uma
professora e uma TILS (Tradutora Intérprete de Língua Brasileira de Sinais), ao
longo de dois semestres. Buscou-se observar as interações entre professora,
intérprete e alunos e entender como os conhecimentos eram transmitidos e
aprendidos.

No decorrer da proposta, foram considerados aspectos do
ensino-aprendizagem de Geometria por meio de uma atividade aplicada com o
objetivo de analisar as habilidades dos alunos surdos sobre o tema, além de
trabalhar noções como ponto, reta, plano, ângulos, figuras planas e suas
classificações utilizando a língua de sinais. Os autores destacam que, ao iniciar o
conteúdo, houve dificuldades em estabelecer sinais específicos para cada elemento
da Geometria. A intérprete, ao ser consultada, frequentemente informava que não
havia sinais definidos para esses termos em LIBRAS, o que gerou certa confusão na
comunicação matemática, já que cada aluno tinha conhecimento de um sinal
diferente. Por conta disso, os autores propuseram uma negociação de sinais,
permitindo que os próprios alunos criassem e estabelecessem juntos os sinais para
cada conceito estudado, baseando-se na forma como compreendiam os conceitos
matemáticos, como pode ser visto na Figura 1, em que a aluna sugere um sinal para
“triângulo”. Além disso, no Quadro 1, podemos notar como essa negociação é feita,
considerando sugestões de diferentes sinais para "triângulo" e "triângulo retângulo",
utilizando a propriedade do último como forma de diferenciação.

Figura 1 - Emanuele
representando o triângulo.

Fonte: SALES; PENTEADO;
MOURA, 2015

Quadro 1 - Interação acerca dos triângulos acutângulo e retângulo.
Fonte: SALES; PENTEADO; MOURA, 2015
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A fim de enriquecer a discussão sobre o ensino de Geometria para pessoas
surdas na apresentação do trabalho final da disciplina de Educação Matemática na
Contemporaneidade, exploramos outras referências sobre inclusão e os processos
de ensino e de aprendizagem de alunos surdos.

No artigo “A inclusão escolar de alunos surdos: o que dizem alunos,
professores e intérpretes sobre esta experiência” (LACERDA, 2006), foram
entrevistados professores, intérpretes e colegas envolvidos na inclusão de um aluno
surdo em uma escola regular, onde a maioria dos alunos era ouvinte. O artigo relata
que, durante a entrevista com a intérprete, destacaram-se pontos como a
necessidade de definir melhor o papel do intérprete educacional, a falta de um
planejamento conjunto com os demais sujeitos da escola, o pouco conhecimento
sobre a surdez por parte dos professores, e a importância de um espaço para a
atualização contínua dos intérpretes em relação à língua de sinais.

Buscando relacionar a metodologia de Lacerda (2006) com as ideias do artigo
inicial escolhido, realizamos uma entrevista com uma intérprete educacional, que
teve como objetivo enfatizar aspectos do ensino de Geometria no contexto de
escolas regulares. A intérprete entrevistada destaca a negociação de sinais como
uma ferramenta essencial para a tradução dos conteúdos matemáticos. Utilizando
elementos visuais como símbolos e formas, ela e seu aluno adaptam os sinais de
modo a facilitar a compreensão do que está sendo estudado.

Além disso, ela enfatiza a importância de entender os conteúdos que estão
sendo ensinados, de modo a aplicar os sinais nos contextos corretos, garantindo
que a tradução seja completa e precisa, sem comprometer o aprendizado do aluno.
No entanto, o estudo prévio dos materiais usados pelos professores nem sempre é
viável, devido às muitas disciplinas em que acompanha o aluno.

Um dos principais desafios mencionados na entrevista é o ritmo acelerado da
fala de alguns professores, que frequentemente dificulta uma tradução precisa para
o aluno. Por isso, a intérprete reforça a necessidade de manter um diálogo constante
com os professores, sinalizando sempre que enfrenta dificuldades em acompanhar a
fala ou entender o conteúdo. Essa comunicação aberta é essencial para assegurar
que a interpretação seja o mais fiel e completa possível.
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Resumo:
O presente trabalho levanta questões relacionadas aos currículos dos cursos

de Bacharelado e Licenciatura em Matemática em diversos países da América
Latina. O principal objetivo é investigar como os currículos se comportaram e
influenciaram a formação dos(as) professores(as) Latino-americanos(as) - que não
são brasileiros(as) - do Departamento de Matemática (DMAT) da Universidade
Federal do Paraná (UFPR) que concluíram sua graduação em seus países de
origem e, depois, se mudaram para o Brasil.

Inicialmente, buscamos entender melhor a metodologia que viria a ser
utilizada: a História Oral. Para isso, foi feita uma revisão bibliográfica detalhada do
artigo “História Oral: de um inventário a uma regulação”, do autor Antonio Vicente
Marafioti Garnica, e através dele compreendemos a importância da História Oral
enquanto metodologia de pesquisa e qual seria a melhor maneira de conduzi-la
visando a produção do material em questão. Além do estudo do artigo de Garnica,
também foi realizada uma leitura da textualização de uma entrevista pública com o
Professor Ubiratan D’Ambrosio, realizada pelo Professor Carlos Roberto Vianna,
durante o Encontro Nacional de Pesquisa em História da Educação Matemática.
Essa leitura teve como objetivo identificar o trabalho feito com entrevistas e suas
textualizações para, em seguida, ser capaz de reproduzi-lo nas entrevistas que
viriam a ser feitas para enriquecer o presente trabalho acadêmico.

Depois de concluída a revisão bibliográfica, optamos pela realização de
entrevistas orais gravadas, transcrições e textualizações, devido à sua eficiência na
captura de narrativas e experiências pessoais dos(as) participantes da pesquisa.
Com a utilização dessa metodologia, foi possível oportunizar aos(às)

1* Bolsista PET Matemática
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entrevistados(as) que compartilhassem suas perspectivas, memórias e histórias de
vida relacionadas ao tema anunciado. Para a escolha dos(as) entrevistados(as), foi
feita uma análise do corpo docente do DMAT, com foco nos(as) professores(as)
estrangeiros(as) oriundos de países da América Latina, que ao todo são 12.
Considerando o tempo disponível para a realização das entrevistas, optamos por
entrevistar, inicialmente, um(a) professor(a) representante da Argentina, um(a) do
Peru e um(a) da Venezuela.

Para a realização das entrevistas, confeccionamos fichas norteadoras para
os(as) entrevistados(as), e fichas com perguntas específicas para as entrevistadoras
- que foram três alunas da UFPR, devido a união de trabalhos acadêmicos sob a
orientação do mesmo professor -, caso os(as) entrevistados(as) não oferecessem
todas as informações necessárias espontaneamente. As fichas dos(as)
entrevistados(as) foram compostas por conjuntos de palavras relacionadas aos
seguintes tópicos: Vida Pessoal, Formação Acadêmica, Currículo, Prática Docente,
Desafios e Oportunidades e Diversidade Cultural.

Foram realizadas, com sucesso, três entrevistas entre os meses de dezembro
de 2023 e abril de 2024. Sendo elas com professores(as) representantes da
Argentina, do Peru e da Venezuela. Após a realização das entrevistas orais
gravadas, foram feitas as transcrições e textualizações delas, que foram
encaminhadas aos(às) respectivos(as) entrevistados(as) para aprovação e
sequência da pesquisa.

Além disso, foram incluídas à pesquisa de forma integral as textualizações
das entrevistas realizadas e, por fim, todas estão em processo de análise,
especialmente em relação ao que foi falado sobre os currículos dos cursos de
Bacharelado e Licenciatura em Matemática, tanto nos países de origem dos(as)
entrevistados(as), quanto no Brasil, os currículos dos cursos de Matemática da
UFPR. Esperamos identificar características comuns aos(às) entrevistados(as) e, a
partir delas, construir relações entre a diversidade curricular dos cursos de
Matemática na América Latina e a formação de professores(as) de Matemática na
UFPR.
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Resumo:

O presente trabalho levanta questões relacionadas à importância das
disciplinas de conteúdo matemático para a formação do/a professor/a de Matemática
da Educação Básica. O principal objetivo é investigar o papel atribuído à Matemática
Acadêmica pelos/as alunos/as do curso de Licenciatura em Matemática na sua
formação inicial. 

Inicialmente, buscamos entender melhor o conceito de “Matemática
Acadêmica” e suas diferenças em relação à matemática como um todo. Para isso,
foi feita uma revisão bibliográfica detalhada de sete artigos que mencionaram o tema
ou variações dele e, em seguida, foi possível definir com maior precisão o que
queríamos dizer usando o termo “Matemática Acadêmica”. Depois de concluída a
revisão bibliográfica, optamos por seguir a investigação com os/as alunos/as por
meio de entrevistas que seriam feitas de forma remota por meio de um questionário
do Google. Na divulgação do questionário, pedimos que o/a participante
considerasse as disciplinas pertencentes à Matemática Acadêmica como sendo
aquelas voltadas às áreas de Análise Numérica, Álgebra, Equações Diferenciais,
Geometria, Topologia e Otimização. Além disso, esclarecemos que, para os fins
deste trabalho, não deveriam ser consideradas as disciplinas do primeiro semestre
do curso, por se tratarem de disciplinas voltadas à uma formação de base.

A elaboração do questionário mencionado foi baseada em alguns outros
questionários prontos, a fim de identificar e caracterizar o perfil do discente que o
responde. O questionário contou com cinco seções de perguntas, sendo elas:
“Caracterização do/a Participante”, “Possíveis dificuldades e seus motivos”,
“Possíveis reprovações e seus motivos”, “Expectativas” e “Questões abertas”. Foram

1* Bolsista PET Matemática
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convidados/as discentes que estão há, pelo menos, um ano matriculados no curso,
ou seja, a partir do 3º período. O tempo médio de resposta às 42 perguntas do
questionário foi de 13 minutos e conseguimos reunir 44 respostas, de alunos
ingressantes no curso entre os anos de 2017 e 2022, totalizando 24% do total de
alunos regularmente matriculados em Licenciatura em Matemática no momento da
divulgação do questionário. 

Por fim, foram incluídas à pesquisa de forma integral as respostas das
questões objetivas e, em seguida, analisadas as respostas dadas às questões
abertas. As respostas que mais nos chamaram atenção foram as dadas às questões
abertas, visto que, ao analisar as respostas das três questões da última seção, foi
possível encontrar diversas contradições nas respostas de um/a mesmo/a discente.
Inicialmente, os/as alunos, em sua maioria, afirmavam que as disciplinas de
conteúdo matemático eram, sem exceções, de extrema importância em sua
formação. Em seguida, foi solicitado que os/as alunos/as citassem a disciplina do
curso em que mais tiveram dificuldades e, por fim, perguntamos sobre a importância
que eles/as atribuiriam à disciplina citada. O principal padrão encontrado na
sequência de respostas foi de alunos que inicialmente consideravam todas as
disciplinas de Matemática Acadêmica fundamentais para a sua formação, mas que
mudavam sua opinião depois de citar a disciplina que mais enfrentou dificuldades.
Aqui, cabe ressaltar que não foram consideradas respostas que citaram disciplinas
de outros departamentos, como Física e Desenho Geométrico, por exemplo. Para
exemplificar a padronização de respostas que percebemos, a seguir apresentamos
as respostas de dois discentes, que tiveram suas identidades preservadas, visto que
o formulário era respondido de forma anônima.

Na sua opinião, qual é a
importância das disciplinas de
Matemática Acadêmica para a
sua atuação como docente da

Educação Básica?

Cite a disciplina
em que você

mais encontrou
dificuldades ao
longo do curso.

Qual relevância você atribuiria à
disciplina citada anteriormente na

sua formação? Comente.

Aluno A “Dentro da sala de aula o professor
pode conseguir desenvolver melhor

uma demonstração, a qual as
matérias de matemática academia
proporcionam geralmente, de como

e porque funciona as soluções
matemáticas.”

“cálculo 1”

“Para a área de licenciatura em
educação básica tal matéria não traria
tanta importância para a sala de aula,
mas traria algumas curiosidades sobre

o funcionamento de certas coisas.”

Aluno B “Aumentar o nível de conhecimento
e aprofundar temas que são vistos
de maneira superficial na educação

básica, possibilitando que o
professor tenha facilidade ao

ensinar o conteúdo. Com isso, o
professor também consegue trazer

mais maneiras e métodos para

“Anéis e Corpos”

É uma disciplina que trás um conteúdo
muito interessante, mas vejo somente

como um ponto de curiosidade que não
agrega absolutamente nada para quem
quer ser professor de educação básica.

É um obstáculo desnecessário para
quem não tem interesse em se
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explicar e trabalhar esses
assuntos.”

aprofundar em álgebra e matemática
acadêmica.

Indiscutivelmente, o currículo de Licenciatura em Matemática apresenta
disciplinas dotadas de uma formalização excessiva, especialmente as que são
voltadas à Matemática Acadêmica. Além de toda sua abstração e formalidade, são
raros os casos onde os docentes estabelecem relações entre a Matemática
Acadêmica e a Escolar. Tudo isso contribui para que o questionamento seja ainda
mais frequente: “Para que serve a Matemática Acadêmica na formação do professor
de Matemática da Educação Básica?”.
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Resumo:
Este trabalho tem como objetivo descrever a aplicação do jogo Fantan no desenvolvimento do
Pensamento Computacional e no ensino de conceitos matemáticos para alunos com Altas
Habilidades/Superdotação. O projeto “Matemática Acessível”, iniciado em 2016 na Universidade
Tecnológica Federal do Paraná, Campus Curitiba, aproxima licenciandos da realidade dos alunos
atendidos na rede pública. Em 2024, o projeto usou o Pensamento Computacional para abordar
conteúdos matemáticos, como a decomposição de problemas e o desenvolvimento de algoritmos. O
jogo Fantan foi utilizado para estimular o pensamento algébrico, trabalhando conceitos de divisão,
múltiplos e cálculos mentais de forma lúdica. Os alunos demonstraram compreensão dos conceitos e
grande engajamento. O uso de jogos e desafios, como o Fantan, provou ser uma estratégia eficaz
para o ensino da matemática e o desenvolvimento do Pensamento Computacional em alunos com
Altas Habilidades/Superdotação, promovendo um aprendizado mais inclusivo e motivado

No ano de 2016 nasce o projeto “Matemática Acessível” na Universidades
Tecnológica Federal do Paraná do Campus Curitiba (UTFPR-CT) com um grupo de
professores e alunos do curso de Licenciatura em Matemática, projeto o qual tem
objetivo aproximar os licenciandos da realidade dos alunos com Altas
Habilidades/Superdotação atendidos na rede pública de ensino, destacando a
importância de reconhecer e desenvolver suas potencialidades, promovendo a
inclusão de alunos que apresentam necessidades educacionais especiais. Alunos
com Altas Habilidades/Superdotação são aqueles que apresentam maior facilidade
no aprendizado em uma ou múltiplas áreas. De acordo com a Política Nacional de
Educação Especial na Perspectiva da Educação Inclusiva (BRASIL, 2007, p.9)
alunos com Altas Habilidades/Superdotação demonstram potencial elevado em

2♣ Voluntário do Programa Licenciando - UTFPR.

1
* Bolsista do Programa Licenciando - UTFPR.
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qualquer uma das seguintes áreas, isoladas ou combinadas: intelectual, acadêmica,
liderança, psicomotricidade e artes, além de apresentar grande criatividade,
envolvimento na aprendizagem e realização de tarefas em áreas de seu interesse.
Com o objetivo de atender a esses alunos e abordar os conteúdos matemáticos, o
projeto Matemática Acessível empregou o tema Pensamento Computacional ao
longo do ano de 2024. O Pensamento Computacional envolve a aplicação de
técnicas e raciocínios da computação para resolver problemas matemáticos de
forma criativa e eficiente. Isso inclui a habilidade de decompor problemas
complexos, reconhecer padrões, desenvolver algoritmos e usar a lógica para criar
soluções inovadoras, as quais se classificam como pilares do tema.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular o Pensamento Computacional
“envolve as capacidades de compreender, analisar, definir, modelar, resolver,
comparar e automatizar problemas e suas soluções, de forma metódica e
sistemática por meio do desenvolvimento de algoritmos” (Brasil, 2018, p.474).

Este resumo tem objetivo de descrever um dos encontros entre os participantes
do projeto Matemática Acessível e os alunos com Altas Habilidades/Superdotação
atendidos no Colégio Estadual Roberto Langer Junior, situado no bairro Boqueirão,
em Curitiba, encontro no qual foi utilizado o jogo Fantan. O Fantan é um jogo de
origem chinesa, popularizado na Coreia e difundido pela Europa através dos
portugueses em Macau (PANOSSIAN, 2010). Utilizado no projeto Matemática
Acessível para estimular o pensamento algébrico, o jogo envolve conceitos como
divisão e resto. Um punhado aleatório de pedrinhas é espalhado sobre a
mesa/tabuleiro e os quatro jogadores apostam fichas em um número de 0 a 3, que
corresponde ao resto da divisão que os alunos esperam deste punhado após
realizar agrupamentos de 4 pedrinhas . Após as apostas, os alunos realizam os
agrupamentos e o número de pedrinhas que sobram ao final fora destes
agrupamentos determina o vencedor da rodada, e o jogador que apostar
corretamente ganha as fichas dos adversários. Esse jogo simples ajuda os alunos a
explorar múltiplos, divisores e cálculo mental de forma lúdica. Sua aleatoriedade e
regras acessíveis o tornam uma ferramenta eficaz para introduzir raciocínios
matemáticos básicos, ao mesmo tempo em que os alunos desenvolvem estratégias
e compreendem noções de probabilidade.

No Fantan, o Pensamento Computacional (PC) aparece na forma de resolução
de problemas e desenvolvimento de estratégias baseadas em padrões matemáticos.
Embora o jogo dependa da sorte, ele oferece uma excelente oportunidade para os
alunos aplicarem lógica e raciocínio matemático, explorando os conceitos de divisão
e resto. Isso reflete um dos pilares do PC: a decomposição de problemas complexos
em partes menores e mais manejáveis.

Os alunos do ensino fundamental atendidos no Colégio Estadual Roberto
Langer Junior percebem rapidamente a relação entre o número de pedrinhas e o
resto da divisão, e começam a testar diferentes apostas, ajustando suas estratégias.
Essa atividade permite que eles pratiquem cálculo mental e reconheçam padrões,
além de compreenderem, de forma prática, o conceito de probabilidade, ao
identificarem que cada número tem 25% de chance de ser o vencedor. Durante o
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encontro, o Fantan foi introduzido após a explicação das regras e distribuição dos
materiais. O caráter competitivo do jogo rapidamente engajou os alunos, que se
mostraram mais motivados do que em atividades aplicadas anteriormente. Diversas
rodadas foram jogadas, e quando os alunos já estavam confortáveis com a
dinâmica, começaram a registrar os resultados e responder as perguntas avaliativas.

A receptividade ao Fantan foi extremamente positiva. Os alunos relataram que
o jogo era dinâmico e envolvente, e muitos preferiram essa atividade por ser
competitiva. Eles demonstraram compreensão dos conceitos de múltiplos e
divisores, realizando cálculos mentais com rapidez. Um aluno destacou que o jogo
se tratava de sorte, com 25% de chance de vitória, evidenciando uma compreensão
intuitiva da probabilidade e sugerindo futuras oportunidades de aprofundamento.

A experiência com o jogo Fantan no projeto Matemática Acessível demonstrou
o valor de atividades lúdicas e colaborativas no ensino de matemática para alunos
com Altas Habilidades/Superdotação. O uso de jogos como o Fantan não só facilitou
o aprendizado de conceitos matemáticos, mas também incentivou o
desenvolvimento do Pensamento Computacional, colaboração entre alunos e uma
competição saudável com a sala de aula sendo um espaço lúdico. O engajamento
dos alunos reforçou a importância de metodologias ativas, que vão além do ensino
tradicional e estimulam a participação dos alunos. O sucesso da atividade sugere
que a inclusão de jogos pode ser uma estratégia eficaz para promover o
aprendizado em grupos de alunos com Altas Habilidades/Superdotação, oferecendo
um ensino mais inclusivo e motivador.
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Resumo: 

De acordo com Buriasco (2000), “a interpretação de um mesmo erro pode ser 

múltipla”. Essa frase resume a importância da Análise de Produção Escrita. Afinal, um 

erro não significa diretamente que uma pessoa não sabe algo. 

Um documento contendo 10 questões abertas de matemática foi entregue a 5 
voluntários anônimos, que resolveram as questões. O objetivo deste trabalho é 
analisar essas resoluções, e então debater sobre as diferentes formas de pensar e os 
diferentes raciocínios que geraram as respectivas resoluções.  

A partir de uma leitura horizontal – em que é analisada uma questão e várias 
resoluções da mesma e só então seguimos para a próxima - será possível refletir 
sobre as várias formas de pensamento matemático que podem surgir em uma mesma 
questão. O intuito é substituir a leitura pela falta, focada nos erros e “não saberes” dos 
alunos, por uma leitura positiva, com o intuito de enxergar o que o estudante mostrou 
saber, apesar dos seus possíveis erros.  

Por fim serão apresentadas intervenções de como os possíveis erros dos voluntários 
poderiam ser trabalhados em sala de aula. 

Para se preparar para as análises, a autora - graduanda em Licenciatura em 

Matemática da Universidade Federal do Paraná (UFPR) e participante do Programa 

de Voluntariado Acadêmico - leu diversos textos sobre o assunto, além de ter se 

encontrado semanalmente com seu orientador para discutir os textos e outros 

assuntos ligados à educação. 

A seguir, estão duas dessas análises: 

 

Questão 2 
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Expectativa de Resposta: 

 

Resolução do Voluntário D: 

 

O Voluntário D interpretou o enunciado corretamente e escolheu, sabiamente, utilizar divisão 
para resolver o exercício. O cálculo escolhido para resolver a questão estava correto: dividir 
o valor da blusa, 45 reais, por 2, os dois irmãos. Porém, é possível verificar que o aluno tem 
dificuldades com contas de divisão. 

O voluntário D se lembrou de uma regra a respeito de adicionar um zero ao quociente, 
apenas utilizou ela no momento errado. Mas sua interpretação, a sua forma de armar a conta 
e até parte de sua divisão estavam corretas. 

Nesse momento, seria interessante, ao invés de diretamente mostrar ao estudante seu erro, 
tentar perguntar a ele se ele acha que são necessárias duas parcelas de cerca de duzentos 
reais para pagar um vestido de 45 reais. Dessa forma, o próprio estudante entenderia por si 
só que errou em alguma parte do processo e revisaria seus cálculos. Quem sabe ele até 
saiba efetuar essa divisão e tenha sido apenas uma mera distração. Mas caso contrário, as 
dificuldades do voluntário D com divisões podem ser vencidas com algumas explicações e 
um pouco de prática. 

 

Questão 4 

 

Expectativa de Resposta: 
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Resolução do Voluntário D: 

 

O voluntário D mostrou ter algumas dificuldades com contas de multiplicação, divisão e até 

adição. Seria interessante revisar, juntamente com o aluno, como devem ser realizados 

esses cálculos. 

Porém, algo mais interessante de se analisar, é a escolha do valor R$113,00. É uma ótima 

oportunidade de pensar o que pode ter gerado esse erro. O voluntário não sabia parte do 

conteúdo? Estava distraído? Talvez nervoso? Como já foi comentado, um erro pode ter 

múltiplas interpretações. Nesse caso, uma delas nos leva ao enunciado. Em momento algum 

é dito qual das imagens é a batedeira, qual é a torradeira e qual é o liquidificador. Apesar de 

ser um conhecimento geral, não é possível analisar totalmente as habilidades de 

interpretação matemática desse estudante nesse exercício, visto que ele exige 

conhecimentos não diretamente ligados a essa área.  

É claro, poderia ter sido mera distração. Por isso o ideal seria perguntar ao aluno qual das 

três imagens é a torradeira e qual é o liquidificador, e então auxiliá-lo no restante da 

resolução, principalmente nos cálculos, onde o voluntário demonstrou dificuldade. 

 

O objetivo dessas análises de resoluções é utilizar uma leitura positiva, visando entender os 

erros como oportunidades de evolução. 
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Resumo:

Este trabalho tem o objetivo de aprofundar um tema de extrema importância
para a sociedade atual: o ensino de matemática para pessoas com deficiência
intelectual. A ideia deste estudo surgiu a partir da leitura do artigo "O ensino de
matemática aos alunos com deficiência intelectual: uma concepção dos professores"
(COSTA; ANICETO; AGUIAR, 2018), que aborda a matemática no contexto da
educação especial. No artigo, os autores afirmam que estudantes com deficiência
intelectual apresentam déficits importantes para o aprendizado de matemática e,
para que sua aprendizagem ocorra, é necessário ir além dos métodos tradicionais.

A partir disso, o artigo visa investigar a concepção dos professores sobre o
ensino de matemática nesse contexto. Para isso, Costa, Aniceto e Aguiar (2018)
elaboraram um questionário, que foi compartilhado por meio das redes sociais e,
com ele, obtiveram respostas de 32 professores, as quais foram categorizadas em
cinco eixos relacionados à formação e ao conhecimento dos professores sobre o
assunto, à inclusão ou não desses estudantes no ensino regular, às suas
dificuldades ao ensinar pessoas com deficiência intelectual e aos materiais didáticos
utilizados.

Com esses resultados, Costa, Aniceto e Aguiar (2018) destacam a carência
na formação dos docentes, o que resulta em poucas adaptações curriculares e de
materiais, comprometendo a eficácia do ensino para pessoas com deficiência. A
pesquisa enfatiza a importância de uma formação adequada para que os
professores possam desenvolver atividades adaptadas, facilitando a inclusão e a
aprendizagem desses estudantes. Além disso, ressalta as dificuldades enfrentadas
pelos docentes devido às condições de trabalho precárias, como turmas
superlotadas e falta de recursos, razão pela qual muitos deles afirmam que esse
ensino especial em sala regular não é possível. Por fim, o estudo sugere que mais
investigações são necessárias para melhorar o suporte aos professores e a
qualidade do ensino para esse público.
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A partir desse estudo, com o intuito de aprofundar e analisar melhor as
problemáticas do ensino de matemática para pessoas com deficiência intelectual,
realizamos uma entrevista com uma professora da educação especial, que atua há
quatro anos na Associação de Pais e Amigos dos Excepcionais (APAE) em um
município do interior do Paraná, educando crianças e adolescentes com deficiências
múltiplas, sendo a maioria com deficiência intelectual. As perguntas realizadas na
entrevista foram inspiradas nas questões e nas conclusões do artigo de Costa,
Aniceto e Aguiar (2018). Além disso, toda a entrevista foi gravada e transcrita.

Dentre as perguntas realizadas, destacam-se:
- Você acha que a sua formação foi suficiente para atuar na APAE?
- Como você se sentiu quando se deparou pela primeira vez com alunos

com deficiência intelectual?
- Que materiais didáticos você tem acesso para suas aulas?
- Como funcionam as suas aulas?
- Como ocorre a evolução do trabalho realizado com esses estudantes?
- Qual é a sua opinião sobre a inclusão desses estudantes na sala de

aula regular?
Várias conclusões puderam ser tiradas a partir das respostas da professora,

algumas muito parecidas com as conclusões do estudo de Costa, Aniceto e Aguiar
(2018), como, por exemplo, a precarização do trabalho do professor evidenciada
pela entrevistada, ao afirmar que as salas de aula da APAE em que atua são
multisseriadas e superlotadas, o que não permite o trabalho individualizado com
todos os estudantes. A falta de formação também foi citada pela professora, ao
mencionar que, apesar de ter feito pós-graduação em educação especial, ainda não
possuía os conhecimentos suficientes para trabalhar da melhor forma com seus
alunos, sendo que sua experiência foi a principal maneira de aperfeiçoar suas
técnicas.

Ademais, a professora também destacou que a equipe pedagógica da APAE
é desacreditada, opinião bastante motivada pelo preconceito em relação a pessoas
com deficiência, ao imaginarem que esses estudantes não têm capacidades de
aprendizagem. No entanto, a professora pontuou diversas vezes que os estudantes
com deficiência têm muitas potencialidades se forem incentivados desde a infância.
Para isso, o estudante precisa de uma aula onde se sinta incluído, acolhido pela
professora ou professor, e que seja conectada com a sua realidade, algo que a
professora também afirma ser difícil de acontecer em uma sala de aula regular, já
que, muitas vezes, esse docente não possui as condições necessárias para incluir
um aluno com deficiência intelectual em meio a vinte outros estudantes.

Em suma, o estudo reforça a necessidade urgente de formação específica e
melhores condições de trabalho para que os professores possam efetivamente
incluir e ensinar estudantes com deficiência intelectual, garantindo uma educação
de qualidade e inclusiva para todos.
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Resumo:
Iniciado em 2016 o projeto de extensão Matemática Acessível visa aproximar

licenciandos de Matemática da UTFPR-CT com estudantes da Educação Básica
com Altas Habilidades/Superdotação (AH/SD), participantes das salas de recursos
multifuncionais. O foco do projeto é a elaboração, adaptação e aplicação de
materiais didáticos e atividades para o ensino da Matemática.

Em 2024, o tema escolhido foi o Pensamento Computacional, abordado
inicialmente em sua forma “desplugada” durante o primeiro semestre. O pensamento
computacional segundo Brackmann (2017) refere-se a habilidade de resolução de
problemas complexos com base em quatro pilares: decomposição, reconhecimento
de padrões, abstração e algoritmos. A abordagem desplugada não utiliza
equipamentos eletrônicos, permitindo maior acessibilidade, adaptando as atividades,
especialmente em escolas com pouca infraestrutura. Por outro lado, o pensamento
computacional “plugado” envolve o uso de softwares e linguagens de programação
para a criação de jogos digitais (Evaristo; Terçariol; Ikeshoji, 2022).

Os jogos educativos são ferramentas de ensino-aprendizagem eficazes ao
promoverem um ambiente livre e motivador na busca de resoluções de problemas
(Kishimoto, 2000). No contexto da aprendizagem matemática, esses jogos
estimulam a motivação, minimizam a pressão e o medo de errar, uma preocupação
frequentemente observada nos estudantes com AH/SD.

Estudantes com AH/SD apresentam notável desempenho e elevado potencial
nas áreas isoladas ou combinadas: intelectual, acadêmica, liderança, criatividade na
resolução de problemas, psicomotricidade e artes. É importante distinguir altas

2 Integrante voluntária do projeto de extensão Matemática Acessível pela UTFPR-CT.

1*Bolsista do Programa Licenciando - UTFPR-CT, integrante do projeto de extensão Matemática
Acessível.
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habilidades de superdotação, sendo a primeira relativa a aspectos que podem ser
moldados pelo ambiente e, a segunda, relativa a fatores genéticos, a inteligência e a
personalidade (Brasil, 2006). Entretanto, para fins de clareza, utilizamos o termo do
modo como adotado pela Secretaria de Educação Especial: altas
habilidades/superdotação (AH/SD).

Este trabalho tem por objetivo apresentar as atividades e resultados do
projeto durante o primeiro semestre de 2024. Foram realizados dois encontros no
Colégio Estadual Roberto Langer Junior com sete estudantes de AH/SD (três do 6º
ano e quatro do 7º ano) da sala de recursos multifuncionais. Os jogos selecionados
incluem o Jogo dos Palitos, Sudoku e Fantan, tendo como foco central deste relato a
aplicação do Sudoku e os resultados obtidos.

As atividades realizadas visaram estimular o pensamento crítico e as
habilidades matemáticas dos estudantes de forma dinâmica, utilizando o
pensamento computacional. A análise dos resultados se deu pelos dados coletados
por meio de observação, questionários e feedback sobre a compreensão dos
conceitos matemáticos, dificuldades encontradas e estratégias utilizadas.

Cada encontro durou 2 horas, onde os três jogos selecionados foram
aplicados, permitindo avaliar e aprofundar a compreensão dos estudantes sobre os
conceitos matemáticos. O Sudoku foi aplicado em duas sessões de 1 hora cada,
embora tenha apresentado desafios que serão discutidos. O Sudoku, um
quebra-cabeças numérico, explora conceitos de sequência numérica e lógica,
alinhando-se aos pilares do pensamento computacional ao exigir que os jogadores
decomponham o problema e elaborem estratégias.

No primeiro encontro, os estudantes utilizaram um tabuleiro de EVA com dicas
(números pré-marcados) e peças numéricas para completar grades de 2x2 e 2x3
(Mini Sudoku), respeitando as regras que proíbem a repetição de números em
linhas, colunas e subgrades. As regras foram introduzidas de forma progressiva, e
três desafios de cada grade foram oferecidos.

Os estudantes iniciaram a atividade individualmente, formando duplas ao
longo do processo. Durante o jogo, foram guiados com perguntas como "Qual
estratégia você está usando?" ou "O que acontece se pensarmos em um número de
cada vez?". Após esta etapa, responderam a um questionário sobre estratégias e
dificuldades. Devido à falta de tempo, a discussão sobre as respostas foi adiada
para o encontro da semana seguinte, gerando expectativa para a resolução da
grade convencional de 3x3, incentivando a prática em casa.

Na resolução do Mini Sudoku, alguns estudantes terminaram rapidamente,
enquanto outros precisaram de mais tempo e auxílio. Aqueles que enfrentaram
dificuldades relataram distrações e problemas para identificar os erros.

Para o segundo encontro, além do Sudoku convencional em EVA, foram
disponibilizadas várias grades impressas (incluindo Sudoku irregular e killer) para
atender diferentes níveis de habilidade, evitando ociosidade. A maioria dos
estudantes considerou as atividades motivadoras e de fácil dificuldade. Nesta etapa,
os estudantes escolheram livremente entre os níveis de Sudoku, com a maioria
optando por desafios mais avançados, ao invés progredir de forma sequencial.
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Observou-se que, no primeiro encontro, o Sudoku foi bem recebido, gerando
engajamento. No segundo encontro, o interesse caiu, possivelmente pela ausência
de um tabuleiro maior para atividades em grupo e a complexidade dos níveis
escolhidos, gerando frustração. A tendência dos estudantes de iniciar com desafios
mais difíceis sugere uma forte necessidade de aprovação e perfeição, uma elevada
auto exigência, resultando em competição entre eles. As atividades em grupo foram
melhor aceitas e aproveitadas do que as individuais.

O jogo demonstrou ser uma ferramenta eficaz na promoção do pensamento
computacional tendo a decomposição do problema em partes menores pelo jogador,
analisar linhas, colunas e subgrades, identificar padrões e desenvolver algoritmos
para encontrar soluções. A abstração, por sua vez, possibilitou que os estudantes se
concentrassem nas restrições relevantes, como os espaços disponíveis e as regras
que limitam as opções. Os algoritmos verificam-se na criação de estratégias lógicas
e procedimentos para encontrar a solução correta, podendo testar resoluções e
revisá-las se necessário.

No final, concluiu-se que estudantes com AH/SD se sentem mais engajados
em atividades colaborativas, que promovem desafios adequados ao seu potencial
cognitivo. É necessário encontrar um equilíbrio entre atividades desafiadoras, mas
não impossíveis de serem solucionadas. A utilização de jogos como o Sudoku
mostrou-se eficaz para desenvolver o pensamento computacional de maneira lúdica
e colaborativa, ressaltando a importância de metodologias ativas no
desenvolvimento social, cognitivo e motivacional de estudantes com AH/SD, mesmo
em áreas de interesse fora do campo da matemática.
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Resumo: 
Pesquisas têm indicado que o uso de vídeos em sala de aula se mostra como um importante 
meio no processo de ensino e aprendizagem da Matemática. Assim, o trabalho desenvolvido 
neste projeto de extensão teve como foco a produção de vídeos como forma de exploração de 
saberes geométricos, visto ser um tema que os estudantes apresentam muitas dificuldades. 
De forma mais específica, o presente projeto de extensão teve como objetivo promover ações 
integradas entre os estudantes da disciplina de Metodologia de Extensão do curso de 
Licenciatura em Matemática e os estudantes da Educação Básica de uma escola pública da 
cidade de Paranaguá, por meio de situações em contextos de criação de vídeos, a fim de 
ampliar os conhecimentos e experiências relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem 
do pensamento geométrico. Discussões de textos relacionados ao uso de vídeos no ensino da 
Matemática e sobre o desenvolvimento do pensamento geométrico de estudantes da Educação 
Básica, permitiram aos licenciandos a oportunidade de compreender melhor sobre o contexto 
no qual será desenvolvido o projeto. Em seguida, foi elaborada a proposta do festival assim 
como a sua aplicação na escola. O desenvolvimento do projeto contribuiu para reflexões 
teórico-metodológicas sobre o processo de ensino e aprendizagem do pensamento geométrico 
e para o desenvolvimento de competências relacionadas à tecnologia e à inovação, quando os 
estudantes se encontraram diante da criação de vídeos que tratam do campo da Geometria. 
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4 Estudante do 2º ano de Licenciatura em Matemática – Unespar – Executor do Projeto 
5 Professora orientadora do Projeto. 
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Objetivos: 

O projeto foi desenvolvido na disciplina de Metodologia de Extensão do curso de 
Licenciatura em Matemática junto com estudantes e docente da Educação Básica e teve 
como objetivo geral a ampliação sobre os conhecimentos e experiências relacionadas 
ao processo de ensino e aprendizagem de conhecimentos geométricos por meio da 
realização de um festival de vídeos. 
 

 
Metodologia: 

Os estudantes de licenciatura em Matemática, nas aulas da disciplina de 
Metodologia de Extensão, tiveram momentos para a leitura e discussão de artigos 
relacionados ao uso de vídeos no ensino da Matemática e sobre o desenvolvimento do 
pensamento geométrico de estudantes da Educação Básica. Além disso, tiveram que 
elaborar um vídeo para as disciplinas de Desenho Geométrico e Metodologia de 
Extensão, considerando todas as etapas para a elaboração de um de festival de vídeos 
para ser desenvolvido com os estudantes da 7ª série de duas turmas de um colégio 
estadual da cidade de Paranaguá e tiveram como inspiração o Festival de vídeos6, da 
Unesp, que já se encontra em sua 7ª edição. 

Em um primeiro momento, os licenciandos, juntos com a professora 
coordenadora do projeto, conversaram com as professoras das turmas para explicar 
sobre o projeto e ver se havia a necessidade de alguma alteração nas ideias 
apresentadas e fechar um cronograma para as etapas do projeto. 

Em seguida, ocorreu o primeiro encontro no qual ocorreu uma conversa com 
os estudantes e a apresentação de tipos de vídeos. Com o tema escolhido, os 
estudantes, divididos em grupos, pesquisaram sobre o conteúdo matemático sorteado 
para seu grupo, explorando definições, aplicações e exercícios para, a partir dessa 
pesquisa, decidirem a forma de explorar esses conteúdos no vídeo, que tipo de vídeo 
iriam produzir e qual mensagem transmitir. Os estudantes também deveriam decidir 
como seria o formato do seu vídeo: se fariam gravações de cena, se utilizariam 
animações, se teriam uma expressão artística, se precisariam de recursos 
tecnológicos etc. 

Com a pesquisa em mãos e com uma ideia da concepção do vídeo, passou-
se para a elaboração do roteiro com o auxílio dos discentes. Os discentes explicaram 
para os alunos como deveria ser realizado o roteiro do vídeo e também foi marcado 
encontro posterior para analisarem os roteiros produzidos pelos estudantes e auxiliar 
nas possíveis necessidades e dificuldades que tivessem. Após a elaboração do 
roteiro, fez-se necessário o planejamento do vídeo e os discentes deram dicas de 
como gravar e editar vídeos. 

Com os vídeos finalizados, foi realizada a avaliação dos vídeos pelos discentes 
e, em seguida, ocorreu o Festival de Vídeos, no qual todos os estudantes receberam 
certificado de participação e os três melhores vídeos, além do certificado, receberam 
medalhas. O Festival ocorreu no anfiteatro a UNESPAR - Paranaguá fazendo com 
que os alunos e as professoras fossem até o local receber as premiações. Ao final, 
os licenciandos, as professoras e os estudantes da educação básica realizaram a 
avaliação do projeto com o objetivo de analisarmos os pontos positivos e negativos e 
podermos qualificar o projeto para aplicações futuras. 

 

6 O Festival é uma iniciativa do projeto “Vídeos Digitais na Licenciatura em Matemática a Distância”, coordenado pelo 

professor Dr. Marcelo de Carvalho Borba, da UNESP, Rio Claro. Esse evento conta com o importante apoio da Sociedade 

Brasileira de Educação Matemática - SBEM e da agência de fomento CNPq. O Festival ocorre primeiramente online neste site 

e se encerra com um evento presencial com mesas redondas, palestras e cerimônia de premiação. Link do Festival: 

https://www.festivalvideomat.com/ 
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Considerações finais: 

A integração de vídeos nas práticas de ensino revelou-se uma ferramenta eficaz 
para enriquecer o processo de aprendizagem, proporcionando uma experiência mais 
dinâmica e visual para os estudantes.  

Além de facilitar a compreensão dos estudantes sobre conceitos geométricos, 
essa abordagem ofereceu aos professores uma oportunidade valiosa para seu 
crescimento profissional, permitindo-lhes explorar novas metodologias e aprimorar 
suas habilidades pedagógicas. O uso de vídeos incentivou os educadores a refletirem 
sobre suas práticas e a buscarem maneiras de tornar o ensino mais colaborativo e 
envolvente.  

Como resultado, o processo de ensino-aprendizagem se tornou mais participativo 
e estimulante, beneficinado tanto a formação dos professores e dos licenciandos 
quanto o desenvolvimento dos estudantes do 7º ano.  
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Resumo:
O projeto de extensão “Matemática Acessível” tem como objetivo a elaboração e

adaptação de materiais didáticos e atividades para o ensino de Matemática voltados
para alunos com altas habilidades/superdotação, vinculado ao Programa
Licenciando do curso de Licenciatura em Matemática, da Universidade Tecnológica
Federal do Paraná (UTFPR, Campus Curitiba). O projeto foi elaborado no contexto
educacional dos estudantes das Salas de Recurso Multifuncionais da Rede Pública
Municipal e Estadual da Educação Básica e em 2024 teve aplicação aos estudantes
da Educação Básica do Colégio Estadual Roberto Langer Junior.

Em 2024 o tema selecionado foi Pensamento Computacional, adotando
inicialmente o desplugado, sendo uma das habilidades contempladas pela BNCC
(2018) desde o Ensino Fundamental, pois “envolve as capacidades de compreender,
analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas
soluções, de forma metódica e sistemática por meio do desenvolvimento de
algoritmos” (Brasil, 2018, p.474).

O Pensamento Computacional pode ser desenvolvido coletivamente,
caracterizando-se como um exercício de persistência, onde eles são estimulados a
compartilhar erros e acertos com os colegas, promovendo uma colaboração eficaz.
Essa habilidade é especialmente importante para estudantes com Altas
Habilidades/Superdotação, uma vez que são incentivados e estimulados a
compartilhar e colaborar em equipe, habilidade essencial para o sucesso dos
projetos conforme Wing (2006) apud Brackmann (2017).

Com o entendimento de que “o jogo favorece o aprendizado pelo erro e estimula a
exploração e a solução de problemas” (Kishimoto, 1994, p. 21), é fundamental

2
* Voluntário do Programa Licenciando - UTFPR.

1♣ Bolsista do Programa Licenciando - UTFPR.
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identificar as possibilidades para os objetivos de ensino que confluem com os
processos de ensino e aprendizagem necessários, o grau de experiência e
conhecimento do estudantes. A diversidade de elementos como regras, relações, e
padrões, além das variedades visuais e motoras presentes em cada jogo, estimula o
pensamento de soluções em diversas situações.

Com objetivo de oferecer esses estímulos e abordar o Pensamento
Computacional, os participantes do projeto se dedicaram à elaboração de um plano
de aula aliado à Metodologia de Jogos, onde foram selecionados o Jogo dos Palitos,
Fantan, e Sudoku, que abordam conceitos como agrupamento, divisão e raciocínio
lógico.

O Jogo dos Palitos além de abordar múltiplos e divisores, desenvolve o
Pensamento Computacional desplugado e enfatiza os conteúdos matemáticos que
surgem neste processo de exploração do jogo.

Dois jogadores jogam o seguinte jogo: Há 50 palitos sobre a mesa. Eles
jogam alternadamente e, na sua vez, cada jogador pode tirar de 1 a 5 palitos.
Aquele que retirar o último palito vence. Qual dos dois tem uma estratégia
segura para vencer? Qual é essa estratégia? (IMPA, 2015, S/N).

A aplicação do jogo adaptado foi realizada em apenas um encontro, com 7 alunos
do ensino fundamental - três do 6º ano e quatro do 7º ano - em etapas, iniciando
com 50 palitos dispostos sobre a mesa, usando par ou ímpar para decidir o primeiro
jogador, tendo como objetivo ser aquele que retira o último palito. Após quatro
partidas, a quantidade de palitos foi reduzida para 40, e os jogadores começaram a
perceber uma estratégia para vencer.

Na segunda etapa, com 20 a 10 palitos, os estudantes deduziram que, com 6
palitos restantes na mesa durante sua vez, eles perderiam. A partir disso
reconheceram o mesmo padrão para 12 e 18 palitos, concluindo que quando a
quantidade de palitos sobre a mesa for um múltiplo de 6, o jogador perderá.

A compreensão foi avaliada com uma ficha individual, onde os estudantes
explicaram o raciocínio utilizado e as estratégias identificadas por meio de perguntas
feitas a todos de forma direta: Existe uma estratégia para jogar? Explique. Com 6
palitos sobre a mesa na sua vez, há chance de vitória? Justifique. No jogo com 50
palitos, quem começa tem mais ou menos chance de ganhar? Por quê? Se ambos
jogarem de forma ideal, qual estratégia garante a vitória? Se você começar com 40
palitos, quantos precisa retirar na primeira rodada para vencer?

De forma geral, os estudantes identificaram o jogo como um jogo de sorte, porém
um aluno destacou-se ao perceber já na primeira partida, a vantagem de sobrar 6
palitos na vez do adversário. A evolução dos estudantes foi perceptível no decorrer
da aula, apresentaram entendimento da mecânica do jogo de forma intuitiva, mas
com dificuldades em formalizar em linguagem matemática.

O jogo mostrou-se uma estratégia eficaz para o desenvolvimento do Pensamento
Computacional, desafiando-os a decompor o problema em partes menores e a
reconhecer padrões, como a descoberta de que múltiplos de 6 são desfavoráveis
neste cenário. A abstração foi estimulada quando os alunos generalizaram
estratégias a partir de exemplos específicos. Dessa forma, o uso de jogos integrou o

129



aprendizado de conceitos matemáticos e o desenvolvimento de habilidades
essenciais para o Pensamento Computacional, promovendo um ambiente de
aprendizagem colaborativa e crítica.
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Resumo: 

 

Esta pesquisa teve como objetivo investigar possíveis utilizações de Materiais 

Didáticos Manipuláveis (MDM) à luz da Teoria dos Registros de Representação 

Semiótica (TRRS) no processo de ensino-aprendizagem de matemática. Como 

resultado dessa investigação foram propostas duas sequências didáticas: uma de 

tópicos da Teoria de Conjuntos e outra de tópicos de Geometria Plana. Também 

foram esboçadas possibilidades para tópicos de Números Complexos. 

Semiótica é a ciência que estuda os signos e os processos de significação. 

Dentre suas diversas acepções está a de Charles Sanders Peirce que inaugurou a 

Semiótica Moderna. Para esse autor, o signo faz parte de uma relação triádica: um 

signo representa um objeto com a intenção de sinalizar alguma outra coisa, também 

sendo necessário um conhecimento colateral para interpretação dos signos [6]. 

Nesse  mesmo sentido, Raymond Duval ao estabelecer a Teoria dos Registros de 

Representação Semiótica após investigar aspectos da aprendizagem matemática 

avança também nos estudos acerca do desenvolvimento cognitivo conduzidos por 

Jean Piaget, aprofundando a análise do funcionamento cognitivo do pensamento, do 

processo de representação de conceitos e do impacto do uso das representações na 

aprendizagem [8]. Dentre os diversos sistemas de representação semióticos 

possíveis, existem aqueles que apresentam as atividades cognitivas de Formação, 

Tratamento e Conversão. Por essa razão, as representações desses sistemas são 

chamadas de registros. Nomeadamente, “Formação” é a possibilidade de constituir 

traços perceptíveis que sejam identificáveis como a representação de alguma coisa, 

“Tratamento” é a possibilidade de transformar as representações em outras do 

próprio sistema utilizando as regras deste e “Conversão” é a possibilidade de 

transformar as representações de um sistema nas representações de outro, 

mantendo uma relação com conhecimento representado e permitindo novas 

significações. Exemplos de sistemas semióticos que permitem essas três atividades 
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cognitivas são: a linguagem natural, as línguas simbólicas, os gráficos, as figuras 

geométricas etc. Já o código morse é um sistema que não as permite [8].      

A consequência dessa abordagem teórica para o processo de ensino-

aprendizagem de matemática, conforme afirma (DAMM, 2002, p. 143-144) é que:  

A apreensão conceitual dos objetos matemáticos somente será possível 

com a coordenação, pelo sujeito que apreende, de vários registros de 

representação. Ou seja, quanto maior for a mobilidade com registros de 

representação diferentes do mesmo objeto matemático, maior será a 

possibilidade de apreensão desse objeto [5]. 

Concomitantemente, entende-se que bons MDM podem ser verdadeiras 

personificações de conceitos matemáticos pois os representam claramente, sendo, 

portanto, instrumentos úteis ao processo de ensino e de aprendizagem por poderem 

ser sentidos, manipulados fisicamente e movimentados [10]. 

As duas sequências didáticas apresentadas foram elaboradas a partir do 

desenvolvimento de um trabalho de conclusão de curso de licenciatura em 

matemática [7].  

A primeira sequência didática proposta aborda os conceitos de conjunto, 

subconjuntos, conjunto vazio, conjunto universo, interseção de conjuntos, união de 

conjuntos e diferença de conjuntos. Ela utiliza caixinhas de dobraduras, balões e 

tampinhas de garrafas para representar os conjuntos e os elementos. Para haver um 

ponto de referência foram analisados 4 livros didáticos de matemática para o Ensino 

Médio ([1], [3], [9], [11]) que apresentam esses conceitos. Nessa análise foram 

contabilizados os diferentes tipos de representações utilizadas para as 

apresentações dos conceitos e os tipos de tratamentos e conversões exigidos nas 

seções de exercícios. No geral, constatou-se uma tendência a privilegiar o registro 

algébrico em detrimento dos demais tipos de representações, não havendo também 

a consideração do uso de materiais didáticos manipuláveis fisicamente [7].  

A segunda sequência didática proposta aborda o Teorema de Tales e o Teorema 

Fundamental da Semelhança. Ela utiliza hastes de madeira, fios e tampinhas, todos 

com imãs, em um quadro de metal para representar as retas, segmentos de retas e 

pontos no plano. De maneira semelhante ao que foi realizado para a produção da 

sequência didática anterior foram analisados 4 livros didáticos ([2], [4], [9], [12]) e 

contabilizados os diferentes tipos de representações utilizadas nas apresentações 

dos conceitos e os tipos de tratamentos e conversões demandados nas seções de 

exercícios. No geral, houve uma tendência na direção do registro algébrico, porém, 

agora acompanhado de registros e representações figurais das situações 

geométricas, mas não houve proposta de uso de MDM. Nesta sequência 

apresentam-se diferentes configurações para o Teorema de Tales, nas quais retas 

transversais cortam o feixe retas paralelas em ângulos diversos, cabendo ao 

estudante investigar a situação e procurar mostrar (ou demonstrar) se a relação de 

igualdade fornecida pelo Teorema de Tales permanece a mesma para as diferentes 

configurações. Pode-se dar a liberdade para o estudante inicialmente utilizar 

registros e representações que achar melhor, mas em um momento seguinte pede-
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se que ele reescreva sua produção utilizando outros registros e representações, 

cada vez mais refinados do ponto de vista da notação e da linguagem matemáticas 

[7]. 

Para o ensino de tópicos de Números Complexos propõe-se utilizar o contexto da 

Educação Financeira e a conversão entre diferentes tipos de moedas. Com o 

suporte de uma história ficcional o leitor seria levado a diferentes cenários de 

conversões de valores sendo um deles o da relação 1 = - i² [7].  

Pelas propostas apresentadas percebe-se uma considerável gama de 

possibilidades no uso de MDM à luz da TRRS. Ao mesmo tempo em que se 

preenchem lacunas nas representações dos conceitos abordados em algumas 

edições de livros didáticos, também se expandem essas representações para os 

objetos ditos concretos (os materiais manipuláveis fisicamente), contribuindo no 

permanente processo de compreensão dos objetos matemáticos [7].  
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Resumo:

O foco do estudo das dificuldades de aprendizado escolar não se limita aos
sujeitos com históricos mais desafortunados, pois um aluno considerado “bem
sucedido” ainda passa por dificuldades na sua vida escolar. O Fracasso Escolar se
consolida a partir de vários fatores, como evasão e reprovação, mas as experiências
de alunos que não se encaixam nesses fatores podem, em certos momentos, ser
base de reflexão e análise das dificuldades e obstáculos inerentes ao curso ou às
suas histórias de vida e, assim, trazer uma maior compreensão dos sujeitos
inseridos em seus contextos. Nesse sentido, esse trabalho busca entender, a partir
da lente do Fracasso Escolar, as principais dificuldades na experiência acadêmica
de um estudante do Ensino Superior de Matemática. Isso foi feito usando da História
Oral para capturar a memória de 4 ex-alunos de Matemática, com histórias de vida e
de universidade vastamente diferentes, mas que compartilham dores e angústias
comuns.

A metodologia escolhida, História Oral, transforma a memória falada de um
depoente em uma fonte histórica a ser referenciada e estudada. Isso se faz a partir
dos seguintes passos, segundo Garnica (2003):

● Escolha dos depoentes: a partir de indicação ou por uma característica
desejada, se busca pessoas para serem entrevistadas;

● Entrevista gravada: entrevistas semi estruturadas que serão o material bruto
da pesquisa;

● Transcrição: momento em que se transfere para o papel o material bruto das
entrevistas;

● Textualização: transformação da transcrição em um texto narrativo;
● Legitimação: o retorno do documento para o depoente, que o confere, avalia

e, caso necessário, pede alterações no texto, até a posterior cessão dos
direitos de uso pelo pesquisador.

Pensando nisso, seguindo a metodologia da História Oral, a escolha dos
depoentes se deu por critério de rede. Após a apresentação da pesquisa, 4 pessoas
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aceitaram fazer parte dela e, então, foram realizadas as entrevistas. As entrevistas
foram feitas online, a partir de um roteiro semi estruturado previamente enviado para
cada depoente, e gravadas. No total, as entrevistas acabaram somando,
aproximadamente, 7 horas e 30 minutos de material bruto, que foi transformado,
inicialmente, em 5 transcrições, cada uma referente a uma entrevista (um dos
depoentes foi entrevistado em dois momentos distintos). A partir das transcrições,
foram feitas as 4 textualizações, que foram enviadas para seus respectivos
entrevistados, para que cada um validasse as informações e aprovasse o uso desse
material na pesquisa, assim transformando as textualizações nas fontes históricas
que são a base desse trabalho.

Dito isso, apresento aqui, brevemente, cada um dos depoentes, a partir das
informações dadas no momento da entrevista:

● Bruno de Lessa Victor: fez bacharelado em matemática na UFPR, mestrado
em matemática na USP e doutorado, também, na UFPR e trabalha como
professor na UFSC.

● Maria Carolina Marin Pires: fez licenciatura em matemática na UEL e trabalha
como professora do estado de Londrina.

● Joslaine Burdella Lise: começou a licenciatura em matemática no IFPR –
Campus Capanema, mas acabou saindo do curso. É dona de um estúdio de
fotografia.

● William Goulart Gomes Velasco: fez bacharelado e mestrado em matemática
na UFSC e doutorado na UFPR. Faz pós-doutorado voluntário na UFPR.

A partir das textualizações, os próximos passos da pesquisa serão utilizar da
Análise de Conteúdo Bardin (2016) para fazer uma leitura flutuante das textualizações
e, a partir disso, identificar as unidades de análise, isto é, identificar trechos
interessantes das textualizações e os agrupar por temas, as unidades de análise.
Feito isso, os temas da análise irão surgir com base nas unidades de análise, ou
seja, os dados vão dizer quais os textos serão utilizados para a discussão e
conversa com a bibliografia a ser estudada, e não o contrário. Seguindo a Análise de
Conteúdo, iremos relacionar os excertos com a bibliografia estudada.
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Resumo: 

 

Este trabalho se propôs a analisar os níveis de letramento estatístico, 

propostos pela BNCC - Base Nacional Comum Curricular (Brasil, 2018) e pelos 

planos de aula disponibilizados pela plataforma digital Nova Escola1. O objetivo foi 

comparar a progressão do letramento ao longo dos anos escolares, buscando 

identificar correlações entre o proposto pela BNCC e o que é fornecido pelos planos 

de aula. 

A escolha de analisar planos de aula de uma plataforma digital ao invés dos 

livros didáticos é justificada pela diferença de validação oficial entre esses dois 

recursos. Enquanto o livro didático passa por um processo de avaliação e aprovação 

pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didático (PNLD), os planos de aula 

fornecidos pelas plataformas digitais sofrem apenas uma validação interna da 

própria plataforma. Além disso, foi realizada uma Revisão Bibliográfica que relevou 

uma visão dos desafios enfrentados na implementação do letramento estatístico nas 

diretrizes da BNCC. Essas pesquisas indicam que, apesar dos esforços para 

melhorar a abordagem ao letramento estatístico, há uma necessidade contínua de 

pesquisa e aprimoramento das práticas pedagógicas e dos materiais didáticos. 

Para este estudo, utilizamos como base os níveis de letramento estatístico 

propostos por Watson e Callingham (2003), conforme resumido a seguir. 

1) Idiossincrático: neste nível de letramento espera-se que o indivíduo se 

utilize de habilidades matemáticas básicas, referentes à contagem sequencial dos 

números, associação de números a quantidade e a leitura de valores em tabelas. 

2) Informal: neste nível de letramento espera-se que o indivíduo se utilize de 

elementos simples da terminologia matemática e estatística, ainda que a partir de 

 
 Bolsista do Programa PET-Matemática. 
1 Disponível em: https://novaescola.org.br/planos-de-aula 
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crenças intuitivas, realize cálculos básicos com dados numéricos apresentados em 

tabelas, gráficos e em questões que envolvem chance. 

3) Inconsistente: neste nível de letramento espera-se que o indivíduo faça 

um uso qualitativo de ideias estatísticas, obtendo conclusões concretas a partir dos 

dados apresentados, ainda que sem justificativa.   

4) Consistente não crítico: neste nível de letramento espera-se que o 

indivíduo use terminologias estatísticas referentes a média, variação, probabilidades 

simples e interpretação de gráficos, ainda que de forma acrítica. 

5) Crítico: neste nível de letramento espera-se a realização de 

questionamentos críticos, com o uso qualitativo de ideias estatísticas, utilizando a 

terminologia apropriada, e com a compreensão do conceito de variação. 

6) Matematicamente crítico: neste nível de letramento espera-se a 

compreensão, aplicação e análise de conceitos matemáticos em contextos 

complexos, com uso da interpretação quantitativa e compreendendo os aspectos 

sutis da linguagem estatística, reconhecendo a incerteza estatística ao realizar 

predições. 

Para o fim da pesquisa, propomos 4 desdobramentos dos níveis de 

letramento estatísticos propostos e, à luz da Análise Textual Discursiva, 

catalogamos e identificamos qual o nível de letramento estatístico para cada ano 

escolar, para a BNCC e para os planos de aula. Os desdobramentos analisavam o 

nível de interpretação, o nível de terminologia, o nível gráfico e o nível tabular 

exigidos em cada nível. 

Como primeiro resultado da análise, obtivemos que a BNCC espera dos 

alunos o desenvolvimento contínuo e progressivo do letramento estatístico ao longo 

dos anos escolares, quando pensamos no conjunto de desdobramentos na 

totalidade. Porém, ao analisar separadamente a progressão dos níveis gráfico e 

tabular, pudemos observar um crescimento não esperado e destoante a partir do 4º 

ano do Ensino Fundamental, o qual espera que o aluno desenvolva o nível 

avançado da compreensão tabular e o nível de leitura além dos dados na 

compreensão gráfica. 

Na sequência do trabalho, e na análise dos planos de aula, tivemos como 

resultado dos níveis de letramento de cada ano um resultado semelhante ao 

encontrado na BNCC e, com isto, inferimos em primeira análise que os planos de 

aula da plataforma estão de fato alinhados com a BNCC, conforme pode ser 

observado na Figura 1. Porém, em um segundo momento, observamos que os 

níveis referentes aos desdobramentos gráfico e tabular tem uma grande 

discrepância com aquilo esperado pela BNCC. Essa descoberta sugere que, embora 

a BNCC e os planos de aula propostos pela Nova Escola estejam alinhados em 

muitos aspectos com os níveis de letramento estatístico descritos por Watson e 

Callingham (2003), ainda existem áreas que não seguem o padrão de 

desenvolvimento gradual e cumulativo presente na teoria dos autores.  
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Figura 1: Comparação dos níveis de letramento estatísticos propostos pela BNCC e 

presentes nos planos de aula, através dos anos escolares. 

 
Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

 

A progressão nos níveis gráfico e tabular, que deveria acompanhar o 

desenvolvimento das outras competências estatísticas, apresenta um descompasso 

que pode ser atribuído à forma como certas habilidades são descritas na BNCC, 

possibilitando múltiplas interpretações. Essa falta de clareza pode gerar 

ambiguidades na aplicação dos conteúdos, levando a uma variação nos níveis de 

competência adquiridos pelos alunos em diferentes habilidades. 
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Resumo: 

 

O presente trabalho constitui-se como parte inicial de um projeto de iniciação 

científica que tem como objetivo construir uma versão histórica da pesquisa em 

Educação Matemática (EM) no Programa de Pós-Graduação em Educação da 

Universidade Federal do Paraná (UFPR).   

O interesse pelo Programa de Pós-Graduação em Educação stricto sensu da 

UFPR, deve-se ao fato de, até o início da década de 1990, ser ele o único curso de 

mestrado em Educação no estado do Paraná, em funcionamento desde a década de 

1970, e, também o primeiro doutorado nesta área (Bufrem; Anjos, 2003; Bencostta; 

Campos; Júnior, 2021). 

Compreendendo a História da Educação Matemática como o estudo das 

alterações e permanências na prática de ensino e como as diversas comunidades 

humanas se organizam quanto à necessidade de produzir matemática (Garnica; 

Anjos, 2012) surge a questão de como se produz e ensina matemática no Brasil, e 

especialmente no Paraná, entendido como uma comunidade que, apesar de inserida 

no contexto brasileiro, possuí características próprias. Tal entendimento deve, antes, 

ser contextualizado quanto à realidade maior em que se insere: a brasileira e a 

internacional. O estudo de tal contexto é o objeto principal desse trabalho. 

Por se tratar da etapa inicial deste projeto, optou-se por um estudo 

bibliográfico, que é “um tipo específico de pesquisa documental, que envolve 

especialmente documentos como artigos científicos, dissertações, teses, capítulos e 

livros” (Mattar, 2021, p.127), optando-se inicialmente por referências nacionais 

reconhecidas na área da Educação Matemática.   

A preocupação como ensino de matemática está presente desde a Grécia 

Antiga, mas abre-se como uma nova área de pesquisa a partir dos trabalhos de 

John Dewey (1859-1952) (Miguel; Garnica; Igliori; D’Ambrósio, 2004). Desde sua 

criação, até a sua aceitação pela comunidade científica, a Educação Matemática 
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compreendida como uma subárea da matemática e da educação de natureza 

interdisciplinar passou por um processo histórico riquíssimo. 

Entre o final do século XIX e início do século XX, a matemática começou um 

processo de renovação global, liderado pelo matemático alemão Felix Klein (1849-

1925) que se insere no contexto de grande pesquisa em educação a partir das 

mudanças sociais do novo século e, com criação da Comissão Internacional de 

Instrução Matemática em 1908, os pesquisadores em educação matemática iniciam 

a busca por um espaço adequado à nova área (Miguel; Garnica; Igliori; D’Ambrósio, 

2004; Fiorentini; Lorenzato, 2006). 

Apesar de haver nos Estados Unidos algumas associações de matemática com 

preocupação em educação, os professores de matemática envolvidos com a 

educação pré-universitária encontravam pouco respaldo nessas instituições, o que 

levou a fundação do National Council of Teachers of Mathematics, instituição que 

viria desempenhar um papel importantíssimo para pesquisa em Educação 

Matemática nos anos futuros (Miguel; Garnica; Igliori; D’Ambrósio, 2004).  

A partir da Guerra fria e da constatação de um descompasso entre a 

matemática escolar e o progresso científico surgiu o Movimento da Matemática 

Moderna, entre 1950 e 1960, que seria responsável por um salto de pesquisa em 

nível global, e foi também nesse contexto que a pesquisa em Educação Matemática 

surgiu no Brasil (Fiorentini; Lorenzato, 2006). 

O desenvolvimento da EM no Brasil passou por quatro fases distintas: a 

gestação da EM como campo profissional e científico (anterior à 1970), o 

Nascimento da EM (entre 1970 e 1980), emergência de uma comunidade de 

educadores matemáticos (década de 1980) e a emergência de uma comunidade 

científica em EM (anos de 1990) (Fiorentini; Lorenzato, 2006). 

A primeira fase era focada no ensino primário e a preocupação dos professores 

era a orientação didático-metodológica e o compêndio de materiais didáticos para a 

atividade do ensino. Não havia propriamente uma pesquisa em EM. 

Durante a segunda fase, destaca-se o nascimento da pesquisa em EM 

propriamente dita, ligada a programas de pós-graduação em educação. Os focos 

temáticos desses estudos foram três: desenvolvimento/testagem de métodos de 

ensino, exploração do currículo e estudos de natureza cognitiva.  

Durante a terceira fase, destaca-se a ampliação da área de estudo da EM e o 

surgimento de novas questões, que foram desenvolvidas em mais de trinta 

programas de pós-graduação existentes no Brasil, dentre os quais se destaca o 

Programa de Mestrado em educação da Universidade Federal do Paraná (UFPR). 

A quarta fase foi marcada pela consolidação das linhas de pesquisa em EM, 

pela formação de diversos grupos de pesquisa e pela expansão dos programas de 

pós-graduação. Nesse período, a EM foi reconhecida pela Associação Nacional de 

Pós-Graduação e Pesquisa com a criação de um Grupo de Trabalho em Educação 

Matemática (Fiorentini; Lorenzato, 2006). 

Ao se iniciar por literaturas que buscam descrever o início da EM em termos 

mundiais, tem-se em mente compreender minimamente o cenário nacional, para 

então compreender e recuperar a riqueza de detalhes e particularidades deste início 
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no Paraná e na UFPR, que além das influências da própria área, recebe influências 

da organização e políticas da pós-graduação, da própria instituição que se insere e 

dos sujeitos participantes. 
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Resumo:
Este trabalho tem como objetivo investigar as relações existentes entre a

formação de professores de matemática e o estudo de topologia geral, explorando
como esses conceitos podem ser integrados na prática pedagógica de um professor
reflexivo. A relevância dessa investigação é destacada pela necessidade de uma
formação docente que vá além do domínio técnico, promovendo uma reflexão crítica
e contínua, conforme discutido por Schön (2014).

Schön (2014) argumenta que as reformas educacionais frequentemente
reforçam práticas superficiais e desconectadas da realidade escolar, resultando em
um ciclo vicioso de cumprimento de normas. Além disso, destaca a importância da
reflexão na ação e da reflexão sobre a ação como componentes essenciais da
prática reflexiva dos professores. O autor sugere que os professores devem ser
capazes de questionar suas próprias suposições, experimentar novas abordagens e
aprender com suas experiências para melhorar continuamente sua prática.

Através da reflexão-na-acção (sic), um professor poderá entender a
compreensão figurativa que um aluno traz para a escola, compreensão que
está muitas vezes subjacente às suas confusões e mal-entendidos em
relação ao saber escolar. Quando um professor auxilia uma criança a
coordenar as representações figurativas e formais, não deve considerar a
passagem do figurativo para o formal como um “progresso”. Pelo contrário,
deve ajudar a criança a associar estas diferentes estratégias de
representação. (Schön, 2014, p. 4)

Schön também observa que “o desenvolvimento de uma prática reflexiva
eficaz tem que integrar o contexto institucional (Schön, 2014, p. 6)”, ressaltando a
importância de criar ambientes de aprendizagem que incentivem a reflexão tanto dos
alunos quanto dos próprios professores.

1
* Voluntária do Programa de Voluntariado Acadêmico (PVA).
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Giraldo (2018), por sua vez, critica a desconexão entre a matemática escolar
e a acadêmica, apontando que a formação dos professores não deve se basear
apenas no domínio do conteúdo, mas também na compreensão dos processos
sociais e históricos que moldam o ensino da matemática.

Ele destaca a importância de uma abordagem que não subordine a
matemática escolar à acadêmica, mas que reconheça os saberes específicos
necessários para o ensino da disciplina. Segundo Giraldo (2018),

A construção de currículos de cursos de licenciatura em matemática não
pode deixar de levar em conta resultados de pesquisa, como os citados
anteriormente – e envolve a reflexão sobre questões muito mais básicas,
tais como para que escola se pretende formar professores, o que tem sido e
o que pode ser essa escola. (Giraldo 2018, p. 2)

Isso sugere que os currículos devem ser desenhados para formar professores
preparados para uma escola atual, que responda às transformações sociais e
culturais em curso. Tendo em vista essa formação de professores e buscando a
prática pedagógica de um professor reflexivo, buscamos investigar relações entre
conceitos/noções topológicas e a formação de professores que ensinam
matemática.

Esta pesquisa é qualitativa e de cunho interpretativo, buscando compreender
como conceitos de topologia podem ser abordados na formação docente. Em 17 de
março de 2024, foi realizada uma busca nos portais Biblioteca Digital Brasileira de
Teses e Dissertações (BDTD), Catálogo de teses e dissertações da CAPES e Portal
de Periódicos da CAPES, utilizando os termos "topologia" e "formação de
professores".

Foram encontrados 16 artigos na BDTD, 27 no Catálogo da CAPES, e
nenhuma publicação no Portal de Periódicos. Seis teses e dissertações foram
selecionadas para análise, sendo três da BDTD e três do Catálogo da CAPES. Tal
seleção ocorreu porque esses trabalhos abordam os conteúdos de interesse da
pesquisa, tais como educação matemática, formação de professores e noções e
conceitos topológicos. A ausência de publicações no Portal de Periódicos e a
divergência dos temas nas demais teses e dissertações justificam a escolha dos
documentos analisados.

A dissertação de Yasmim Barbosa Cavalheiro (Cavalheiro, 2021) destacou-se
entre os trabalhos encontrados por utilizar análise de livros didáticos, entrevistas
com professoras e explorar como o Movimento da Matemática Moderna (MMM)
reformulou os currículos de Matemática nas escolas. Tal dissertação levou a
buscarmos assuntos relacionados à topologia geral em coleções de livros didáticos
atuais.

A análise dos livros didáticos selecionados, que incluem a Coleção Ápis para
o Ensino Fundamental - Anos Iniciais (Dante, 2017), a Coleção SuperAÇÃO para o
Ensino Fundamental - Anos Finais (Teixeira, 2022), e a Coleção
Contextos&Aplicações para o Ensino Médio (Dante, 2013), revelou que as noções
topológicas estão mais presentes nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental.
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No Ensino Fundamental - Anos Iniciais, os livros analisados mostraram uma
progressão na complexidade dos conceitos e noções topológicas. No 1º ano, por
exemplo, foram identificadas noções de proximidade, separação e ordenação. Essas
noções são aprofundadas com a introdução de conceitos, como continuidade e
interior/exterior. Já no 5º ano, há menções a simetrias geométricas e ao Teorema
das Quatro Cores, que têm suas raízes na topologia algébrica.

No Ensino Fundamental - Anos Finais, conceitos como linhas poligonais,
convexidade, transformações geométricas como simetrias, rotações e translações
são explorados em maior profundidade, aproximando-se dos conceitos topológicos
de continuidade e homeomorfismo.

Já a análise dos materiais utilizados no Ensino Médio revelou que a presença
de noções topológicas é mais reduzida, concentrando-se principalmente em tópicos
como conjuntos e definições, intervalos reais e algumas referências à geometria
algébrica, como a relação de Euler.

Conclui-se que a topologia é um tema presente nos estudos da Educação
Básica e possui relevância significativa para a formação de professores, ao menos
do ponto de vista de livros didáticos das coleções analisadas. A presença desses
conceitos no currículo escolar justifica o desenvolvimento de futuras pesquisas que
aprofundem a exploração desses temas, visando uma formação docente mais
completa e reflexiva.
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Resumo: 

 

Nos últimos anos, temos observado uma preocupação crescente em relação ao 

impacto ambiental e a busca por soluções sustentáveis para a gestão de resíduos.  

Entre os diversos tipos de resíduos, um que merece destaque são aqueles 

gerados pela pesca, nesse caso em especial, o couro do peixe. Esses materiais, se 

não forem devidamente reaproveitados, podem causar sérios problemas ambientais. 

 No litoral do Paraná, existe a Associação dos Curtidores Artesanais de Pele de 

Peixe, de Pontal do Paraná, que realiza um trabalho incrível, transformando a pele 

de peixe em couro e transformando o couro em artesanato. No entanto, a 

Associação enfrenta um desafio: o couro que não está em condições adequadas 

para comercialização ainda precisa de um destino apropriado.  

É nesse contexto que surge este projeto de extensão, desenvolvido na disciplina 

de Metodologia do Ensino da Matemática I, do curso de Licenciatura em 

Matemática, a partir de uma demanda trazida pela Associação de Curtidores, que 

procurou a Universidade para solicitar auxílio com o descarte de couro de peixes. O 

objetivo principal é reaproveitar esse couro de peixe descartado, utilizando-o em 

atividades de ensino de geometria.  

Nesse sentido, com base nos princípios das Diretrizes e Bases da Educação 

Nacional, o projeto propõe uma abordagem prática e lúdica para o ensino da 

matemática, contextualizando os conteúdos geométricos com a realidade local. Além 

de contribuir para a formação dos acadêmicos envolvidos, o projeto busca 
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conscientizar os alunos do Colégio Estadual Cidália Rebello Gomes Ensino 

Fundamental e Médio, localizado na Ilha de Valadares, sobre o papel da matemática 

na solução de problemas ambientais. A aplicação se dará por meio da coleta de 

dados, visitas à Associação, preparação de materiais com o couro do peixe, e aulas 

práticas envolvendo a confecção de mosaicos geométricos. 

O projeto será executado em quatro momentos: leitura e pesquisa sobre a 

matemática aplicada ao meio ambiente e o curtume de pele de peixe; organização e 

elaboração do material a ser utilizado nas aulas; aplicação das atividades no colégio; 

e exposição dos resultados na Feira das Profissões e em eventos locais. Espera-se, 

ao final, contribuir para o diálogo entre a universidade e a comunidade, socializando 

o conhecimento produzido e incentivando soluções inovadoras para problemas 

ambientais. Até o momento, mês de setembro de 2024, o projeto de extensão 

avançou significativamente, com a conclusão das atividades planejadas para o 

primeiro e segundo momentos.  

Na primeira etapa, já foram realizados estudos sobre a aplicação da matemática 

na preservação do meio ambiente e o processo de curtimento da pele de peixe. 

Também foram realizadas visitas a Associação, que fica em Pontal do Paraná e à 

Ilha de Valadares localizada em Paranaguá com o objetivo de compreender a forma 

de trabalho da Associação e as características geográficas, econômicas e culturais, 

da Ilha.  

Na visita à Associação dos Curtidores Artesanais de Pele de Peixe de Pontal do 

Paraná, foram observados os processos de transformação do couro de peixe para a 

comercialização e o uso em artesanato. Também foi realizada uma visita ao Colégio 

Estadual Cidália Rebello Gomes, localizado na Ilha dos Valadares, onde o projeto 

será aplicado, para alinhar as ações com a equipe pedagógica e compreender o 

ambiente escolar. 

No segundo momento, o projeto está focado na organização e preparação dos 

materiais que serão utilizados nas aulas práticas, neste contexto, acadêmicos do 3º 

ano de Matemática, estão elaborando atividades de Geometria Plana e Espacial que 

utilizam o couro de peixe descartado.  

Vale ressaltar que, a produção dos mosaicos geométricos foi planejada, levando 

em consideração tanto os aspectos técnicos quanto a dimensão ambiental e cultural 

do projeto. Estamos prontos para iniciar a aplicação das aulas no colégio, com o 

material e as atividades devidamente preparados, alinhando o conteúdo matemático 

à realidade local e ao contexto ambiental. 

A aplicação do projeto reforça a relevância de utilizar o couro de peixe descartado 

como recurso pedagógico nas aulas de Geometria Plana e Espacial, unindo ensino e 

conscientização ambiental. Ao promover atividades práticas em uma comunidade 

insular de Paranaguá, o projeto não apenas contribui para o aprendizado 

matemático, mas também incentiva uma visão crítica sobre a gestão de resíduos e a 

sustentabilidade.  

Sendo assim, a parceria com a Associação dos Curtidores Artesanais de Pele de 

Peixe e a comunidade local demonstra a eficácia das ações extensionistas na 
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aplicação do conhecimento acadêmico em problemas reais, fortalecendo o vínculo 

entre a universidade e a sociedade. 
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Resumo: 

 

O Projeto de Extensão Universitária "Inclusão Digital e Ensino de Matemática no 

Contexto das Instituições Públicas da Educação Básica do Litoral do Paraná" que se 

efetivou no ano de 2023, visou fortalecer a formação crítica dos alunos do curso de 

Licenciatura em Matemática da UNESPAR, integrando o saber científico e popular. 

Teve como objetivo promover a inclusão digital nas escolas públicas da região, 

utilizando software livre como ferramenta pedagógica no ensino de Matemática. A 

proposta reconheceu a importância das Tecnologias Digitais de Informação e 

Comunicação (TICs) no contexto educacional e buscou mitigar os efeitos da 

exclusão digital, que contribui para a desigualdade social. Nesse contexto o 

Tangram foi utilizado como material lúdico, tanto físico, quanto digital, através do 

software livre Geogebra, permitindo que os estudantes manipulassem as formas 

fisicamente e explorassem digitalmente não somente as formas, como as 

ferramentas tecnológicas associadas ao conceito matemático. 

As etapas do projeto incluíram pesquisas bibliográficas e documentais para 

identificar softwares livres aplicáveis ao ensino da Matemática. Após a seleção e 

análise desses recursos, firmaram-se parcerias com três escolas estaduais em 

Paranaguá para organizar seminários acadêmicos com professores, alunos, 
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coordenadores e diretores, onde se discutiu a inclusão digital por meio do uso de 

software livre. 

Nesse contexto, os acadêmicos, em colaboração com os professores, escolheram 

alguns softwares livres para serem utilizados em sala de aula como uma forma de 

revisar o conteúdo pertinente. O Tangram foi selecionado para revisar as formas 

geométricas, sendo utilizado tanto de forma manual quanto digital, através do 

Geogebra, com alunos do 6º ano do ensino fundamental. Vale ressaltar que as 

escolas disponibilizaram seus laboratórios de informática e tablets para a oficina, 

demonstrando que a inclusão digital está gradualmente se consolidando. 

Após a oficina, foram aplicados questionários para avaliar o impacto do projeto, 

cujas conclusões contribuíram para a elaboração do relatório final e a consolidação 

das aprendizagens dos participantes. A proposta buscou não apenas ampliar o 

conhecimento acadêmico, mas também promover a democratização dos saberes 

científicos e tecnológicos, colaborando para a transformação social e a melhoria da 

qualidade de vida das comunidades envolvidas. 

As atividades desenvolvidas evidenciaram o potencial das ferramentas digitais em 

tornar o aprendizado mais interativo e acessível, reafirmando a importância da 

inclusão digital nas escolas como forma de reduzir a exclusão social. A curiosidade e 

o engajamento dos alunos confirmaram que a matemática, ensinada de forma 

inovadora e alinhada às novas tecnologias, pode ser mais atrativa. A escolha do 

Geogebra, aliado ao Tangram, demonstrou ser uma atividade que pode ser eficaz 

para promover a inclusão digital e aprimorar a aprendizagem de conceitos 

geométricos. 

Além disso, o projeto reforçou o papel fundamental da universidade como agente 

de transformação social, ao estabelecer uma ponte entre o saber acadêmico e a 

comunidade. A iniciativa não só contribuiu para a formação crítica e cidadã dos 

acadêmicos envolvidos, como também pode-se notar alguns impactos positivos na 

comunidade local, como o despertar do interesse no tema proposto. Observou-se 

que os alunos entenderam na prática os conceitos de inclusão e exclusão digital, 

relacionando-os com situações cotidianas, como a falta de conectividade em suas 

famílias. 

Em resumo, por meio do projeto foi possível verificar que que a integração entre 

tecnologias digitais e práticas pedagógicas tradicionais no ensino da Matemática 

pode ser uma estratégia eficaz para promover a inclusão digital, melhorar a 

qualidade da educação. Ao utilizar ferramentas como o Tangram e o Geogebra, o 

projeto possibilitou que os estudantes não apenas compreendessem conceitos 

geométricos de forma lúdica e interativa, mas também desenvolvessem habilidades 

tecnológicas fundamentais para a redução da exclusão digital. 
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Resumo: 

 

O considerável aumento da população idosa tem provocado preocupação no que 

se refere à qualidade de vida destas pessoas, fato que mostra a educação como uma 

forma de auxílio para com esta demanda da sociedade. São muitas as possibilidades 

educativas que podem auxiliar na resolução deste problema, sendo a Matemática, 

através da prática de jogos, uma maneira de contribuir no progresso do raciocínio 

lógico – um dos elementos essenciais para a estruturação e manutenção da memória.  

Assim, o presente projeto de extensão teve como proposta a realização de oficinas de 

jogos que envolviam o pensamento lógico-matemático dos integrantes da 

Universidade Aberta à Terceira Idade (UNATI) de Paranaguá, promovendo a 

integração entre universidade e comunidade através da articulação entre ensino, 

pesquisa e extensão, proporcionando envolvimento de docentes, estudantes, 

funcionários e da comunidade externa, no que se refere às pessoas da terceira idade. 

O objetivo geral do projeto foi promover ações integradas entre os estudantes da 

disciplina de Metodologia de Pesquisa do curso de Licenciatura em Matemática e o 

público da Universidade Aberta à Terceira Idade (UNATI), por meio de situações em 

contextos de jogos de Matemática, a fim de ampliar seus conhecimentos e 

experiências relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem da área.  

O projeto foi realizado em várias etapas, começando com a leitura e discussão de 

textos sobre as necessidades dos idosos e uma reunião com a coordenação da UNATI 

para conhecer melhor o contexto do projeto. Em seguida, os estudantes leram e 

discutiram artigos sobre o uso de jogos no ensino de Matemática e sua aplicação com 
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idosos, escolhendo jogos como Torre de Hanoi, Tangram, Sudoku e Bingo 

Matemático, e construindo-os com materiais recicláveis para uso nas oficinas. 

Após a realização das partes teóricas, organização dos materiais e metodologia, as 

oficinas foram realizadas; como as aulas dos alunos da UNATI acontecem na 

faculdade, optou-se por realizar no mesmo local, para que não atrapalhasse ainda 

mais a rotina do público a ser atendido. As salas foram preparadas de modo 

acessíveis aos jogos e de fácil participação de todos, a timidez foi deixada de lado, 

tanto pelos acadêmicos, que realizavam algo diferente e inovador, quanto pelos 

idosos que experimentavam uma nova forma de praticar a matemática. 

Nesse sentido, as oficinas foram conduzidas de forma a facilitar a compreensão e 

interação dos idosos. No Bingo Matemático, além de promover alegria e convívio 

social, o jogo exigiu atenção e coordenação motora. Para a oficina do Sudoku, foram 

utilizados jogos de diferentes níveis de dificuldade, permitindo uma participação 

gradual e satisfatória dos idosos. Jogos de memória estimularam a capacidade de 

raciocínio e a manutenção da memória ativa. 

 

  
                               Bingo                                     Sudoku 

                    

No Tangram, várias funções cognitivas foram desenvolvidas, como orientação 

espacial, coordenação visual e motora, atenção, planejamento, raciocínio lógico-

espacial e memória visual, além de promover socialização e melhorar a autoestima 

dos participantes. Já na oficina da Torre de Hanoi, geralmente um jogo individual, foi 

jogada em duplas ou grupos para enfatizar a interação social e o raciocínio lógico. 

 

   
                                      Tangram                                Torre de Hanoi 
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Ao final das oficinas, foram realizadas entrevistas com os participantes, e o 

feedback foi muito positivo, a maioria destacou não conhecer a Torre de Hanoi, e foi 

denominado o jogo mais difícil, já o Sudoku, um pouco mais familiar por ser 

encontrado em livros de palavras cruzadas. 

No relato da Sra. Paulina, pedagoga aposentada, quando lhe foi perguntado se as 

oficinas trouxeram algo novo para você, algo que você não conhecia? sua resposta 

foi: “Sim, eu não conhecia assim, não conhecia desse jeito fácil, eu sou formada, eu 

sou pedagoga, eu não vivi isso, mas eu achei bastante interessante porque olha, eu 

estou levando e eu vou brincar com a minha neta (se refere a lembrancinha do 

Tangram). 

A produção de jogos permitiu aos futuros professores entender as contribuições 

desses jogos para o desenvolvimento cognitivo e social dos idosos, criando um 

ambiente lúdico e divertido. A construção com materiais recicláveis e versões online 

também desenvolveu competências tecnológicas e inovadoras essenciais para os 

formandos.  
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Resumo:
Este trabalho analisa o Programa ESMATE, uma política pública implementada

em El Salvador com o objetivo de aprimorar o ensino de matemática no país. Este
Programa, se baseia em três componentes principais: o desenvolvimento de
materiais educativos, assistência prestada a docentes e tempo de aprendizagem
ativo. Para conduzir essa análise, foi adotada a metodologia da Hermenêutica de
Profundidade (HP), desenvolvida por John B. Thompson (1995). Essa abordagem
foca nas formas simbólicas, que englobam tudo o que o ser humano produz com
uma intenção específica, seja em termos de cultura, linguagem ou artefatos sociais.

A Hermenêutica de Profundidade se divide em três fases distintas. Na primeira
fase, chamada de análise sócio-histórica, busca-se reconstruir o contexto social e
histórico em que o objeto de estudo foi produzido, circulado e recebido. Esse passo
é essencial para compreender as influências e as condições que moldaram o
desenvolvimento do ESMATE.

Na segunda fase, a análise formal, o foco se volta para o estudo detalhado do
objeto em si, para isso buscamos informações sobre o ESMATE no trabalho Projeto
de Melhoria da Aprendizagem de Matemática na Educação Básica e Média
(ESMATE) em El Salvador (Madrid, 2024), o qual buscou sistematizar o programa.
Nesse estágio o programa é examinado em termos de sua estrutura interna,
buscando-se entender sua lógica e organização como uma forma simbólica.

A terceira fase, referida como reinterpretação, integra as análises sócio-histórica e
formal. Aqui, o objetivo é relacionar os contextos e elementos identificados nas fases
anteriores para construir um significado mais profundo e abrangente do ESMATE,
considerando tanto suas implicações práticas quanto simbólicas.

A pesquisa foi inspirada por trabalhos que também utilizaram a Hermenêutica de
Profundidade como metodologia, dois dos quais comento a seguir: Lopes (2021),
que desenvolveu um trabalho sobre um programa de formação de professores,
produzido em 2001 no Estado do Paraná, este programa se chamava Matemática
Aplicada e foi contratado e desenvolvido pelo Colégio Bom Jesus em parceria com o

1 Bolsista do Programa PET - Matemática.
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CORD (Center for Occupational Research and Development) dos EUA; e Azevedo
(2017) que analisou livros didáticos de Matemática, parte da coleção “EJA Mundo do
Trabalho”; ambos proporcionaram uma base sólida para nossa pesquisa.

Com estas referências, entendemos as potencialidades e diferentes perspectivas
oferecidas pela HP, de tal forma que traçamos um panorama das características
espaciais e temporais de El Salvador, juntamente com uma investigação sobre as
instituições sociais que influenciam e são influenciadas pelo programa. Além disso,
descrevemos detalhadamente o funcionamento do ESMATE, seus principais
componentes, as etapas de implementação e o material didático desenvolvido por
meio dessa política pública.
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Resumo:
A interação entre estudante e professor deve permear o mesmo universo

discursivo de modo a facilitar o processo de ensino-aprendizagem. Para que o
estudante tenha acesso e compreensão do discurso matemático, é preciso que o
professor não apenas conheça a linguagem matemática adequada, mas também a
aplique em sala de aula, seja na introdução de novos conceitos ou durante o
decorrer das aulas. Por linguagem matemática adequada, entenda-se como a
linguagem matemática formalizada, a qual é organizada de acordo com as
estruturas sintáticas (SILVEIRA, 2010).

Conforme aprofundamento em leituras sobre educação matemática no decorrer
do curso de licenciatura em Matemática, tornou-se evidente que questões de
linguagem relacionadas com o ensino e aprendizagem constituem-se como um
objeto de estudo no campo de pesquisa em educação matemática.

Nestas pesquisas, relata-se que a linguagem matemática adequada, que é uma
linguagem matemática formalizada e organizada de acordo com as estruturas
sintáticas (SILVEIRA, 2010), atua como uma barreira no entendimento das questões
a serem resolvidas, compondo pauta de discussão e problematização por diversos
autores. Afinal, ao se procurar por artigos científicos sobre ensino-aprendizagem em
Matemática, não são poucas as pesquisas investigativas que avaliam as dificuldades
presentes no processo de ensino-aprendizagem da matemática. 

O objetivo deste trabalho é relatar experiências nas quais foi possível observar a
existência desta barreira e discutir de modo que nos possibilite explorar as
problemáticas da simplificação de vocabulário durante as aulas de matemática.

Em um cenário de atuação docente no ensino superior, percebi algumas
dificuldades dos estudantes em questões referentes à chamada ‘matemática básica’,
que contempla as quatro operações básicas e mais alguns conteúdos classificados
como elementares. Eu tentava sanar as dúvidas sobre esse conteúdo, de modo que
os estudantes pudessem acompanhar a disciplina em questão. Porém, percebia que
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a dificuldade, muitas vezes, estava na tradução da linguagem matemática para a
linguagem natural e vice-versa, ou no conhecimento do vocabulário próprio da
matemática. 

Enquanto professora em um cursinho pré-vestibular comunitário, alguns
estudantes comentavam que minha fala era muito ‘técnica’ e isto dificultava o
acompanhamento da disciplina. Eu não entendia o que isto significava, de início.
Mas, conversa vai e conversa vem, o que eles achavam que eram termos ‘técnicos’
nada mais era do que a linguagem matemática adequada. Como por exemplo a
propriedade distributiva da multiplicação, a qual eles conheciam por ‘chuveirinho’.
Ou seja, eles sabiam a aplicação da propriedade em questão, mas por ouvir a
linguagem matemática que era desconhecida por eles, criava-se uma barreira, como
se eu estivesse falando de um assunto diferente do que eles estavam habituados. 

Já na minha atuação como bolsista no PET (Programa de Educação Tutorial) da
Matemática, tive a oportunidade de ministrar um minicurso do software GeoGebra.
Durante este minicurso, percebi que alguns participantes apresentavam dificuldades
em compreender o que estava sendo solicitado nas atividades. Ao conversar
individualmente, notei que termos como ‘polígono regular’ ou ‘reta transversal’
causavam olhares de dúvida. Mas, ao explicar do que se tratava, logo o semblante
ficava mais leve, pois os participantes relacionavam o que eu estava explicando com
algo que sabiam, mas não conheciam o vocabulário próprio. 

Estes, e outros eventos similares, me causavam inquietação e angústia, pois eu
vejo como o uso da simplificação de vocabulário na sala de aula pode acarretar em
percepções equivocadas por parte dos estudantes, causando possíveis prejuízos no
processo de ensino-aprendizagem. Deste modo, procurei por pesquisas que
discutem a problemática descrita, me permitindo refletir, questionar e me atentar
mais à linguagem que é utilizada em sala de aula.

Para o aprendizado de conteúdos matemáticos mais aprofundados, se faz
necessário que o estudante possua domínio de conceitos matemáticos
fundamentais, bem como o conhecimento do vocabulário matemático apropriado,
que facilite o entendimento do significado e não apenas o ato de decorar regras
(FERREIRA, 2013). Silveira (2020) cita a necessidade de que o professor utilize
palavras adequadas para esclarecer o significado do que se quer transmitir, sem
priorizar por um vocabulário simples. Neste contexto cito, como descrevi
anteriormente, a questão da propriedade distributiva da multiplicação ser chamada
por ‘chuveirinho’. Entendo que tal vocabulário possa ser utilizado para ilustrar a
regra, mas creio que no decorrer da fala do professor, a linguagem matemática deve
ser corretamente estabelecida. 

Neste sentido, Stefani e Proença (2019) discorrem sobre as dificuldades dos
estudantes na resolução de problemas de geometria e apontam que os conceitos de
perímetro e área não estavam claros o suficiente para serem interpretados pelos
estudantes no enunciado devido aos empecilhos presentes na tradução da
linguagem natural para a linguagem matemática, e vice-versa. Esta tradução pode
estar sendo prejudicada pela maneira como o conteúdo é abordado em sala de aula,
uma vez que se tende a simplificar as palavras por acreditar que as crianças
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(estudantes) não conseguem aprender palavras e conceitos complexos (DOMAN,
DOMAN; 2019). 

De acordo com Sadovsky (2007), a superficialidade pedagógica ao se ensinar
matemática e o uso de expressões como ‘vai um’, ‘pegar emprestado’, ‘passa para o
outro lado’, dificultam o entendimento do que estas operações, de fato, significam.
Concordando com esta fala, cito uma estudante do cursinho pré-vestibular que
estava angustiada com o algoritmo da soma, pois não conseguia identificar o que
fazer com o ‘número que está em cima’, uma vez que ela havia decorado tal
operação. Sadovsky (2007) observa que a falta de formalidade na linguagem
matemática no ambiente escolar acarreta perdas significativas na aprendizagem de
conteúdos sequenciais por falta de compreensão de conceitos elementares. 

Destaco que as experiências relatadas aqui são alguns exemplos de tantas outras
situações similares vivenciadas em sala de aula. As leituras realizadas sobre o tema
me fazem questionar e refletir sobre a responsabilidade do professor no preparo de
suas aulas bem como na fala utilizada para se comunicar com os estudantes.

Sendo assim, o que trago para a conclusão deste trabalho são questionamentos.
Como podemos preparar as aulas de modo que a linguagem utilizada seja acessível
aos estudantes mas sem perder as características da linguagem matemática
adequada? Como podemos, atuando em outras esferas da educação que não a dos
primeiros anos do Ensino Fundamental, preencher as colunas do vocabulário
faltante sem prejudicar o aprofundamento no conteúdo proposto?
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Resumo:

O Grupo Associado de Estudos e Pesquisas sobre História da Educação
Matemática (GHEMAT - Brasil) foi fundado em 2018 com o propósito de promover e
desenvolver pesquisas na temática da História da Educação Matemática no Brasil,
buscando compreender a evolução histórica do Ensino e da Aprendizagem da
Matemática ao analisar aspectos como currículos, métodos de ensino, livros
didáticos, políticas educacionais e a formação de professores. Apesar da sua origem
poder ser considerada recente, o surgimento do grupo se deu pela necessidade de
institucionalizar uma rede de projetos coletivos de pesquisas no âmbito da História
da Educação da Matemática que já vinham sendo realizados desde 2004 por
diferentes grupos de estudo e pesquisa de diversas universidades brasileiras e que
desde o início já promoviam encontros nacionais e internacionais para debater o
tema estudado. O GHEMAT - Brasil se divide em alguns subgrupos tais como
GHEMAT - SC, GHEMAT - UFJF, GHEMAT - DF, GHEMAT - SE, entre outros, além
de trabalhar em colaboração com outros grupos independentes que também atuam
na área da História da Educação Matemática. 

O GHEMAT possui um Repositório de Conteúdo Digital (RCD) que está disponível
no Repositório Institucional (RI) da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC),
visando permitir o acesso a um espaço público de divulgação de fontes digitalizadas
pelos pesquisadores do grupo de diferentes estados brasileiros. O RCD funciona
como uma comunidade pública dentro do RI da UFSC com subcomunidades e
coleções. Por sua vez, o Repositório Institucional da UFSC tem como missão o
armazenamento, a preservação e a divulgação do acesso à produções científicas de
forma permanente em um único local virtual. 

A princípio, o objetivo deste trabalho era realizar um levantamento de provas e
cadernos de provas disponibilizados pelo GHEMAT, para isso seriam usados as
coleções “Cadernos Escolares” e “Provas - Exames - Avaliações” do RDC. Porém,
visto que o Repositório de Conteúdo Digital do GHEMAT está contido no Repositório

1 Voluntária de Iniciação Científica do Programa de Voluntariado Acadêmico
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Institucional da UFSC, esperava-se que ao ampliar a busca para o RI fossem
levantados todos os arquivos de provas e cadernos de provas. Dessa forma a busca
teria início pela palavra-chave “caderno escolar”, uma vez que existe uma coleção
do GHEMAT com esse nome. Todavia, já no estágio inicial do levantamento notou-se
que não seria possível coletar todos os arquivos de provas e cadernos de provas por
esse método visto que dentro da coleção “Cadernos Escolares” há cadernos com o
nome de áreas da matemática, tais como “caderno de trigonometria”, “caderno de
aritmética”, entre outros que não aparecem na busca da palavra-chave “caderno
escolar” no Repositório Institucional da UFSC. 

Defronte a esse imprevisto, optou-se por dividir o levantamento em duas
partes. A primeira parte do levantamento foi realizada por meio da busca de cinco
palavras-chaves, sendo estas: “caderno de prova”, “livro de prova”, “prova de
matemática", “caderno de matemática" e “caderno escolar" no Repositório
Institucional da UFSC. Enquanto, a segunda parte do levantamento ocorreu por
meio do mapeamento das coleções “Cadernos Escolares” e “Provas - Exames -
Avaliações” do Repositório de Conteúdo Digital do GHEMAT. Portanto, o objetivo
deste trabalho passou a ser construir um inventário de provas e cadernos de provas
disponíveis no Repositório Institucional da Universidade Federal de Santa Catarina
com a justificativa de construir uma base de dados para trabalhos futuros.

Na primeira parte do levantamento foram encontrados 18 resultados para a
palavra-chave “caderno de prova” (no dia 07/04/2024), nenhum resultado para “livro
de prova” (no dia 10/04/2024), 125 resultados para “caderno de matemática" (no dia
15/04/2024), 127 resultados para “caderno escolar" (no dia 15/04/204) e 100
resultados para “prova de matemática" (no dia 26/04/2024). Já na segunda parte do
levantamento, foram encontrados 375 resultados na coleção “Cadernos Escolares” e
151 resultados na coleção “Provas - Exames - Avaliações”. Cabe destacar que já era
esperado que alguns resultados encontrados na primeira parte do levantamento
também fossem encontrados na segunda parte, visto que o RDC está contido no RI
da UFSC. Dentre os resultados foram encontrados cadernos escolares, provas
resolvidas sem nota, provas resolvidas com nota, provas sem resolução, cadernos e
livros do professor, folhas de atividades, livro didático, artigos, documentos,
trabalhos de conclusão de curso (TCC), dissertações e teses, alguns de Matemática
e outros de disciplinas como Geografia, Física, Química, Música, Arte, etc. Os
resultados serão separados por estado, década, série ou ano e autor. 

Por fim, uma classificação que está sendo feita durante o levantamento é se o
arquivo, seja caderno escolar, caderno de prova, prova ou outro, tem ou não nota.
Por isso, destaca-se que um trabalho será entendido com nota se tiver tanto as
notas por conceito, sendo conceito A, B, C, D ou Ótimo, Bom, Regular e etc, como
as notas cifradas, isto é, as notas representadas por um número. Visto que ambas, a
nota por conceito e a nota cifrada, representam um julgamento baseado por critérios
que podem estar bem estabelecidos e expostos ou não, ainda assim, o número irá
apresentar uma conotação afetiva tão forte quanto a palavra (Barlow, 2006). 
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Resumo: 

 

Este trabalho é um subprojeto que faz parte da fase inicial do Projeto de 

Pesquisa "Narrativas de Docentes Imigrantes do Departamento de Matemática da 

UFPR", sob a orientação do Prof. Dr. Elenilton Vieira Godoy. O objetivo do projeto é 

narrar, por meio da História Oral, as trajetórias de professores e professoras 

imigrantes que integram o Departamento de Matemática (DMAT) da Universidade 

Federal do Paraná (UFPR). Para ser possível narrar essas histórias, é fundamental 

compreender a trajetória particular de cada docente, marcada e influenciada por 

seus marcadores sociais. O conceito de interseccionalidade oferece uma base 

teórica para entender a formação da identidade individual, conceitualizando a 

relação de interdependência não hierárquica entre os seus marcadores sociais, tais 

como raça, gênero, classe social, orientação sexual, capacidade física, dentre 

outros, e as complexas manifestações de discriminação influenciadas pela interação 

entre os marcadores sociais. (Hirata, 2018). 

A importância da História Oral se destaca por permitir acessar informações de 

acontecimentos que não são registrados em documentos, bem como contemplar o 

registro de visões que foram invisibilizadas pela história oficial. Em vista disso, é por 

tal importância que se optou por utilizar premissas da História Oral para narrar as 

histórias dos professores e professoras imigrantes do Departamento de Matemática 

(DMAT) da Universidade Federal do Paraná (UFPR). O projeto foi iniciado pelo 

grupo de Iniciação Científica composto pelas licenciandas em Matemática Brenda 

Dal Puppo Monteiro e Sibeli da Rosa da Rocha e pela mestranda Núbia Symbalista, 

todas discentes da UFPR, sob a orientação do Prof. Dr. Elenilton Vieira Godoy e 

coorientado do Prof. Dr. Emerson Rolkouski.  

Como ponto de partida, é definido que essa pesquisa é de caráter qualitativo 

e como mencionado seguirá a luz da História Oral, uma metodologia de pesquisa 

que visa à apreensão de narrativas através de entrevistas gravadas para a 

 
 Bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciação Científica (PIBIC) financiado pelo CNPq 
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elaboração de documentos e constituição de fontes históricas. Para mais, é preciso 

entender que a História Oral se apropria de fontes orais, as quais são uma visão 

particular de processos coletivos, dessa forma os depoimentos possuem dimensões 

individuais e coletivas. Cada fonte será única e não pode ser generalizada, de modo 

que a subjetividade do registro é fundamental para compreender a entrevista 

(Euzébio, 2014). Uma vez que a fonte oral se caracteriza como base primária para 

obtenção de conhecimento, à medida que essa pode refletir valores e emoções que 

ficariam escondidos em dados estatísticos (Gonçalves; Lisboa, 2007). 

Optou-se por entrevistar os professores imigrantes do DMAT da UFPR que 

foram separados em grupos conforme a nacionalidade. O Departamento de 

Matemática da UFPR possui 15 professores não brasileiros, dos quais doze 

nasceram na América Latina e serão o foco deste trabalho. A amostra inicial tinha 

um(a) professor(a) de cada nacionalidade entre os professores do DMAT, visando 

atingir a diversidade de trajetórias inter-relacionadas para abarcar o campo da 

investigação. Entretanto, o único professor colombiano não foi entrevistado devido 

ao seu ingresso no DMAT ter ocorrido durante o andamento da pesquisa; assim, 

foram entrevistados quatro professores: uma professora argentina, uma professora 

cubana, um professor peruano e uma professora venezuelana; porém uma 

professora desistiu de participar e solicitou que sua entrevista não fosse utilizada 

neste trabalho.  

Houve um contato preliminar com os professores por um e-mail que foi 

enviado para explicar a intenção do projeto. Como o objetivo da entrevista não era 

que os professores apenas respondessem perguntas, decidiu-se desenvolver cartas 

com subtemas dos temas gerais do roteiro de perguntas com algumas palavras-

chaves que permitissem o(a) professor(a) discursar sobre sua trajetória com o 

mínimo de interrupções. Assim, apenas as perguntas do roteiro que não foram 

respondidas diretamente foram feitas aos professores. O roteiro de perguntas foi 

dividido por seis temas: Vida Pessoal, Formação Acadêmica, Currículo, Prática 

Docente, Desafios e Oportunidades, e Diversidade Cultural.  

 Antes da entrevista, o Currículo Lattes do(a) professor(a) foi analisado e 

anotações foram feitas para servirem como material de apoio durante o encontro. Ao 

dar início a cada entrevista, a Carta de Apresentação foi lida. Posteriormente, a 

gravação foi iniciada e foram registrados a data, os nomes das entrevistadoras, 

nome do depoente, local, tema e tipo de gravador. As cartas com os temas e 

palavras-chaves foram distribuídas na mesa de modo que o(a) professor(a) pudesse 

direcionar por onde e como gostaria de começar o seu depoimento. 

A entrevista da professora argentina ocorreu no dia 01 de Dezembro de 2023 

às 15:30 na sala de reunião do Departamento de Expressão Gráfica com a presença 

da entrevistada e das licenciandas Brenda e Sibeli, com duração de 1h15. A 

entrevista da professora cubana aconteceu no dia 14 de Abril de 2024, com início às 

10h na sala de reunião do Departamento de Expressão Gráfica com a presença da 

entrevistada e das licenciandas Brenda e Sibeli, com duração de 1h18. Já a 

entrevista com a professora venezuelana foi realizada às 8h30 do dia 17 de abril de 

2024, na sala do Professor Emerson, no Departamento de Expressão Gráfica com a 
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presença das alunas Brenda e Núbia, com duração de 47 minutos. Por fim, a 

entrevista com o professor peruano ocorreu no dia 24 de Abril de 2024, com início às 

11h na sala de reunião do Departamento de Expressão Gráfica com a presença do 

entrevistado e das licenciandas Brenda e Sibeli, com duração de 1h25. 

 Após a entrevista, as gravações foram transcritas, textualizadas e enviadas 

para cada professor(a) junto à Carta de Cessão e ao Termo de Consentimento Livre 

e Esclarecido via email. De modo que a Carta de Cessão e o Termo de 

Consentimento Livre e Esclarecido deveriam ser devolvidos assinados caso o(a) 

professor(a) decida participar do projeto e autorize a divulgação das fontes.  

Assim, o presente trabalho apresenta trechos das entrevistas realizadas no 

projeto e que possam ser relacionadas às interseccionalidades dos(as) participantes 

que autorizaram o uso de seus depoimentos. Estes estão organizados em cinco 

seções temáticas: “Qual é a minha pátria?”, “Escolhi partir, mas posso voltar?”, 

“Você me entende?”, “Somos iguais?” e “Oportunidades e Diversidades”. Embora a 

História Oral tenha como princípio a divulgação dos nomes dos entrevistados, na 

análise deste trabalho não serão divulgados os nomes de quais professores cada 

trecho pertence para que os os depoentes permaneçam anônimos.  

 Nos trabalhos subsequentes do projeto, o roteiro de entrevista será 

modificado, e espera-se entrevistar os demais professores imigrantes do DMAT da 

UFPR, com vistas à elaboração de um livro colaborativo que narre as trajetórias 

dos(as) docentes sob suas próprias perspectivas, permitindo dar ouvido a vozes que 

já são reconhecidas. 
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Resumo: 

 

Este trabalho tem por objetivo compartilhar uma ação desenvolvida por um 

estudante do curso de Licenciatura em Matemática a partir de uma situação de 

ensino organizada no Programa Institucional de Bolsas de Iniciação à Docência 

(PIBID), subprojeto de Matemática, da Universidade Tecnológica Federal do Paraná 

(UTFPR), Campus Curitiba. Essa ação foi elaborada pelo estudante no decorrer do 

ano letivo de 2023 e desenvolvida no Colégio Estadual João Bettega, localizado na 

cidade de Curitiba (PR) no mesmo período, na qual envolveu a disciplina de 

Educação Financeira com estudantes do nono ano do Ensino Fundamental. 

A Educação Financeira tornou-se obrigatória na Educação Básica devido às 

regulamentações educacionais, pois os conteúdos que a compõem apresentam uma 

relevância no cotidiano das pessoas. Com o intuito de tornar os temas de finanças 

mais próximos dos estudantes do Ensino Fundamental, é necessário realizar a 

adequação dos conceitos financeiros em relação à faixa etária e a realidade dos 

envolvidos, almejando trazer aspectos de ludicidade, materiais manipuláveis, jogos e 

discussões em sala para fortalecer os ensinamentos e revisar os aprendizados. 

Silva (2015) salienta que, é possível promover uma aprendizagem importante 

aos indivíduos, principalmente se tratando do contexto da Educação Básica e seus 
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Componente Curricular de Matemática (2022/2024). 
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respectivos estudantes, com o apoio de metodologias voltadas para o ensino e a 

aprendizagem. Desta forma, com o devido planejamento, acompanhado de uma 

organização adequada, conciliando abordagens e métodos voltados para o campo 

educacional, tais como dinâmicas e jogos para o contexto da Educação Financeira, 

é viável complementar os ensinamentos compartilhados e fortalecer o ensino. 

Em 2023, um estudante de Iniciação à Docência organizou análises e 

mapeamentos durante as observações da prática docente no Colégio Estadual João 

Bettega, com a intenção de identificar possíveis ações para o desenvolvimento de 

uma situação de ensino. Considerando a coleta e a análise dos dados, juntamente 

com as reuniões semanais realizadas com a professora supervisora, a turma do 

nono ano do Ensino Fundamental foi selecionada para participar de uma situação de 

ensino, que por sua vez, estaria envolvendo a disciplina de Educação Financeira. 

Tendo em vista as observações e os diálogos, foi decidido desenvolver uma 

ação com a temática da disciplina e, dentre algumas propostas, foi escolhida a 

elaboração de uma gincana para revisar, complementar e fortalecer o ensino dos 

conteúdos de finanças. Durante as reuniões semanais no espaço escolar, buscou-se 

planejar a gincana, definindo os planejamentos, os objetivos, o referencial teórico, a 

metodologia e os materiais. Por conta da área de finanças ser abrangente, foi 

necessário pesquisar e estudar tópicos envolvendo normativas educacionais 

vigentes, almejando conhecer os conteúdos presentes no Ensino Fundamental. 

A gincana abordou temas de finanças pessoais, orçamento familiar, tipos de 

investimentos, situações que envolviam consumo consciente, noções de crédito, 

despesas e receitas familiares e responsabilidade social. Pretendendo abordar 

esses temas, foram preparados oito momentos para serem realizados durante a 

gincana, com a intenção de revisar e rever os conteúdos trabalhados na disciplina, 

proporcionando uma vivência prática para acrescentar na teoria ensinada em sala 

de aula. A Gincana de Educação Financeira ocorreu em duas datas presente em 

2023, e contou com o acompanhamento e apoio da professora regente da disciplina. 

Os estudantes do nono ano foram divididos em três equipes, possuindo cores 

e nomes específicos para a identificação dos respectivos integrantes. Cada 

momento previsto na gincana possuía uma pontuação agregada, que auxiliaria na 

definição do pódio. A cada momento proposto na ação, eram realizadas revisões 

dos conteúdos envolvidos, gerando espaços para esclarecimentos de dúvidas sobre 

a temática trabalhada. A gincana apresentou questões de múltipla escolha, 
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perguntas de verdadeiro e falso, questões subjetivas, reflexões do cotidiano 

envolvendo finanças, charadas financeiras, cálculos financeiros e estudos de casos. 

O tempo definido para cada momento proposto no planejamento poderia ser 

reajustado conforme necessário no dia de desenvolvimento, com o objetivo de 

complementar os assuntos apresentados. Após a finalização da gincana nas duas 

datas estipuladas e com os feedbacks dos estudantes participantes, foram 

realizadas reuniões no ambiente escolar para analisar a ação desenvolvida, com a 

intenção de destacar os pontos positivos e potenciais melhorias para ações futuras. 

Para Teixeira (2015), a Educação Financeira envolve o entendimento da 

importância de gerenciar os recursos econômicos com responsabilidade e 

competência. Ao ensinar essa temática, é essencial incorporar assuntos do 

cotidiano, garantindo que eles estejam mais próximos dos indivíduos, pois os seus 

conteúdos influenciam as decisões no dia a dia. Para desenvolver um ambiente 

oportuno de diálogos sobre questões financeiras, principalmente voltadas para o 

público em idade escolar, é importante apresentar uma base teórica, combinando 

procedimentos educacionais, para desenvolver experiências e práticas envolventes. 

Portanto, as gincanas são relevantes para a promoção do fortalecimento da 

Educação Financeira em sala de aula, mas é essencial que os tópicos a serem 

trabalhados sejam elaborados conforme o nível de ensino. Com ações simples, é 

possível auxiliar os estudantes a desenvolverem habilidades financeiras para as 

diversas situações no cotidiano (Silva, 2015). Ao conciliar as temáticas de finanças 

com jogos, é possível desenvolver um ambiente interessante com a intenção de 

fortalecer os conhecimentos financeiros na Educação Básica pelo viés de 

colaboração, ludicidade e diversão, gerando resultados nos processos de ensino. 
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 Resumo: 

 Por  mais  que  a  educação  financeira  seja  considerada  como  essencial  para  a 
 autonomia  e  sustentabilidade  dos  indivíduos,  no  contexto  escolar,  é  um  campo 
 relativamente  novo  no  currículo,  seja  ele  da  Educação  Básica  ou  do  Ensino 
 Superior.  Com  a  Estratégia  Nacional  de  Educação  Financeira  (ENEF)  e  com  a 
 Base  Nacional  Comum  Curricular  (BNCC),  segundo  Forte  (2020),  entende-se  que 
 a  educação  adentra  o  ambiente  escolar  promovendo  conhecimentos  financeiros  a 
 população  em  geral.  Esse  movimento  se  torna  mais  significativo  se  considerarmos 
 grupos  historicamente  marginalizados  pela  falta  de  acesso  a  esse  tipo  de 
 educação, dentre esses grupos pode-se destacar o das mulheres. 

 Ao  longo  dos  anos  e,  possivelmente,  séculos,  as  mulheres  têm  enfrentado 
 diversas  formas  de  dependências  e  vulnerabilidade  em  relação  aos  homens, 
 especialmente  no  que  diz  respeito  ao  aspecto  financeiro.  Por  muito  tempo,  a 
 responsabilidade  pela  administração  financeira  tem  recaído  predominantemente 
 sobre pais e maridos, deixando as mulheres à margem desse processo. 

 Foi  apenas  há  alguns  anos  que  as  mulheres  conquistaram  o  direito  à  gestão 
 de  seu  próprio  dinheiro.  Em  1962,  especificamente,  foi  estabelecido  o  direito  da 
 mulher  a  trabalhar  sem  necessidade  de  consentimento  do  marido.  Anteriormente, 
 conforme  previsto  na  Lei  3.071/1916,  a  mulher  só  poderia  trabalhar,  aceitar 
 herança  ou  viajar  com  a  permissão  do  marido,  como  expresso  no  Art.  247, 
 parágrafo  único  da  mencionada  lei:  “Considerar-se-á  sempre  autorizada  pelo 
 marido  a  mulher  que  ocupar  cargo  público,  ou,  por  mais  de  6  (seis)  meses,  se 
 entregar a profissão exercida fora do lar conjugal” (Brasil, 1916, p.31). 

 Outro  marco  interessante  na  história  econômica  da  mulher  ocorreu  em  1974, 
 quando  passaram  a  ter  direito  a  um  cartão  de  crédito  após  a  aprovação  da  Lei  de 

 1  Bolsista de Iniciação Científica (PIBIC) com financiamento da Fundação Araucária do Paraná 
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 Igualdade  e  Oportunidade  de  Crédito.  Antes  disso,  mulheres  solteiras  ou 
 divorciadas  precisavam  de  um  homem  para  assinar  contratos  ao  solicitar  cartões 
 de crédito ou empréstimos. 

 É  notável  que,  por  muitos  anos,  as  mulheres  estiveram  financeiramente 
 subordinadas  aos  seus  maridos,  um  cenário  que  começou  a  mudar  com  o  tempo  e 
 com  a  implementação  de  novas  leis.  Gradualmente,  as  mulheres  passaram  a  se 
 tornar  economicamente  ativas  sem  a  necessidade  de  autorização  dos  maridos  para 
 poder  exercerem  profissões  remuneradas  fora  de  casa.  Por  mais  que  as  mulheres 
 brasileiras  tenham  conseguido  o  direito  de  exercer  uma  profissão,  ainda  enfrentam 
 os problemas salariais e financeiros. 

 Segundo  Sandler  (2021),  além  do  Brasil  apresentar  desigualdades  salariais 
 entre  homens  e  mulheres,  o  dinheiro  é  considerado  como  algo  que  não  é  assunto 
 para  mulheres.  Um  estudo  do  Banco  de  Investimentos  UBS,  apresentou  que  93% 
 das  brasileiras  que  acreditam  que  homens  entendem  mais  de  dinheiro  que  elas. 
 Essas  questões  relativas  às  mulheres  e  as  suas  questões  financeiras  podem  ser 
 observadas  sob  a  ótica  da  educação  financeira,  ou  até  mesmo  pela  falta  dela 
 quando  se  trata  de  uma  educação  formal  .  Com  base  no  contexto  descrito  é  que  se 
 propôs  esse  projeto  de  pesquisa  de  iniciação  científica  que  busca  investigar  as 
 percepções  históricas  com  relação  às  mulheres,  as  questões  financeiras  e  como  a 
 educação  financeira,  enquanto  disciplina,  pode  quebrar  as  barreiras  sociais, 
 econômicas e culturais enfrentadas ao longo do tempo pelas mulheres. 

 Para  cumprir  com  esse  objetivo  foram  traçados  caminhos  a  serem 
 percorridos,  entre  eles  estão:  realização  de  revisão  bibliográfica  abordando  a 
 relação  entre  as  mulheres  e  as  questões  financeiras  bem  como  sua  educação 
 financeira,  explorando  as  barreiras  históricas  enfrentadas  pelas  mulheres  nessas 
 áreas  especialmente  devido  a  estereótipos  de  gênero  e  falta  de  acesso  à 
 educação;  investigação  da  importância  da  disciplina  de  Educação  Financeira  como 
 uma  ferramenta  para  capacitar  as  mulheres  a  superar  as  barreiras  nas  áreas  de 
 matemática  e  finanças  promovendo  uma  maior  autonomia  e  empoderamento  por 
 meio  da  educação  financeira  e,  por  fim,  a  realização  de  uma  pesquisa  com 
 acadêmicas  da  Universidade  Aberta  da  Terceira  Idade  -  Unati  e  também  dos  cursos 
 de  Licenciatura  em  Matemática,  Administração  e  Contábeis  da  Unespar  de 
 Paranaguá  para  entender  as  dificuldades  em  áreas  relacionadas  à  matemática  e 
 finanças,  a  fim  de  compreender  experiências  e  identificar  necessidades  de  trabalho 
 com a disciplina de Educação Financeira. 

 Com  esse  trabalho  de  pesquisa  acredita-se  que  nos  será  mostrado  certos 
 fatos  históricos,  como  nos  apresentam  a  sociedade,  podem  ter  sido  resultados  de 
 interpretações  e  também  de  representação,  relacionada  as  questões  de  poder,  e 
 também  de  uma  construção  histórica  e  social  onde  um  determinado  grupo  teve 
 uma  dominação  sobre  o  outro.  Para  Colling  (2014,  p.12)  “Foram  os  homens  os 
 autores  das  grandes  construções  conceituais.  Este  universalismo  que  negou  a 
 diferença  entre  os  sexos,  ou  melhor,  que  estabeleceu  uma  divisão  simbólica  dos 
 sexos,  mascarou  o  privilégio  do  modelo  masculino  sob  a  pretensa  neutralidade 
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 sexual  dos  sujeitos”.  E  acredita-se  que  tal  fato  também  deva  ter  ocorrido  na  área 
 que envolve as questões financeiras. 

 O  trabalho  da  pesquisa  se  apoiará  metodologicamente  na  História  Cultural, 
 com  Chartier  (1990)  e  Barros  (2011),  que  em  meados  do  século  XX  trouxe  uma 
 nova  forma  de  fazer  história,  especialmente  a  partir  da  quarta  geração  dos 
 Annales  2  .  Por  meio  da  análise  de  alguns  vestígios  como  documentos,  outros 
 trabalhos  desenvolvidos  na  área  e  também  por  questionários/entrevistas  será 
 possível  entender  a  realidade  por  meio  das  apropriações  sobre  o  dinheiro  e  as 
 mulheres,  e  entender  como  isso  pode  ser  estudado  sob  a  ótica  de  uma  disciplina 
 como a Educação Financeira. 

 Esse  estudo  se  justifica  na  medida  que  se  entende  que  a  educação  financeira 
 é  uma  ferramenta  essencial  para  capacitar  as  mulheres  a  entender  e  gerenciar 
 suas  finanças  de  forma  eficaz.  No  entanto,  as  barreiras  históricas  enfrentadas 
 pelas  mulheres  em  áreas  como  Matemática  e  finanças  podem  dificultar  o  acesso  a 
 esse  conhecimento.  Investigar  como  a  educação  financeira  pode  ajudar  a  superar 
 essas  barreiras  e  promover  o  empoderamento  feminino,  é  crucial  para  desenvolver 
 intervenções eficazes e inclusivas 
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Resumo:  

  

A Teoria Quântica de Campos é a aplicação conjunta da Mecânica Quântica e da 

relatividade aos campos que fornece uma estrutura teórica usada na física de 

partículas e na física da matéria condensada. Em particular, a teoria quântica do 

campo eletromagnético, conhecida como eletrodinâmica quântica (tradicionalmente 

abreviada como QED, do inglês “Quantum EletroDynamics”), é a teoria provada 

experimentalmente com maior precisão na Física. Resumidamente, pode-se dizer que 

a teoria quântica dos campos é uma teoria que, na denominação mais antiga, se 

chama segunda quantização, isto é, realiza a quantização dos campos, ao passo que 

a Mecânica Quântica apenas realiza a quantização da matéria. A teoria quântica dos 

campos considera tanto a matéria (hadrons e leptons) quanto os condutores de força 

(bosons mensageiros) como excitações de um campo fundamental de energia mínima 

não-nula (vácuo). Nesse contexto apresentamos formulações atribuídas a Richard 

Feynmam, baseada no método de Leibniz, para diferenciar sobre o sinal da integral, 

generalizando assim o teorema fundamental do cálculo. Nesse trabalho 

apresentaremos a técnica estruturada, alguns resultados clássicos em Análise (como 

a convergência da Integral de Leibniz e a integral Gaussiana) através desse método 

e descreveremos alguns resultados relacionados a Física Matemática e Mecânica 

Quântica, em especial Equação de Schrödinger (uma equação de difusão com uma 

constante de difusão imaginária), sendo sua integral de caminho uma continuação 

analítica do método para a soma de todos as possíveis caminhadas aleatórias. O 

Objetivo é apresentar um método alternativo para resolver integrais improprias com 

interpretações físicas e geométricas (curvaturas de variedades mergulhadas no R³) e 

então apresentar a um aluno de graduação, visto que não há ainda em português 

material que faça esse tratamento.   

  

  

  
* Bolsista do Programa de Iniciação Científica.  

172



  
Referências:  

  

TENENBLAT, Keti. Introdução à Geometria Diferencial. São Paulo: Editora Blucher, 
2ª edição, 2008.  
 
Feynman, R. P. (1965). Quantum Electrodynamics. W.A. Benjamin. 
 
Griffiths, D. J. (2005). Introduction to Quantum Mechanics (2nd ed.). Pearson 
Prentice Hall. 
 

173



Estudo do Modelo Dinâmico Regulatório de glicose insulina com o Auxílio de
Programas de Álgebra Computacional

Cassiano Fuziki*
cassianofuziki@gmail.com¹

Wanderley Cerniauskas (orientador)
wanderley@uepg.br²

¹Universidade Estadual de Ponta Grossa
²Universidade Estadual de Ponta Grossa

Palavras-chave:Modelagem de Sistemas Biológicos, Farmacocinética, Equações
Diferenciais, Área de Concentração: Matemática Aplicada

Resumo:

Diabetes Mellitus (DM) é definida como uma doença metabólica crônica
caracterizada pelo controle inadequado dos níveis séricos de glicose, sendo,
geralmente, causada pela secreção ou ação inadequada da insulina (SAPRA;
BHANDARI, 2024). Estima-se que no ano de 2013, 382 milhões de pessoas eram
portadoras de DM no mundo, e que esse valor será de 592 milhões no ano de 2035;
A doença pode ser classificada de diversas formas conforme sua etiologia, sendo o
DM do tipo 1 ou tipo 2 suas formas mais comuns (>85% de toda a prevalência)
(FOROUHI; WAREHAM, 2014).

Pode-se dividir a regulação da glicose sanguínea da seguinte maneira: após uma
refeição, há um aumento na concentração de glicose sérica, que por sua vez, induz
à secreção de insulina pelo pâncreas na corrente sanguínea, responsável pela
deposição do açúcar no fígado sob a forma de glicogênio; De forma oposta, a queda
nos níveis de glicose leva a secreção de glucagon pancreático que leva à deposição
do açúcar na corrente sanguínea, criando, assim, um mecanismo de
balanceamento. (NAKRANI; WINELAND; ANJUM, 2024).

Diabetes do tipo 1 é caracterizado pela destruição autoimune das células-beta
pancreáticas produtoras de insulina, resultando em níveis séricos baixos ou mesmo
inexistentes de insulina. Já o diabetes do tipo 2 envolve um processo lento de
diminuição da atividade efetiva da insulina, e diminuição da capacidade de
internalização da glicose nos tecidos do corpo. Assim, em ambos os casos, tem-se
como resultado um estado hiperglicêmico, e, consequentemente a destruição de
órgãos-alvo como coração, rins, olhos, vasos sanguíneos, sistema nervoso e outros,

*Bolsista do Programa PICME: Iniciação Científica
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motivados pela exposição prolongada a concentrações elevadas de glicose.
(SAPRA; BHANDARI, 2024).

Grodsky (1972) realizou um estudo experimental com a perfusão de glicose pelo
pâncreas de ratos por meio de diversos padrões de infusão, dentre elas inclui-se
estimulações em escada, etapas únicas prolongadas, re-estimulações e funções de
rampa. Posteriormente, foi analisada a concentração de insulina liberada pelo órgão,
e, com os resultados obtidos, pôde-se realizar a hipótese do armazenamento da
insulina em pacotes. Dessa forma, um aumento na concentração de glicose sérica
leva a um pico de liberação de insulina, motivada pelo aumento na quantidade de
colisões entre as partículas disponíveis; essa liberação inicial seria feita por um
primeiro compartimento lábil mais sensível à oscilações iniciais da glicose.
Posteriormente, caso as concentrações de glicose na corrente sanguínea se
mantivessem elevadas, a liberação de insulina continuaria acontecendo, contudo, de
forma mais insidiosa. Isso seria motivada pela depleção do compartimento lábil e
síntese lenta de mais moléculas de insulina por um compartimento maior.

Com base nesse e outros modelos, Santos (2023) propôs analisar como ocorre a
regulação na interação glicose-insulina, demonstrando a existência de um perfil
caótico na avaliação de dados experimentais. A autora demonstra que, na análise
dos efeitos de uma perturbação paramétrica no modelo glicose-insulina para análise
da sensibilidade de parâmetro em sistemas dinâmicos, a perturbação é capaz de
alterar o comportamento dinâmico ou mesmo suprimir o caos.

O presente estudo, portanto, teve como objetivo o estudo de modelos matemáticos
desenvolvidos com o objetivo de analisar o comportamento das taxas de glicose no
sangue, levando em conta sua interação com a concentração de insulina.
Associou-se conhecimentos teóricos de cálculo analítico propostos por Boyce e
Diprima (2010) com conhecimentos práticos de ciências médicas em projetos de
transição de linguagem e modelagem farmacocinética. A temática foi selecionada
com base na grande quantidade de possíveis projetos que poderiam ser
desenvolvidos nesta temática associada à dificuldade de oportunidade de
associação destas duas áreas do conhecimento.

Como ferramenta auxiliar para análise e para a compreensão dos modelos, e dos
resultados apresentados o softwares de manipulação algébrica Maxima, foram
utilizados com uma abordagem similar à feita por Mancera (2002) e por Bianchini
(2018). Foi dada preferência ao uso do Maxima por ser um software livre, de acesso
gratuito na Internet, análogo ao Maple e compatível com a maioria dos sistemas
operacionais utilizados atualmente. A utilização do software Maxima, de interesse
para este trabalho, é descrita por Vaz (2016) e por Ferreira (2022).
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Resumo:
Esse trabalho visa atrair olhares para um teorema sobre dinâmica planar e como

ele pode ser utilizado na análise qualitativa de EDO’s. O teorema em questão (Poin-
caré-Bendixson) resume por completo todos os possı́veis comportamentos assintóticos
de soluções de EDO’s que definem um fluxo planar (dadas certas hipóteses), simplifi-
cando o escopo de estudo quando trabalhamos em R2.

Primeiramente, precisaremos de alguns resultados auxiliares e definições, para
que possamos entender um pouco mais sobre o protagonista desse trabalho. O pri-
meiro grande resultado será o Teorema do Fluxo Tubular.

Definição. Seja E um espaço vetorial de dimenção n.

1. Um campo vetorial de B ⊂ E é uma função f : B → E. Mapeia cada ponto de
B em um vetor de E;

2. Um ponto regular p de f (campo vetorial de E) é tal que f(p) ̸= −→0 . Um ponto
de equilı́brio de f é um ponto não regular de f ;

3. Uma seção transversal de f em x ∈ E é um segmento de reta aberto S centrado
em x, transversal ao vetor f(x) em x e para todo y ∈ S, f(y) em y apontam para
o mesmo lado de S (e são não nulos). A existência de tal seção é garantida pelo
Teorema do Fluxo Tubular.

Teorema (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam f : B ⊂
abt

E
Cr−→ E um campo em que

r ≥ 0, E é espaço euclidiano de dimensão n e p ∈ B é um ponto regular de f . Fixemos
uma base {e1, . . . , en} para E e considere o campo constante f̃ = e1 definido no cubo
C = {x = x1e1 + · · · + xnen ∈ E | |xi| < 1, i = 1, . . . , n}. Então existe difeomorfismo
h : Vp

C∞−−→ C que conjuga localmente os fluxos de f e de f̃ , onde Vp é uma vizinhança
aberta de B.

*Apoiado pelo PET-Matemática UFSC. Bolsa FNDE
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Esse Teorema basicamente nos diz que próximo de um ponto regular, todos os
vetores apontam para uma direção próxima deste, não ocorrem pontos em que sua
direção aponta para o lado contrário. Agora, apresentemos mais um importante resul-
tado para a demonstração do Teorema de Poincaré-Bendixon (tal resultado utiliza o
Teorema anterior e o Teorema da Curva de Jordan para ser provado).

Lema (Lema da Sequência Monótona). Seja x ∈ S um ponto da seção transversal
local S de f . Se a órbita x(t) = T (t)x (= T (t)h(s)) de f por x volta a bater em S
para tempos crescentes 0 < t1 < · · · < tk, então a sequência de pontos xn = T (tn)x
é monótona em S no seguinte sentido: no segmento S, xn sempre está entre xn−1 e
xn+1. Além disso, existem tn < tn+1 tal que xn = xn+1 ⇔ a órbita de f por x é periódica.

Definição. Seja X um espaço métrico.

4. Uma famı́lia {T (t)|t ≥ 0} (que denotaremos por T (·)) de aplicações contı́nuas
do espaço métrico X nele mesmo é chamado de semigrupo em X, quando ele
possuir as seguintes propriedades:

• T (0) = Id, sendo Id a aplicação identidade de X;

• T (t + s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0;

• A aplicação [0, ∞[×X ∋ (t, x) 7−→ T (t)x ∈ X é uma aplicação contı́nua;

5. O conjunto ω-limite de B (subconjunto de X) é tal que
ω(B) =

{
limn→+∞ T (tn)xn | {tn}n∈N ⊂ R, tn

n→+∞−−−−→ +∞ e {xn}n∈N ⊂ B
}
;

6. Uma solução global de T (·) é uma função ξ : R+ → X tal que ξ(t + s) =
T (t)ξ(s) ∀s, t ≥ 0. Uma solução se diz periódica, se existir τ ≥ 0 tal que
ξ(t + τ) = ξ(t) ∀t ≥ 0;

7. A órbita de ξ é a imagem de ξ, denotada por γ(ξ). A órbita se diz periódica, se
ξ for periódica. Note que γ(ξ) = γ(x) ∀x = ξ(t) para algum t ≥ 0.

Figura 1: Ilustração do Teorema do Fluxo Tubular
Figura 2: Atrator do SIR caso γ >
a + b + c

Agora iremos enunciar e dar uma ideia da demonstração do resultado principal
deste trabalho: o Teorema de Poincaré-Bendixson.
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Teorema (Poincaré-Bendixson). Seja T (·) limitado dissipativo com finitos pontos de
equilı́brio e x ∈ E (f : E → R2)), então vale uma das teses abaixo:

(i) ω(x) é um único ponto de equilı́brio;

(ii) ω(x) é uma órbita periódica;

(iii) ω(x) contém uma quantidade finita de pontos de equilı́brio e um conjunto de
órbitas γs tais que α(γs) e ω(γs) são ambos pontos de equilı́brio para cada γs.

Ideia da demonstração. Aqui, dizer que T (·) é limitado dissipativo serve apenas
para garantirmos que o ω(x) é não vazio, compacto, conexo e invariante. Para provar-
mos o Teorema, vamos separar em três casos.
(i) ω(x) não possui pontos regulares.
Nesse caso, como ω(x) é não vazio, tem um ponto de equilı́brio lá, mas como ω(x) é
conexo, ele deve ser um conjunto unitário.
(ii) ω(x) possui pontos regulares e uma órbita periódica.
Aqui, com a ajuda do Lema da Sequência Monótona, conseguimos provar que se ω(x)
possui uma órbita periódica, estão ele é a própria órbita.
(iii) ω(x) possui pontos regulares mas nenhuma órbita periódica.
Esse é o caso mais trabalhoso, porém, em resumo utilizamos novamente o Teorema
da Sequência Monótona para garantir que, para cada ponto regular y que exista em
ω(x), tanto ω(y) quanto α(y) são pontos de equilı́brio. Pela conexidade de ω(x), temos
o resultado.aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaiaaaaaaaaaaa□

Agora, mostremos um exemplo em que podemos aplicar esse Teorema. Considere
o modelo biológico S.I.R. (que descreve a dinâmica entre as populações de suscetı́veis
(S), infectados (I) e recuperados (R) com relação a uma determinada doença) dado
pelo seguinte sistema de três EDO’s: Ṡ(t) = qN − βS(t)I(t)/N(t) − µS(t) + cI(t),
İ(t) = βS(t)I(t)/N(t) − γI(t) − (µ − c)I(t) e Ṙ(t) = γI(t) − µR(t).

Utilizando da Teoria de Atratores, conseguimos mostrar que todas as soluções glo-
bais desse sistema entram em um plano onde a população é constante. O que nos
leva a estudar a dinâmica em tal plano. Assim, utilizando o Teorema de Poincaré-
Bendixson e o Critério de Dulac (que, em vias gerais, oferece-nos um critério para
determinarmos quando órbitas periódicas não estão presentes em um campo planar),
concluı́mos que as soluções são todas atraı́das para os dois pontos de equilı́brio con-
tidos no plano e a solução global que conecta eles (ver Figura 2). Com isso podemos
afirmar que a doença nunca vai acabar, visto que o ponto de equilı́brio livre de infecção
(E1) é instável e o ponto de equilı́brio com infectados (E2) faz parte do Atrator (união
de todas as soluções globais limitadas) do sistema.
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Resumo:
Um dos principais problemas na área de Sistemas Dinâmicos Não-Lineares e

Equações Diferencias é o estudo da robusteza destes sistemas, quando sujeitos à
pequenas perturbações. Mais especificamente, no que diz respeito aos sistemas gra-
dientes, a pergunta que surge é: ao fazermos uma pequena perturbação num sistema
gradiente, o sistema perturbado permanece sendo gradiente?

Esta era uma pergunta em aberto até recentemente. Em [4] os autores atacaram
este problema da seguinte maneira:

1. definiram a classe dos sistemas dinamicamente gradientes (chamados anterior-
mente de sistemas gradient-like), extraindo dos sistemas gradientes apenas as
suas propriedades dinâmicas;

2. mostraram que a classe dos sistemas dinamicamente gradientes era robusta
quando sujeita à perturbações.

Diretamente da definição de sistemas dinamicamente gradientes apresentada em
[4] segue que sistemas gradientes eram também dinamicamente gradientes. Assim,
o resultado obtido até esse momento era: pequenas perturbações de sistemas gradi-
entes davam origem a sistemas dinamicamente gradientes. Mas, ainda restava res-
ponder o seguinte: a classe dos sistemas dinamicamente gradientes era estritamente
maior do que a classe dos sistemas gradientes, ou elas coincidiam?

A resposta para tal pergunta aparece em [3] (resultados estes que estão contidos
em [1]): as classes são iguais, isto é, todo sistema dinamicamente gradiente é um

*Bolsista de Iniciação Cientı́fica
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sistema gradiente. A demonstração desse fato está baseada na construção de uma
função de Lyapunov para um sistema dinamicamente gradiente, que só é possı́vel
utilizando os conceitos de pares atratores-repulsores e decomposição de Morse. É
justamente nessa construção que o trabalho está firmado, isto é, o objetivo principal
é: provar que as classes dos sistemas gradientes e dinamicamente gradientes coinci-
dem. Para isso seguimos o trabalho [1], complementando o estudo com os trabalhos
[2] e [5].

Para isso, seguimos a seguinte sequência: Começamos ao introduzir o conceito
de semigrupos e algumas de suas propriedades, que serão a base para toda a teoria
desenvolvida, além de também apresentar atratores globais e conjuntos ω-limites, jun-
tamente de suas propriedades, as quais serão usadas consistentemente para alcançar
nosso objetivo. Em seguida, temos a introdução da definição de semigrupos gradien-
tes e um estudo sobre suas propriedades dinâmicas, concluindo com um resultado
sobre a existência de atratores globais para tais semigrupos.

Logo após, introduziremos a classe dos sistemas dinamicamente gradientes e fa-
remos um estudo acerca dos pares de atratores locais e seus repulsores associados,
que nos permitirá fazer uma análise mais fina nos atratores globais e obter uma função
de Lyapunov associada a tais pares. Finalmente, introduziremos a decomposição de
Morse para assim sermos capazes de contruir a função de Lyapunov para um semi-
grupo dinamicamente gradiente e demonstrar a equivalência desejada.
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Resumo:
As equações de diferenças são objetos matemáticos que permitem descrever o

comportamento de fenômenos diversos através de modelos discretos, geralmente
atrelados à evolução dos estados de um sistema ao longo do tempo. Sua relevância
se estende às mais diversas áreas, como a biologia e ecologia, com a modelagem
do crescimento populacional em certas espécies; a economia, com projeções sobre
o comportamento de ativos financeiros; a engenharia e ciência da computação, com
o processamento de sinais e controle digital; e a Análise Numérica, com os métodos
para problemas de valor inicial, de ponto fixo e integração numérica.

O seguinte trabalho visa averiguar algumas propriedades da equação logı́stica dis-
creta, equação de diferenças utilizada inicialmente na modelagem do crescimento de
populações, e descrita por

x(n + 1) = µx(n)(1 − x(n)), (1)

considerando µ ∈ [1, 4] constante.
Apesar de sua aparente simplificidade, esse modelo revela uma dinâmica curio-

samente complexa, principalmente ao investigarmos a atratividade de seus 2n-ciclos,
n ∈ N. Tomando µn como o maior valor de µ para o qual o 2n-ciclo é atrator, constrói-se
a sequência {µn}n∈N, que é caracterizada pela validade do limite abaixo:

lim
n−→+∞

µn − µn−1

µn+1 − µn

= δ, (2)

em que δ = 4, 6692016... é conhecida como constante de Feigenbaum, e é univer-
sal para uma certo conjunto de mapas quadráticos. Devido a sua difı́cil construção,

*Voluntário do Programa Institucional de Bolsas de Iniciação Cientı́fica (PIBIC).

182



pouco se sabe sobre esse número: sua transcendência e mesmo irracionalidade, por
exemplo, ainda são apenas conjecturas. Além disso, também temos:

lim
n−→+∞

µn = 3, 57... = µ∞, (3)

de modo que, para µ > µ∞, o comportamento dos ciclos atratores da equação logı́stica
fica completamente caótico, tornando difı́cil prever para onde cada estado inicial irá
convergir.

Isso é visı́vel no diagrama de bifurcação abaixo, que associa a cada valor de µ os
pontos (ou ciclos) para os quais a sequência gerada pela iteração de (1) converge:

Elaborado com a linguagem Julia
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Resumo:
Pegue um pedaço de corda, dê um nó nela. Agora cole as duas pontas da corda

juntas para formar um laço com nó. O resultado é uma corda que não tem pontas
soltas e que está realmente atada. A menos que usemos uma tesoura, não há como
desatar a corda. Um nó é um laço atado de corda, exceto que pensamos nessa corda
como se não tivesse espessura, e suas seções transversais são consideradas como
um único ponto. Ou seja, é uma curva simples fechada no espaço.

Uma curva α é dita equivalente a β se existe uma isotopia ϕ : R3 → R3 tal que
ϕ(α) = β. Como essa relação é de equivalência [2], dizemos que curvas da mesma
classe de equivalência são o mesmo nó.

Chamamos essas imagens da figura (1) de projeções do nó. Isto é, uma projeção
da curva do nó em um plano, mas mantendo a informação das interseções geradas.
Estes pontos são chamados de cruzamentos, dizemos que eles passam por cima
ou por baixo. Eles guardam a informação de qual parte da curva original está mais
próximo do plano de projeção.

←→ ←→

Figura 1: Projeções do mesmo nó, representado por diferentes curvas.

Nesse contexto, chamamos toda e qualquer isotopia ϕ : R3 → R3 de isotopia
ambiente. Note que nem toda isotopia ambiente tem efeito na projeção de um nó, por
exemplo, uma translação ao longo do eixo normal ao plano de projeção. Chamamos
de isotopia plana as isotopias no plano de projeção de um nó. Diferente da isotopia
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ambiente, não é possı́vel gerar novos cruzamento na projeção por meio de isotopia
plana. [2]

Dentre todas as possı́veis isotopias ambiente, va-
mos nos restringir a quatro tipos. Os três movimento de
Reidemeister e a isotopia plana. O primeiro movimento
de Reidemeister nos permite adicionar um remover uma
torção ao nó. Podemos adicionar ou remover dois cru-
zamentos por meio do segundo movimento. E, por fim,
com o terceiro movimento de Reidemeister somos ca-
pazes de deslizar uma parte do nó de um lado de um
cruzamento para o outro. Com esses três movimen-
tos, mais a deformação dada por uma isotopia plana,
se duas projeções são de nós equivalentes, então con-
seguimos encontrar uma sequência de operações que
leva uma projeção a outra [1].

Em uma projeção, chamamos de segmento um
pedaço da curva que vai de um cruzamento por baixo
a outro, passando apenas por cruzamentos por cima.
Dizemos que uma projeção de um nó é tricolorável se
cada um dos segmentos da projeção puder ser colorido
com uma de três cores diferentes, de modo que em cada
cruzamento: ou três cores diferentes se encontram ou
todas as mesmas cores se encontram. Para que uma
projeção seja tricolorável, também exigimos que pelo
menos duas cores sejam usadas.

Suponha que um nó seja tricolorável e peguemos
uma parte desso nó. É facilmente verificável que, se
aplicar o movimento de Reidemeister I nessa parte, a tri-
colorabilidade é mantida. Já o segundo e terceiro movi-
mentos, se dividirmos-os em vários casos, também po-
demos verificar que a tricolorabilidade é preservada [1].
Isso mostra que essa propriedade é invariante sob os
movimentos de Reidemeister e, logo, se uma projeção
a satisfaz então todas as projeções do mesmo nó satis-
fazem. Concluı́mos que a tricolorabilidade é uma carac-
terı́stica, além das projeções, do nó.

Dito isso, considere o nó trivial da figura (5) e o nó
trevo da figura (6). O que nos garante que eles não
são o mesmo nó, diferindo apenas por movimentos de
Reidemeister? A tricolorabilidade. Note que, o nó tri-
vial não é tricolorável e o nó trevo é. Portanto, é im-
possı́vel encontrar uma sequência de movimentos que
leva a projeção do nó trivial à do nó trevo e, assim, re-
presentam nós distintos.

Figura 2: Movimento de
Reidemeister I.

Figura 3: Movimento de
Reidemeister II.

Figura 4: Movimento de
Reidemeister III.

Figura 5: Uma projeção
do nó trivial de um seg-
mento.

Figura 6: O nó trevo é tri-
colorável.

Agora sabemos que existem ao menos dois nós: aqueles tricoloráveis e os não
tricoloráveis. O nó figure-eight não é tricolorável, a partir disso, não podemos afirmar
que ele é equivalente ao nó trivial, entretanto certamente é diferente do nó trevo.
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Resumo:
No contexto da topologia algébrica, a homologia é o estudo que visa associar a

determinados espaços topológicos certos objetos algébricos, denominados grupos de
homologia, que servem como invariantes topológicos. Em outras palavras, estes gru-
pos são tais que, se dois espaços forem topologicamente equivalentes (homeomor-
fos), então seus respectivos grupos de homologia serão algebricamente equivalentes
(isomorfos).

O estudo da homologia é bastante geral dentro da topologia algébrica, sendo o
conceito algébrico de homologia aplicável em diversos contextos. Os principais temas
abordados aqui serão homologia formal, onde é estudada a teoria básica de homo-
logia geral, homologia simplicial e homologia singular, onde são estudadas situações
especı́ficas em que podemos aplicar a homologia formal, a primeira sendo aplicável
ao estudo de espaços homeomorfos a poliedros e a segunda sendo utilizada para um
estudo mais abrangente de espaços.

Seja A um anel unitário comutativo e sejam, para cada p inteiro não negativo, Cp

um A-módulo e ∂p : Cp → Cp−1 um homomorfismo de módulos tal que ∂p ◦ ∂p+1 = 0.
Dizemos que a sequência C = (Cp, ∂p) é um complexo de cadeias, e escrevemos

C : · · · Cp+1 Cp Cp−1 · · · C1 C0 0.
∂p+1 ∂p ∂1

Definimos o p-ésimo grupo de homologia do complexo C como sendo o módulo quo-

ciente Hp = Ker(∂p)
Im(∂p+1)

.

Homologia simplicial
Um primeiro exemplo de uma possı́vel aplicação do conceito algébrico formal de

homologia é a homologia simplicial. Com ela, definimos complexos de cadeias asso-
ciados a poliedros e estudamos seus respectivos grupos de homologia.
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Sejam a0, a1, · · · , ar ∈ Rn. Diremos que estes pontos são independentes quando
os vetores a1 − a0, a2 − a0, · · · , ar − a0 forem linearmente independentes.

Um simplexo r-dimensional é um conjunto s de elementos da forma
∑r

i=0 αiai,
com cada αi ≥ 0 e

∑r
i=0 αi = 1, e com a0, a1, · · · , ar ∈ Rn sendo pontos independentes

fixos, e escrevemos s = ⟨a0, a1, · · · , ar⟩. Uma face de um simplexo s = ⟨a0, a1, · · · , ar⟩
é um simplexo ⟨ai0 , ai1 , · · · , ail

⟩, com {i0, i1, · · · , il} ⊂ {0, 1, · · · , r}.
Um poliedro é um conjunto K ⊂ Rn dado pela união de uma coleção finita de

simplexos de Rn tais que:

1. Se s = ⟨a0, a1, · · · , ar⟩ é um simplexo de K, então qualquer face de s também é
um simplexo de K;

2. Se s e t são simplexos de K, então s ∩ t = ∅ ou s ∩ t é uma face de um simplexo
de K.

O primeiro passo da definição do complexo simplicial associado a um determinado
poliedro K é orientar seus simplexos. Se s = ⟨a0, a1, · · · , ar⟩ é um simplexo de K, pas-
saremos a escrever s = [a0, a1, · · · , ar] para denotar o mesmo simplexo, mas dotado
da orientação determinada pela ordem a0 < a1 < · · · < ar.

Consideraremos que duas orientações de simplexos são equivalentes quando for
possı́vel obter uma por meio de uma permutação par na ordem dos vértices da outra.
Duas orientações serão consideradas opostas quando não forem equivalentes. As-
sim, haverá duas formas de orientar um simplexo s = ⟨a0, a1, · · · , ar⟩: [a0, a1, · · · , ar]
e [a1, a0, · · · , ar], as quais são opostas. Se s = [a0, a1, · · · , ar], usaremos o sı́mbolo
−s para fazer referência a s dotado da orientação oposta a s, ou seja, escreveremos
−s = [a1, a0, · · · , ar].

Sendo A um anel unitário comutativo, seja, para cada r ≥ 0 inteiro, Cr(K, A) o A-
módulo livre gerado pelos simplexos orientados de dimensão r de K, com a restrição
de que, para todo s simplexo de K, temos s + (−s) = 0. Exceto quando há a necessi-
dade de sermos mais explı́citos, denotamos Cr(K, A) por Cr(K).

Cada operador bordo ∂r : Cr(K) → Cr−1(K) será dado por

∂r[a0, a1, · · · , ar] =
r∑

i=0
(−1)i[a0, a1, · · · , âi, · · · , ar],

onde [a0, a1, · · · , âi, · · · , ar] representa o simplexo orientado (r − 1)-dimensional que
tem como vértices cada ponto aj, para j ̸= i. Além disso, se p = ∑

αisi ∈ Cr(K, A),
então colocamos ∂rp = ∑

αi∂rsi.
Com os operadores bordo assim definidos vale que, para cada r > 1 inteiro, a

composição Cr(K) Cr−1(K) Cr−2(K)∂r ∂r−1 é nula. Com isso, obtemos que a
sequência

C(K) · · · Cr+1(K) Cr(K) Cr−1(K) · · · C1(K) C0(K) 0∂r+1 ∂r ∂1

é um complexo de cadeias, chamado de complexo simplicial de K, e seus grupos de
homologia são chamados de grupos de homologia simplicial de K.

Alguns dos principais resultados de homologia simplicial seguem de outros resul-
tados de homologia singular, que é uma generalização da homologia simplicial.
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Homologia singular
Sejam ∆r = {(t0, · · · , tr); ti ≥ 0,

∑r
i=0 ti = 1} e A um anel unitário comutativo.

Definimos um r-simplexo singular em um determinado espaço topológico X como
uma aplicação contı́nua σ : ∆r → X.

Para cada r inteiro não negativo, seja Sr(X, A) o A-módulo livre gerado pelos r-
simplexos de X, denotado apenas por Sr(X) em contextos gerais. Para i = 0, · · · , r,
definimos a i-ésima face de um r-simplexo σ de X como o (r − 1)-simplexo ∂iσ :
∆r−1 → X, dado por

∂iσ(t0, · · · , tr−1) = σ(t0, · · · , ti−1, 0, ti, · · · , tr−1).

Cada operador bordo ∂ : Sr(X) → Sr−1(X) é definido por ∂σ = ∑r
i=0(−1)s∂iσ. A

composição Sr(X) Sr−1(X) Sr−2(X)∂r ∂r−1 também é nula para r > 1 inteiro, e
então a sequência

S(X) : · · · Sp+1(X) Sp(X) · · · S1(X) S0(X) 0
∂p+1 ∂p ∂1

é um complexo de cadeias. Esse é o complexo singular do espaço X, e seus grupos
de homologia são os grupos de homologia singular de X.

Por fim, temos os seguintes resultados:

Teorema 1. Se X e Y são dois espaços topológicos homeomorfos, então Hr(S(X)) ∼=
Hr(S(Y )) para todo r inteiro não negativo.

Teorema 2. Se K é um poliedro e A é um anel unitário comutativo, então Hr(C(K, A))
∼= Hr(S(K, A)) para todo r inteiro não negativo, isto é, os grupos de homologia singular
de K são isomorfos aos grupos de homologia simplicial de K em cada dimensão.

Com esses teoremas, conclui-se a fundamentação teórica das teorias de homolo-
gia singular e simplicial. O primeiro teorema implica que grupos de homologia singular
são invariantes topológicos. O segundo teorema estabelece uma equivalência entre
as homologias singular e simplicial, e como consequência segue que grupos de ho-
mologia simplicial também são invariantes topológicos. Mais ainda, se X é um espaço
topológico triangulável, ou seja, se X é homeomorfo a um poliedro K1, então podemos
generalizar e definir os grupos de homologia simplicial de X como sendo os grupos
de homologia simplicial de K. Esta definição independe da triangulação de X pois,
mesmo que X seja triangulado por um outro poliedro K2, segue que K1 e K2 são
homeomorfos e então Hr(C(K1)) ∼= Hr(C(K2)).
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Gabrieli Kmiecik
gabi.kmiecik@hotmail.com 1

Profª. Drª. Gisele Teixeira Paula (Orientadora)
giseleteixeira@ufpr.br 2

1Bacharelado em Matemática - UFPR
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Resumo:
O objetivo deste estudo é entender um exemplo onde a teoria de redução de formas

quadráticas binárias se relaciona com encontrar pontos no domı́nio fundamental da
ação do grupo modular PSL(2,Z) no plano hiperbólico.

Inicialmente apresentaremos as definições de domı́nio fundamental e de ação de
grupos. Dado um grupo (G, ∗), uma ação desse grupo em um espaço X é uma função
f : G × X → X que leva cada par (g, x) a um ponto g · x de modo que g1 · (g2 · x) =
(g1 ∗ g2) · x e e · x = x para todo g1, g2 ∈ G e x ∈ X, em que e é o elemento neutro do
grupo.

Um domı́nio fundamental para a ação de um grupo G em um espaço X é um
subconjunto F ⊂ X tal que:

1. X =
⋃

g∈G

g · F ;

2. int(F) é denso em F e ∂F tem medida nula;

3. int(F) ⋂
g(intF) = ∅ para todo g ∈ G que seja diferente de e.

Depois, será feita uma breve introdução sobre formas quadráticas e como é possı́vel
enxergá-las como matrizes. Apresentaremos os conceitos de matriz reduzida de Min-
kowski e propriamente reduzida. Em seguida, entenderemos o que significa reduzir
formas quadráticas, em termos de exibir um domı́nio fundamental para a ação do
grupo das matrizes unimodulares, isto é, matrizes inteiras com determinante ±1, no
conjunto das formas quadráticas positivas definidas.

Por fim, mostraremos como podemos relacionar o exemplo da ação do grupo mo-
dular em geometria hiperbólica com a busca por formas binárias reduzidas.
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Resumo:
A ideia que incitou a realização desse trabalho foi de visualizar a “tetração” em

contexto de espaços topológicos. A tetração e as hiperoperações foram estudadas no
ano passado, em uma outra Iniciação Cientı́fica.

No entanto, a ideia foi deixada um pouco de lado quando descobrimos uma inte-
ressante relação entre os grupos de Lie e as hiperoperações exponenciais: elas foram
definidas na IC do ano passado, e são uma famı́lia de operações obtidas através de
uma recursão natural que preservam propriedades algébricas.

Sendo assim, nessa apresentação, pretendemos falar sobre os Grupos de Lie e a
exponencial de Lie, e de alguns resultados que os relacionam com as hiperoperações
exponenciais. A seguir, apresentamos definições e resultados prévios necessários:

Sejam K,L corpos ordenados, e φ : K → L um isomorfismo ordenado. Denotamos:

K ≡φ L.

Sejam n ∈ N∗ e x ∈ R∗
+. Então, a tetração de x por n é dada por:

nx := xxx...x

.

Em que há n cópias de x, incluindo a base.
Para n ∈ {−1, 0}, por conta da recursão, definimos:

0x = 1 e −1x = 0.

*Bolsista do PET Matemática UFSC.
†Orientador e professor do Departamento de Matemática da UFSC.
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As definições e resultados a seguir são todas contribuições da IC realizada no ano
passado:

Sejam b ∈ R∗
+ \{1} e n ∈ N∪{−1}. A n-ésima hiperoperação exponencial de base

b é definida por:




x ·nb y := x + y ∀x, y ∈ R, se n = −1;
x ·nb y := expb(logb(x) ·n−1

b logb(y)) ∀x, y ∈ Kn
b , se n ∈ N.

O conjunto de todos os valores em que ·nb está bem definida é denotado por Kn
b :

Kn
b × Kn

b := {(x, y) ∈ R2 | x ·nb y está bem definido}.

Proposição. Sejam b ∈ (1, ∞) e n ∈ N∗. Então:

Kn
b = (n−2b, ∞).

Teorema. Sejam n ∈ N e b ∈ (1, ∞). Então, a quádrupla a seguir é um corpo orde-
nado:

(Kn
b , ·n−1

b , ·nb , ≤).
O chamamos de n-ésimo corpo exponencial de base b.

Corolário. Sob as hipóteses do Teorema anterior, temos os seguintes isomorfismos
de ordem:

(Kn
b , ·n−1

b , ·nb , ≤) ≡expb
(Kn+1

b , ·nb , ·n+1
b , ≤);

(R, +, ·, ≤) ≡expn
b

(Kn
b , ·n−1

b , ·nb , ≤).
Em que expn

b é a n-ésima composição de expb com si mesma expb), e expb(x) := bx

para cada x ∈ R.

A partir de agora, as definições e resultados são frutos da IC atual. Os resultados
a seguir são parte da literatura, salve dito o contrário.

Seja M uma variedade suave. O colchete de Lie de campos vetoriais suaves
X, Y ∈ X(M) são o campo vetorial [X, Y ] ∈ X(M) tal que:

[X, Y ](f) := X(Y (f)) − Y (X(f)) ∀f ∈ C∞(M).

A partir de agora utilizaremos e para representar o elemento neutro de um grupo
arbitrário.

Seja G uma variedade suave e um grupo. Dizemos que G é um grupo de Lie
quando sua operação e a aplicação de inversão são ambas funções suaves entre
variedades diferenciáveis.
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Seja G um grupo de Lie. A álgebra de Lie de G é g := TeG, munida do colchete [, ]
tais que, para cada v1, v2 ∈ TeG,
[v1, v2] := [ṽ1, ṽ2]e em que ṽi

g := d(Lg)e(vi) ∀g ∈ G, i ∈ {1, 2}, e [ṽ1, ṽ2]e é o colchete de
Lie usual aplicado em e.

Note que ṽi ∈ X(G). De fato, dado g ∈ G, ṽi
g := d(Lg)e(vi) é uma derivação em

Lg(e) = ge = g, isto é, vi
g ∈ TgG, para cada i ∈ {1, 2}.

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo a 1-parâmetro de G é um homomorfismo
de grupos φ : (R, +) → G.

Dado G um grupo de Lie e X ∈ g, denotamos λX como o único1 subgrupo a 1-
parâmetro de G tal que λ′

X(0) = X

Seja G um grupo de Lie. A exponencial de Lie de G é definida como a seguinte
aplicação:

Exp: g −→ G
X 7−→ λX(1).

Agora sim, com as ferramentas estudadas nessa IC, foi possı́vel visualizar a sequência
de corpos isomorfos via função exponencial como uma sequências de grupos de Lie
isomorfos a Lie (isto é, isomorfos como grupos e difeomorfos). Todos os resultados a
seguir são contribuições do nosso trabalho.

Sejam b ∈ (1, ∞) e n ∈ N. O n-ésimo grupo exponencial de base b é o grupo
representado pelo par ordenado (Kn

b , ·n−1
b ).

Observação. A Definição acima faz sentido pois, como as triplas (Kn
b , ·n−1

b , ·nb ) são
todas corpos, cada Kn

b , com sua respectiva primeira operação, é um grupo.

Proposição. Sejam n ∈ N e b ∈ (1, ∞). Então, o n-ésimo grupo exponencial de base
b é um grupo de Lie de dimensão 1.

Teorema. Sejam b ∈ (1, ∞) e n ∈ N. Então, expb : (Kn
b , ·n−1

b ) → (Kn+1
b , ·nb ) é um

isomorfismo de grupos de Lie.

Seja n ∈ N ∪ {−1}. Denotamos (Kn, ·n) := (Kn+1
e , ·ne ) como o

n-ésimo grupo exponencial natural.

Teorema. Sejam n ∈ N∗ \ {1} e Expn : gn → Kn a exponencial de Lie do grupo expo-
nencial natural Kn (Kn é um grupo de Lie de dimensão 1 por uma Proposição anterior).

Então, gn
∼= R e:

Expn(X) = expn+1




X
n∏

k=0

ke




.

Para cada X ∈ R.
1a existência e unicidade são provadas na referência [2], nos teoremas 1.23 e 1.28, utilizando a

conexidade de R.
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Resumo:
Neste trabalho temos como objetivo tratar de otimização livre de derivadas para

problemas de otimização escalar. Especificamente, iremos considerar uma restrição
geométrica denominada restrição de cardinalidade (Programas Matemáticos com
Restrições de Cardinalidade (MPCaC)). Tais problemas são difı́ceis de resolver, mas
fornecem soluções esparsas. Portanto, usaremos este resultado para trabalharmos
com o problema de Compressão de imagens.

Consideramos problemas de otimização definidos por:

minimizar
x∈Rn

f(x)
sujeito a gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , p,

hj(x) = 0, ∀j = 1, . . . , m,
∥x∥0 ≤ α,

onde g : Rn → Rp e h : Rn → Rm são funções continuamente diferenciáveis (linear ou
não linear) e a restrição de cardinalidade ∥x∥0 ≤ α implica na solução esparsa. Além
disso, nós assumimos que as derivadas das funções envolvidas (f, g e h) não podem
ser calculadas ou explicitamente aproximadas.

Primeiramente, para lidar com a difı́cil restrição de cardinalidade, utilizamos uma
reformulação contı́nua relaxada [1]:

*Bolsista do PICME: Programa de Iniciação Cientı́fica e Mestrado do Conselho Nacional de Desen-
volvimento Cientıfico e Tecnologico (CNPq). Lattes: http://lattes.cnpq.br/0078034523496683
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minimizar
x,y

f(x)
sujeito a x ∈ Ω, e⊤y ≥ n − α,

xiyi = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ n,
0 ≤ yi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n,

onde e ∈ Rn é o vetor de uns e Ω = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0, h(x) = 0} [4, 5]. Além disso,
para garantir que a solução respeite a condição de Hadamard x ◦ y = 0, aplicamos
uma penalização à função objetivo, resultando na seguinte reformulação:

minimizar
x,y

f(x) + τh(x, y)
sujeito a x ∈ Ω, e⊤y ≥ n − α,

0 ≤ yi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n,

onde τ > 0 é o parâmetro de penalização e h(x, y) é uma função continuamente dife-
renciável. Levando em conta que não podemos calcular as derivadas de tais proble-
mas, iremos resolver tal esquema de penalização usando o algoritmo proposto em [3].
Nele foi utilizado o Generalized Pattern Search (GPS), um dos métodos de otimização
livre de derivadas baseado na busca direta direcional.

Os métodos livres de derivadas baseados na busca direta direcional são utilizados
quando as derivadas da função objetivo não estão disponı́veis, não são confiáveis, ou
são custosas em questão de tempo e/ou memória. Eles são algoritmos que buscam
um ponto de derivada nulo, ou seja, o ponto de mı́nimo ou máximo local mais próximo,
usando apenas os valores da função objetivo para explorar o domı́nio e procurar esse
ponto, sem calcular a derivada de fato.

Estamos interessados em aplicar este problema geral em Compressed Sensing
(CS), técnica baseada em otimização convexa, que utiliza a redundância e a espar-
sidade dos sinais amostrados para poder reconstruı́-los. A CS é uma técnica que
permite a conversão de sinais em um conjunto discreto de números, proporcionando
que eles sejam processados, analisados, armazenados e transmitidos por sistemas
computacionais. Então temos

x = Ψs

onde: x é o vetor com as medidas ou amostras iniciais, Ψ é matriz de transformação
em base com representação esparsa (como a de Fourier, veja Figura 1), Φ é a matriz
de amostragem e s é o vetor de coeficientes (esparso). O novo sistema que representa
o processo de amostragem é

y = Φx.

O novo problema pode ser traduzido como a obtenção da solução s ∈ Rn com a
representação mais esparsa possı́vel para o sistema linear

y = Φx ⇒ y = ΦΨs.

Na CS, o sinal é obtido por meio de amostras, que são computadas em outra
base na qual a representação deste sinal é esparsa, ou seja, em que a maioria de
seus coeficientes são nulos. Isso nos permite armazenar menos informações, pois
só é preciso guardar os coeficientes não nulos, por isso consideramos a restrição de
cardinalidade.
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As aplicações de CS cobrem a compressão de dados, criptografia de imagens,
reconstrução e sensoriamento remoto de radares, melhoria da qualidade de sinais de
áudio e determinadas aplicações médicas. Neste trabalho, é tratada a compressão e
reconstrução de imagens (Figura 1). Foi realizada uma busca por um banco de da-
dos de imagens e a compressão das imagens é realizada por meio de algoritmos de
otimização nas linguagens de programação C e Matlab. Esses resultados serão apre-
sentados no evento. Além do artigo de Krulikovski et al. [3] usamos também o livro de
Conn et al. [2].

Figura 1: Exemplo de Compressão de Imagens. F denota a transformada de Fourier.
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Resumo:
Compressed sensing (CS) é uma técnica inovadora para aquisição de dados e

processamento de sinais que permite a reconstrução de sinais esparsos a partir de um
número de amostras muito menor do que o exigido pelo teorema de Nyquist-Shannon
[1]. A base dessa técnica reside em dois princı́pios fundamentais: esparsidade e
incoerência.

• Esparsidade: Refere-se à propriedade de um sinal que pode ser representado
por um número reduzido de coeficientes não nulos em algum domı́nio (por exem-
plo, frequência ou wavelet).

• Incoerência: Garante que as medições capturadas no domı́nio original conte-
nham informações suficientes para a reconstrução do sinal esparso no domı́nio
transformado.

As aplicações do CS são amplas, indo desde compressão de imagens em disposi-
tivos médicos, como ressonância magnética, até a otimização de aquisição de dados
em sensores e redes de comunicação.

Explicação do Processo de Compressão:
O processo de compressão ilustrado na Figura 1 segue os princı́pios do CS. Na

primeira etapa, temos a equação y = Φx, onde y é um vetor de medições obtido
a partir de x (a imagem original) por meio da matriz Φ, que corresponde à matriz de
amostragem (ou medições comprimidas). O vetor x representa a imagem original, que
é esparsa no domı́nio transformado. Na segunda etapa, busca-se a reconstrução da

*Aluno Pesquisador no Grupo Ciência de Dados, Aprendizagem de Máquina e Otimização (Ci-
DAMO).
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Figura 1: Compressão de Imagens.

imagem original a partir das medições y. Para isso, utiliza-se a transformação Ψ, que
é uma matriz de base (por exemplo, uma base wavelet ou Fourier), onde a imagem
x pode ser esparsa. O vetor s é o vetor esparso que contém poucos coeficientes
não nulos após a transformação pela matriz Ψ, representando a imagem original no
domı́nio transformado. Assim, o processo pode ser descrito pelas equações:

y = Φx e x = Ψs,

onde: x é o vetor que representa a imagem original, y é o vetor de medições com-
primidas, Φ é a matriz de amostragem, Ψ é a matriz de base esparsa (por exemplo,
Fourier), s é o vetor esparso com poucos coeficientes não nulos. O objetivo é encon-
trar uma solução esparsa s que, quando transformada de volta por Ψ, nos dê uma boa
aproximação da imagem original x.

Portanto, neste trabalho temos como objetivo tratar de Programas Matemáticos
com Restrições de Cardinalidade (MPCaC) [3, 4] aplicados a CS. Tais problemas são
difı́ceis de resolver, mas fornecem soluções esparsas. Portanto, usaremos o algoritmo
proposto em [2] para resolver o seguinte problema de otimização:

minimizar
x∈Rn

f(x) = 1
2∥Ax − b∥2 + λreg∥x∥2

sujeito a g(x) ≤ 0,
h(x) = 0,
Hx = z,
l ≤ x ≤ u,
∥x∥0 ≤ α,

onde A ∈ Rm×n e o conjunto viável (exceto a última restrição) é não vazio, convexo,

202



fechado e fácil de projetar (caixa, esferas, semi-espaços).

Além disso, nós usaremos uma abordagem para melhorar soluções obtidas pelo
chamado método LASSO, que usa a norma L1. O método L1 é uma técnica clássica
utilizada no CS para resolver problemas de reconstrução de sinais esparsos. O método
de restrição de cardinalidade oferece uma abordagem alternativa à minimização da
norma L1 [2]. Em vez de minimizar a norma L1, o método de restrição de cardinali-
dade limita explicitamente o número de coeficientes não nulos na solução. Especifica-
mente, o problema é formulado como a minimização de uma função objetivo, sujeita
a uma restrição que impõe um limite superior à cardinalidade (ou seja, o número de
elementos não nulos) do vetor de solução. Isso significa que a solução final terá, no
máximo, α coeficientes não nulos, promovendo uma solução altamente esparsa. Essa
abordagem é útil em cenários onde a esparsidade é conhecida a priori ou onde há
uma necessidade de limitar explicitamente o número de coeficientes não nulos.

A escolha do método de restrição de cardinalidade como alternativa à minimização
da norma L1 oferece maior controle sobre a esparsidade, o que pode ser vantajoso em
cenários especı́ficos. No entanto, implementar essa abordagem para compressão de
imagens utilizando compressed sensing ainda apresenta desafios. Nosso projeto visa
justamente aplicar o método de restrição de cardinalidade para comprimir imagens,
explorando a esparsidade inerente delas.
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Palavras-chave: Aprendizado de Máquina, Multilayer Perceptron, Backpropagation.

Resumo:
As Redes Neurais Artificiais (RNAs) têm se destacado como uma ferramenta pode-

rosa no aprendizado de máquina. Entre os modelos mais populares está o Multilayer
Perceptron (MLP), que consiste em múltiplas camadas de neurônios organizadas em
uma camada de entrada, uma ou mais camadas ocultas e uma camada de saı́da.
Elas são amplamente utilizadas para resolver problemas não linearmente separáveis,
utilizando funções de ativação como a sigmoide ou a tangente hiperbólica.

O principal método utilizado para o treinamento das MLPs é o algoritmo de Back-
propagation, que ajusta os pesos das conexões entre os neurônios para minimizar o
erro entre a saı́da prevista pela rede e o valor desejado. O processo envolve duas
etapas principais: na propagação direta, os dados de entrada são processados pela
rede, resultando em uma saı́da. Na fase de retropropagação, o erro é calculado e
propagado para trás, permitindo o ajuste dos pesos e dos biases, que proporcionam
maior flexibilidade na saı́da da rede.

A função de erro mais comumente utilizada é o erro quadrático médio (RMSE),
definido por

E =
√√√√ 1

n

n∑

i=1
(ti − ai)2, (1)

onde ti é o valor esperado e ai é a saı́da da rede [2]. Para ajustar os pesos e bia-
ses, utilizamos o método de descida do gradiente. O gradiente da função de erro em
relação a um peso W m

jk na camada m é dado por

*Graduanda em Ciência da Computação, desenvolvendo o projeto como parte do Trabalho de Con-
clusão de Curso (TCC) no IFC Campus Blumenau.
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∂E

∂W m
jk

= δm
j am−1

k , (2)

tal que δm
j é a sensibilidade, também chamada de delta, do neurônio j na camada m,

e am−1
k é a ativação do neurônio k na camada anterior [1]. A atualização dos pesos é

então realizada por

W m
jk(k + 1) = W m

jk(k) − η
∂E

∂W m
jk

, (3)

e, fazendo a substituição de (2) em (3), obtemos:

W m
jk(k + 1) = W m

jk(k) − ηδm
j am−1

k , (4)

em que η é a taxa de aprendizado, fixada em 0,01 neste trabalho. Esse valor foi
escolhido após testes, pois não é baixo a ponto de desacelerar a convergência, mas
também não é alto demais, o que ajuda a evitar o sobreajuste.

Para os biases bm
j , o gradiente é dado por

∂E

∂bm
j

= δm
j , (5)

e a atualização deles é realizada por

bm
j (k + 1) = bm

j (k) − η
∂E

∂bm
j

. (6)

Substituindo a equação (5) na equação (6), concluimos que

bm
j (k + 1) = bm

j (k) − ηδm
j . (7)

A sensibilidade δm
j é calculada com base na função de ativação utilizada. Para uma

função de ativação f e a saı́da desejada tj, o delta para a camada de saı́da m é

δm
j = (tj − am

j )f ′(zm
j ),

na qual am
j é a saı́da do neurônio j na camada m e f ′(zm

j ) é a derivada da função de
ativação. Para camadas ocultas, a sensibilidade é calculada como

δm
j =

(∑

k

δm+1
k W m+1

jk

)
f ′(zm

j ), (8)

onde δm+1
k e W m+1

jk são, respectivamente, as sensibilidades e os pesos da camada
seguinte [1].

Seguindo os conceitos apresentados, a implementação de uma rede MLP e do
algoritmo de Backpropagation foi realizada em Python para simular a superfı́cie de
uma esfera. O objetivo era prever as coordenadas tridimensionais de pontos em uma
esfera a partir de parâmetros de entrada que, no caso, foram ângulos esféricos. A
rede foi treinada para aprender a relação entre as entradas (ângulos) e as saı́das
(coordenadas cartesianas), utilizando um conjunto de treinamento criado através de
[3]

x = r sin(θ) cos(ϕ), (9)

205



y = r sin(θ) sin(ϕ), (10)

z = r cos(θ), (11)

tal que θ e ϕ são ângulos em coordenadas esféricas, e r é o raio da esfera. Durante o
treinamento, o erro foi propagado para trás e os pesos e biases foram ajustados com
base no gradiente do erro, buscando minimizar a função de custo.

Os resultados experimentais demonstram a evolução do aprendizado da rede. Na
primeira tentativa, os pontos plotados formam um pequeno aglomerado fora da região
esperada da esfera, obtidos da rede sem treinamento. Em seguida, após o inı́cio
do mesmo, os pontos começam a se distribuir de maneira mais coerente, mas ainda
formam um plano disperso.

À medida que o treinamento avança, observa-se uma redução gradual do erro, o
que resulta em uma melhora significativa na predição. Uma curva parcial emerge,
indicando que a rede está começando a capturar a relação correta entre os ângulos
esféricos e as coordenadas cartesianas. Aumentando o número de iterações, chama-
das de épocas, a rede prevê uma saı́da que, a olho humano, se assemelha satisfatori-
amente à superfı́cie de uma esfera, atingindo a menor taxa de erro observada. Assim,
os testes foram encerrados, pois o valor do RMSE se aproximou de zero, ficando
abaixo de 0,05.

Figura 1: Predição da rede sem treinamento e resultados das predições com variações
nos valores de cada parâmetro, ordenadas de forma decrescente, da esquerda para a
direita, de acordo com o RMSE obtido.

Com os resultados obtidos, este estudo demonstra a eficácia das redes MLP, trei-
nadas com o algoritmo de Backpropagation, para a simulação de fenômenos com-
plexos como a superfı́cie esférica, evidenciando sua capacidade de modelar relações
não lineares.
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Resumo: Introduzidas em [1], as Redes Neurais Informadas pela Fı́sica (PINNs)
provaram ser uma ferramenta poderosa e inovadora para encontrar soluções apro-
ximadas para Equações Diferenciais Parciais (EDPs). Essas redes distinguem-se da
formulação geral de outros modelos de redes neurais por incorporarem em seu treina-
mento EDPs (possivelmente não lineares) que modelam fenômenos fı́sicos.

Embora poderosas, essas redes ainda enfrentam obstáculos, pois, para certas
EDPs, as PINNs não apresentam resultados numéricos satisfatórios [2]. No presente
estudo, analisamos o emprego da formulação original das PINNs utilizando a biblioteca
DeepXDE [3] com três EDPs: Korteweg-de-Vries modificada (mKdV), Sine-Gordon e
a equação de Schamel. Os resultados numéricos são bastante satisfatórios para a
solução da mKdV; por outro lado, há desafios significativos para a solução da equação
de Schamel e da Sine-Gordon usando PINNs.

Para estudar o erro da aproximação da rede em cada uma das EDPs citadas,
adotamos a perda na norma L2 feita pela biblioteca numpy [4] com a fórmula

np.linalg.norm(y_true - y_pred) / np.linalg.norm(y_true),

onde y true é um vetor contendo em cada elemento a solução exata para um valor
de x no domı́nio e y pred é um vetor com a solução prevista pela rede. Tal cálculo foi
empregado a cada valor de a e de t na grade mostrada na Figura 1, na resolução da
Sine-Gordon:

*Voluntário do Programa de Voluntariado Acadêmico.
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Figura 1: Erro na norma L2 ao longo do tempo (t) e velocidade (a) da Sine-Gordon.

Equação de Korteweg-de-Vries modificada (mKdV): A mKdV é uma equação dife-
rencial parcial não linear obtida a partir de uma alteração na equação de Korteweg-
de-Vries. Sua expressão é dada por:

ut + u2ux + uxxx = 0. (1)

Para o treinamento da rede nos pontos de borda e condição inicial, usamos a
solução exata:

u(x, t) = a sech (k(x − ct)) . (2)

Comparada às outras duas EDPs analisadas no presente estudo, a mKdV foi a que
gerou os resultados mais satisfatórios quando implementada na formulação original de
PINNs.

Equação de Sine-Gordon: A equação de Sine-Gordon é uma equação diferencial
parcial não linear usada principalmente para descrever a dinâmica de sistemas de
ondas com acoplamento não linear e comportamento solitônico, ela é expressa por:

utt − uxx + sin(u) = 0. (3)

A rede terá como objetivo aproximar a solução u(x, t). Utilizaremos em seu treina-
mento a seguinte solução para definir suas condições inicial e de borda:

u(x, t) = 4 arctan
(

exp
(

γ
x − at√
1 − a2

))
. (4)

Após o treinamento, embora a PINN tenha demonstrado uma queda significativa
em seu erro durante o treinamento, a aproximação da rede se provou insatisfatória
para todas as arquiteturas e parâmetros testados, já que a solução aproximada não
coincidia com a solução de referência.
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Equação de Schamel: A equação de Schamel é uma equação diferencial parcial não-
linear que modela o desenvolvimento de uma estrutura de onda localizada e coerente
que se propaga em um meio dispersivo não linear. A equação pode ser expressa
como:

ut + d
√

uux + uxxx = 0. (5)

A solução exata da equação de Schamel que usaremos para definir as condições
inicial e de borda será:

u(x, t) = a sech4 (k(x − ct)) . (6)

Nenhuma arquitetura de PINNs testada foi capaz de aproximar bem a solução da
equação de Schamel.

Por fim, diante das presentes dificuldades apresentadas pela aproximação das
EDPs acima, os próximos passos deste trabalho envolvem aprimorar a formulação
das Redes Neurais Informadas pela Fı́sica incorporando algoritmos de otimização já
bem estabelecidos. Recentemente, resultados promissores nessa área foram apre-
sentados em [5] ao integrar algoritmos evolucionários multiobjetivos às PINNs (as
EMOPINNs). Entretanto, ainda é incerto se a aproximação da solução das três EDPs
estudadas nesta pesquisa será tão satisfatória quanto aquelas vistas em [5]. Assim,
serão empregados na resolução das equações mKdV, Sine-Gordon e equação de
Schamel os três seguintes algoritmos evolucionários multiobjetivos: NSGA-II, NSGA-
III e MOEA/D.
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Resumo
O reconhecimento facial é uma área de crescente interesse devido às suas inúmeras

aplicações em segurança, vigilância e autenticação. No entanto, o desenvolvimento de
sistemas robustos e precisos enfrenta desafios, especialmente na detecção e extração
de caracterı́sticas faciais. Este trabalho resume uma abordagem inovadora que utiliza
splines e redes neurais para melhorar o reconhecimento facial. A metodologia proposta
foca na detecção precisa de pontos-chave no rosto, a partir dos quais splines cúbicas
são geradas e usadas como entrada para o treinamento de uma rede neural utilizada
para reconhecimento de faces.

Metodologia
A metodologia proposta combina técnicas de processamento de imagens e apren-

dizado de máquina, destacando-se por sua capacidade de capturar e representar
caracterı́sticas faciais.

A detecção de caracterı́sticas faciais é realizada utilizando o classificador Haar
Cascades [1, 2], que é amplamente utilizado em reconhecimento facial. Classificadores
calibrados e validados para detecção de olhos, nariz e boca foram aplicados após a
detecção inicial do rosto na imagem.

Para a extração dos contornos faciais, foi aplicado o algoritmo de Canny [3, 4] nas
imagens. Esse método assegura a identificação dos contornos mais relevantes, sendo
especialmente eficaz na definição das caracterı́sticas faciais.

Após a detecção dos contornos, um processo de redução de pontos é aplicado para
selecionar apenas os pontos mais representativos, simplificando a criação das splines
e removendo pontos espúrios. Essa etapa é crucial para reduzir a complexidade do
modelo, permitindo que a spline mantenha a forma geral dos contornos faciais sem
comprometer a precisão. A partir de um grafo, criado com os pixels que formam
os contornos das caracterı́sticas faciais, são selecionadas as linhas contı́nuas mais

*Voluntária do Programa de Voluntariado Acadêmico.

210



representativas (as componentes conexas do grafo com mais nós) e, a partir delas, os
pixels mais relevantes, que são usados para gerar as splines que representam cada
caracterı́stica facial.

Para criar uma spline que passe por uma sequência de pontos, utilizam-se cur-
vas de Hermite, encaixando uma curva à outra nos pontos finais de cada curva. A
técnica utilizada, baseada em splines Catmull-Rom [5, 6], garante suavidade e continui-
dade na transição entre as curvas geradas localmente, facilitando a modelagem das
caracterı́sticas faciais.

A abordagem proposta utiliza splines para modelar as caracterı́sticas faciais ex-
traı́das, como olhos, nariz e boca, gerando representações que servem de entrada
para a rede neural. A combinação da detecção de bordas e sua descrição por splines
permite a criação de representações precisas e eficientes das caracterı́sticas faciais.

Aplicação e Resultados
Primeiramente, é realizada a detecção do rosto e a imagem é recortada para facilitar

a identificação das caracterı́sticas faciais, conforme ilustrado na Figura 1.
Uma vez identificadas as caracterı́sticas na imagem, como, por exemplo, o nariz

(ver Fig. 2a), extraı́mos seus contornos, conforme mostrado na Figura 2b. Em seguida,
é necessário reduzir os pontos que representam a caracterı́stica facial, o que é feito
utilizando grafos. Com isso, é possı́vel eliminar componentes conexas com menos nós,
obtendo o resultado mostrado na Figura 2c.

(a) Detecção do rosto. (b) Detecção das caracterı́sticas faciais.

Figura 1: Detecções feitas pelo modelo Haar Cascades.
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(a) Nariz identificado. (b) Ênfase nos contornos.
(c) Remoção de alguns pi-
xels através de grafos.

Figura 2: Seleção dos pontos por onde passará a spline.

Conclusão
A metodologia proposta explora a combinação de splines e redes neurais no reco-

nhecimento facial. A aplicação de splines para modelar caracterı́sticas faciais extraı́das
por meio de técnicas avançadas de detecção, como o algoritmo de Canny, resulta
em uma abordagem robusta. Os resultados sugerem que essa metodologia pode
superar os desafios tradicionais do reconhecimento facial, como variações de pose e
iluminação, oferecendo uma solução promissora para aplicações práticas.

O trabalho está em fase de desenvolvimento, com foco atual na eliminação de
pontos espúrios restantes. Isso será realizado por meio do uso de árvores geradoras
mı́nimas, uma abordagem que facilitará a identificação dos principais pontos relevantes.
Uma vez estabelecidos esses pontos, eles serão ordenados de forma que a spline
passe por eles de maneira orientada. Posteriormente, será implementada a modelagem
de uma rede neural para aprimorar ainda mais os resultados do reconhecimento facial.
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Resumo:
O presente trabalho de pesquisa teve como objetivo a construção de uma carteira de

investimentos formada por ativos negociados na BOVESPA para o ano de 2024, utilizando
como principal ferramenta a Pesquisa Operacional, e dentro dessa ciência matemática,
utilizar teorias do universo da Economia, como por exemplo a Teoria de Markowitz. Den-
tro da Pesquisa Operacional, existem diferentes tipos de modelagem matemática para a
construção do problema, como a Otimização Linear e a Não-Linear. A modelagem ma-
temática se deu através da utilização de equações lineares, construindo um problema de
Otimização Linear para a otimização de um portfólio de investimentos, no qual a solu-
ção desse problema é fornecido por meio do Método Simplex, com o auxílio do software
MATLAB. Os ativos inseridos na pesquisa referem-se a uma análise do desempenho dos
mesmos referente ao ano de 2023, na qual foram analisados os dez melhores ativos du-
rante esse período, e selecionados os cinco ativos que tiveram as melhores correlações.
O trabalho também foi acrescido com conceitos de Matemática Financeira, de alguns
Parâmetros Estatísticos, e também da caracterização da Otimização Não-Linear, por ter
muitas condições similiares a da Linear, como as Condições de Karush-Kuhn-Tucker.

A Pesquisa Operacional (PO) se determina como uma ciência matemática que pos-
sui como principal objetivo a aplicação de diversos métodos científicos para a resolução
de inúmeros problemas detentores de uma alta complexidade. A PO desempenha de
maneira fundamental o papel de ferramenta para o auxílio na tomada de decisões, e de
otimização da operação de recursos finitos [1].

A Otimização Linear se estabelece como um modelo matemático empregado para
descrever um determinado problema, na qual a palavra "linear" evidencia que todas as
funções matemáticas existentes dentro desse modelo são funções lineares, enquanto a
palavra "programação" se compreende como sinônimo de "planejamento" [1].

A solução de um Problema de Programação Linear (PPL) se dá pelo processo de
otimização, isto é, encontrar uma solução ótima para o problema, respeitando todas as
restrições do mesmo. O problema de otimização se estabelece pelo descobrimento dos
minimizadores (ou maximizadores) de uma função existente em uma certa região [3].

O Método Simplex é um algoritmo utilizado para a busca de soluções de problemas
de otimização linear, na qual o mesmo possibilita que computacionalmente consiga resol-
ver problemas com um alto número de variáveis e restrições, e encontrar a solução ótima

1Trabalho recebeu auxílio do PIBIC
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do PPL de maneira eficiente. Ele se determina como um algoritmo de busca, que inicia
sua procura em um vértice existente na região factível, e desloca-se pelos outros vértices
do espaço factível, até obter o vértice ótimo, que contém a solução ótima do problema [3].

Ao criar uma carteira de investimentos, o interesse do investidor geralmente está em
obter o maior lucro com o menor risco de perda de capital. Para tanto, há a necessidade
de utilizar algum modelo matemático para atingir o objetivo esperado ou se aproximar o
máximo possível deste. A Teoria Moderna de Portfólio de Markowitz veio para auxiliar
nesta perspectiva e nas tomadas de decisões do mercado financeiro. Na realidade, o
modelo média - variância de Markowitz foi o precursor na área de otimização de portfólio,
onde o retorno esperado e a volatilidade do mesmo são de extrema importância na defini-
ção da melhor carteira de investimento. O problema é formulado de modo a se minimizar
o risco do portfólio ou maximizar o nível de retorno do mesmo [2].

Modelando um problema para um investidor de perfil moderado, o mesmo deve sem-
pre buscar a minimização dos riscos da carteira, sendo que os critérios de minimização
do risco da carteira variam de investidor para investidor, assim como as restrições a se-
rem inseridas no problema.

Para a escolha dos ativos que compõem o portfólio de investimentos, foi necessário
realizar uma análise dos ativos que tiveram bons desempenhos no ano de 2023, como
também fazer uma avaliação sobre o cenário econômico previsto para 2024. Com isso
foram escolhidos dez ativos oriundos de diferentes setores da Economia, na qual depois
foram selecionados os cinco ativos que apresentaram as melhores correlações para com-
por a carteira. Esses cinco ativos são: GOGL34 (ALPHABET), SBSP3 (SABESP), JBSS3
(JBS), PETR4 (PETROBRÁS) e DISB34 (WALT DISNEY), sendo que o rendimento per-
centual médio que esses ativos tiveram no ano de 2023, estão na Tabela 1.

Tabela 1 - Rendimento percentual médio dos cinco melhores ativos no ano de 2023

Fonte: INVESTING. Dados Históricos

Levando em conta, que os ativos escolhidos GOGL34, SBSP3, JBSS3, PETR4 e
DISB34 possuem um retorno individual médio anual de u1, u2, u3, u4 e u5, respectiva-
mente, fornecido pelos valores que estão presentes da Tabela 1, com isso, o retorno total
da carteira (Rp) é concedido por:

Rp = x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4 + x5u5

no qual:
x1 : peso do ativo GOGL34 (ALPHABET);
x2 : peso do ativo SBSP3 (SABESP);
x3 : peso do ativo JBSS3 (JBS);
x4 : peso do ativo PETR4 (PETROBRÁS);
x5 : peso do ativo DISB34 (WALT DISNEY).

2
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Com todas as restrições, que foram definidas por meio da análise de variância e co-
variância entre os ativos, forma-se um problema de Programação Linear a ser resolvido
pelo Método Simplex:

Maximizar f(x) = 0, 032967x1 + 0, 029017x2 + 0, 018008x3 + 0, 052992x4 − 0, 000242x5

Sujeito a x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1
x4 ≤ 0, 45
x1 ≥ 0, 05
x2 ≥ 0, 05
x3 ≥ 0, 05
x4 ≥ 0, 05
x5 ≥ 0, 05
x5 ≤ 0, 07
x5 + x2 ≤ 0, 3
x1 + x3 ≥ 0, 4

e x1 ≤ 0, 25.
Utilizando o software MATLAB, e a linha de comando Linprog, para resolver o pro-

blema pelo Método Simplex, a otimização fornece o retorno total da carteira para o ano
de 2024, que é fornecido pela maximização da função objetivo:

f(x) = 0, 037678950 ou f(x) = 3, 767895%

Como também os valores dos pesos que cada ativo irá ter na composição da carteira
otimizada:

x1 = 25%; x2 = 10%; x3 = 15%; x4 = 45%; x5 = 5%.

Não é possível construir um modelo de carteira ótima, pois cada uma delas é formada
para um tipo de perfil de investidor específico. Desta forma, observa-se que a forma-
ção de um portfólio, bem como sua modelagem, é algo extremamente pessoal. Por fim,
investir em uma carteira ações pode ser benéfico para os indivíduos que têm a o discer-
nimento de dar os passos corretos. Todo o estudo matemático presente nesta pesquisa
serve para que este fim seja alcançado. A Matemática não garante na prática a rentabili-
dade dada em seus resultados, porém direciona o investidor para o horizonte que almeja,
minimizando possíveis resultados indesejáveis.

A Otimização Não-Linear também pode ser utilizada para a construção de um Pro-
blema Não-Linear (PNL), mas a modelagem se determina pela existência de equações
não-lineares, na qual a procura pelo ponto ótimo envolve uma complexidade maior, sendo
que para a obtenção do mesmo, podem ser utilizados diferentes métodos, como por
exemplo, o Método de Newton [3].
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Resumo:
Neste trabalho, focamos na transformação de um problema genérico de regressão

linear em um problema quadrático equivalente e sem restrições, com o objetivo prin-
cipal de investigar métodos para melhorar a eficiência computacional dessa transfor-
mação.

Dado um conjunto de N amostras de treinamento {(ωi, ξi)}N
i=1 ⊂ Rn×R, o problema

de regressão linear pode ser formulado como:

min
x∈Rn

{
1
N

N∑

i=1
(ξi − x⊤ωi)2 + η−1∥x∥2

2

}
,

onde x ∈ Rn representa os coeficientes do modelo de regressão e η é um parâmetro
de regularização. Este pode ser reescrito como o seguinte problema quadrático [1]:

min
x∈Rn

{
c⊤x + x⊤Qx + η−1∥x∥2

2

}
,

onde:

• Q = 1
N

N∑

i=1
ωiω

⊤
i é uma matriz semidefinida positiva;

• c = −2
N

N∑

i=1
ξiωi ∈ Rn.

*Voluntária do Programa de Iniciação Cientı́fica e Mestrado - PICME
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Para melhorar a eficiência computacional, investigamos a aproximação da matriz
Q através do truncamento da sua decomposição espectral.

Sendo Q uma matriz simétrica, existe uma matriz ortogonal P e uma matriz dia-
gonal D tal que Q = PDP ⊤, onde as entradas de D são os autovalores de Q e as
colunas de P são os autovetores correspondentes. Assim, Q pode ser expressa como
[2]:

Q =
n∑

i=1
λiviv

⊤
i ,

em que λi são os autovalores e vi são os autovetores de Q.
No contexto do estudo, truncamos a matriz Q utilizando seus k principais autovalo-

res, denotando a aproximação por Qk, da forma:

Qk =
k∑

i=1
λiviv

⊤
i ,

com λi sendo os k maiores autovalores de Q, ordenados em ordem decrescente, e vi

os autovetores correspondentes.
A maneira utilizada para verificar a proximidade entre a matriz truncada Qk e a

matriz original Q foi selecionar o menor valor de k tal que:

∥Q − Qk∥2

∥Q∥2
< tol,

onde tol é uma tolerância predefinida.
Utilizando quatro conjuntos públicos de dados de diferentes dimensões, disponı́veis

no UCI Machine Learning Repository [3], buscamos determinar a quantidade ideal de
autovalores a serem considerados em cada caso, de modo que a aproximação seja
eficaz e a integridade das informações da matriz original seja mantida. Compara-
mos os resultados obtidos a partir da matriz original com aqueles derivados da matriz
aproximada, para avaliar o impacto do truncamento espectral na solução do problema
quadrático.

A implementação foi feita na linguagem de programação Octave. Em cada conjunto
de dados, realizamos 100 replicações aleatórias, utilizando 70% dos dados originais
para selecionar o valor de k em cada caso. Após a definição de k, minimizamos o
problema quadrático através do gradiente, dado pela equação

2
(

Q + 1
η

I

)
x + c = 0,

onde I é a matriz identidade com mesma dimensão de Q. Calculamos então a
distância entre o vetor xk obtido através do truncamento da matriz, que considera
os k autovalores mais significativos, e o vetor x obtido a partir da matriz original, por
meio do erro relativo.

Concluı́mos que a escolha do valor de k é sensı́vel à natureza do problema, uma
vez que a quantidade ideal de autovalores necessária para uma boa aproximação
varia de acordo com a estrutura dos dados. Em particular, para os conjuntos de dados
analisados, que apresentam muitas colunas linearmente dependentes, observamos
que a aproximação se estabiliza de maneira eficiente com um número reduzido de
autovalores. Além disso, o desempenho das soluções também é influenciado pelo
parâmetro η, que controla o nı́vel de regularização aplicado.
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Resumo:
As equações diferenciais parciais (EDPs) desempenham um papel fundamental na

modelagem de diversos fenômenos fı́sicos, como a propagação de ondas, a condução
de calor e em áreas de estudo como mecânica quântica e dinâmica de fluı́dos [1]. Tra-
dicionalmente, a solução dessas equações é obtida por métodos numéricos, como
diferenças finitas e elementos finitos, que oferecem soluções discretas e podem ser
computacionalmente custosos conforme as dimensões do problema aumentam. Neste
trabalho, apresentamos uma abordagem moderna para a aproximação de soluções:
as redes neurais fisicamente guiadas (Physics-Informed Neural Networks, PINNs).
As PINNs permitem encontrar uma solução aproximada contı́nua para o problema
ao treinar uma rede neural para minimizar o resı́duo da EDP juntamente com a sua
função perda, tirando proveito de todo ferramental disponı́vel para Deep Learning,
como Diferenciação Automática (AD) [2].

Especificamente, o objetivo deste trabalho é investigar a técnica de PINNs, apre-
sentada em [2], na aproximação da solução da equação de Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) na forma:

ut + ux + u ux − uxxt = 0, (x, t) ∈ (−10, 20) × (0, 4)
u(x, 0) = u0(x), x ∈ (−10, 20),

u(−10, t) = g1(t),
u(20, t) = g2(t) t ∈ (0, 4),

(1)

onde u0(x) é a condição inicial e g1, g2 são condições de contorno que nos dizem
como u se comporta nas bordas do domı́nio de x.

*Voluntário do Programa de Iniciação Cientı́fica no programa PIBIC/2024
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A equação de BBM foi deduzida por Benjamin, Bona e Mahony como uma alterna-
tiva mais estável numericamente do que o modelo de KdV, o qual é aplicado na mo-
delagem da dinâmica de ondas aquáticas assim como em diversas outras situações
práticas [3].

A equação (1) possui solução viajante

u(x, t) = A sech2(k(x − ct)), (2)

onde dado A, k =
√

A

12 + 4A
e c = 1 + A

3 .

Fisicamente, uma solução viajante de uma EDP pode ser entendida como uma
onda que se propaga com velocidade constante sem mudar de forma. Neste contexto,
a solução (2) pode ser entendida como uma onda de amplitude A que se propaga com
velocidade c.

Uma vez que conhecemos uma solução exata para a equação (1), vamos uti-
lizá-la como referência para investigar a acurácia do procedimeno numérico proposto
(PINNs). Isto posto, considere as funções g1 e g2 como a própria solução exata, apli-
cada nos extremos de x, respectivamente. Assim, a EDP que queremos resolver via
PINNs se resume em:

ut + ux + u ux − uxxt = 0, (x, t) ∈ (−10, 20) × (0, 4)
u(x, 0) = A sech2(kx), x ∈ (−10, 20),

u(−10, t) = A sech2(k(−10 − ct))
u(20, t) = A sech2(k(20 − ct)) t ∈ (0, 4).

(3)

A técnica de PINNs consiste em treinar a rede com uma função perda que incor-
pora os seguintes problemas de otimização dos resı́duos da EDP:

1.
min |D(x, t)| s.a. (x, t) ∈ (−10, 20) × (0, 4),

onde
D := ut + ux + u ux − uxxt

2.
min|u(x, 0) − u0(x)| s.a. x ∈ (−10, 20).

3.
min |u(−10, t) − g1(t)| + |u(20, t) − g2(t)| s.a. t ∈ (0, 4).

Podemos utilizar o Erro Quadrático Médio associado a cada resı́duo:

EMQ = EMQD + EMQ0 + EMQb

com

EMQD =
1

ND

ND∑

i=1
|f(xi, ti)|2 ,

• (xi, ti), i = 1, · · · , ND, ND representa pontos de colocação escolhidos aleatoria-
mente em (−10, 20) × (0, 4)
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EMQ0 =
1

N0

∑N0
i=1 |u(xi, 0) − u0(xi)|2 ,

• xi, i = 1, · · · , N0 representa N0 pontos de colocação no intervalo (−10, 20)

EMQb =
1

Nb

Nb∑

i=1
|u(xi, ti)|2 ,

• (xi, ti), i = 1, · · · , Nb, pontos de colocação no intervalo em (−10, 20) × (0, 4)

Este procedimento numérico foi implementado em Python por meio da biblioteca
DeepXDE [4]. A figura 1 ilustra a solução aproximada pela rede no tempo t = 2. O erro
relativo é da ordem de 10−3, o que mostra que o método é eficaz. Os próximos passos
serão testar a eficiência das PINNs na equação de BBM com diferentes condições de
contorno, assim como investigar se a PINN é capaz de capturar algumas propriedades
fı́sicas das ondas viajantes como por exemplo, colisões de ondas.

Figura 1: Aproximação para a equação de BBM usando PINNs em t = 2. Pontos de
colocação: Nf = 15000, Nb = 100, N0 = 100. Arquitetura da rede: 50 neurônios em
cada camada, 3 camadas. Função ativação: tanh, Número de iterações: 15.000.
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Resumo:
O presente trabalho aborda a comparação entre o uso do perceptual hashing e

das Redes Neurais Convolucionais para a busca reversa de imagens. O campo da
busca reversa de imagens (RIS – Reverse Image Search) consiste em uma forma
de pesquisa com base em imagens onde a busca é feita utilizando caracterı́sticas
especificas da figura de entrada, de forma a encontrar resultados similares ou idênticos
[1]. É importante que a busca seja precisa em seus resultados, trazendo um alto nı́vel
de proximidade à imagem pesquisada. A acurácia do algoritmo utilizado pode ser
afetada por modificações nas imagens, como rotação, corte e espelhamento.

O perceptual hashing é um tipo de hash que comprime as caracterı́sticas das
mı́dias de forma a manter a proximidade nos seus códigos por similaridades [2], tendo
o objetivo de facilitar a busca de imagens parecidas ou modificadas visualmente.
Nesse contexto, considerando Hp como a função hash, X a figura alvo, X ′ sendo
semelhante a X, Y como uma figura visualmente distinta de X, α e β sendo valores
de hash, e 0, 1L como sequências binárias de comprimento L [5], o perceptual hashing
possui quatro propriedades desejáveis [5]:

• Robustez perceptual:

Probabilidade(Hp(X) = α) ≈ 1
2L

, ∀α ∈ 0, 1L. (1)

• Independência de par entre valores de duas figuras perceptualmente diferentes:

Probabilidade(Hp(X) = α|Hp(Y ) = β) ≈ Probabilidade(Hp(X) = α). (2)
*Graduanda em Ciência da Computação, desenvolvendo o projeto de pesquisa iniciado na disciplina

de Trabalho de Conclusão de Curso (TCC).
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• Invariância para imagens visualmente semelhantes:

Probabilidade(Hp(X) = Hp(X ′)) ≈ 1. (3)

• Distinção para imagens visualmente diferentes:

Probabilidade(Hp(X) = Hp(Y )) ≈ 0. (4)

Na propriedade 2 denota-se A|B como a operação de probabilidade condicional,
dada por P robabilidade(A∩B)

P robabilidade(B) . As propriedades 3 e 4 pertencentes ao perceptual hashing
são necessárias para que a busca reversa funcione de modo assertivo, pois é dese-
jado que figuras semelhantes tenham representações (hashes) próximas, enquanto
imagens diferentes produzam representações distintas.

O perceptual hashing abordado nesse trabalho é o DCT (Discrete Fourier Trans-
formation – Transformada Discreta de Fourier), sendo aplicado nessa área por conta
de sua propriedade de estabilidade a modificações que seus coeficientes de baixa
frequência proporcionam [3]. A variação mais comum do DCT é o tipo II, tendo matriz
definida considerando N como seu tamanho, n como ı́ndice da linha e m como ı́ndice
da coluna [7]:

c[n, m] =
√

2
N

· cos
(

(2m + 1) · nπ

2N

)
. (5)

A Rede Neural Convolucional (CNN – Convolutional Neural Network ) é um campo
da área de Inteligência Artificial responsável por processar dados com uma topolo-
gia em grade [4], sendo definida como arquitetura padrão no caso de processamento
de imagens [6]. A CNN utiliza da operação de convolução para aprender as carac-
terı́sticas mais importantes da imagem, utilizando blocos menores de pesos [6], di-
minuindo o numero de parâmetros da rede. Sua arquitetura utiliza como método de
otimização a descida do gradiente, tendo o objetivo de minimizar a função de perda.
Este processo utiliza o cálculo das derivadas e assim indica como ajustar os pesos da
rede afim de obter a mudança desejada na saı́da [4].

A convolução é uma operação matemática entre duas funções com valores reais
[4]. Sendo K um kernel bi-dimensional, I a matriz representativa da imagem e S a
nova função resultante, chega-se à seguinte equação geral da convolução na CNN [4]:

S(i, j) = (K ∗ I)(i, j) =
∑

m

∑

n

I(i − m, j − n)K(m, n). (6)

Para comparar os dois métodos, utilizou-se um banco de imagens unindo figuras de
borboletas pertencentes aos conjuntos de dados Caltech 101 e Caltech 2561. No con-
junto de imagens, foram aplicadas as operações de desfoque gaussiano, colorização
preto e branco, redução de resolução, realce de nitidez, rotação, espelhamento e
corte. Estas alterações possuem o objetivo de avaliar se os algoritmos aplicados
para a busca mantêm a assertividade dos resultados diante das mudanças na ima-
gem alvo. Os resultados da comparação podem ser vistos na Figura 1, que contém
a quantidade de acertos entre as técnicas DCT e CNN. No caso das operações em
imagens originais, desfoque gaussiano, preto e branco, alteração no tamanho e realce
de nitidez, ambas as técnicas possuem desempenhos semelhantes. Já em operações
de rotação, espelhamento e corte, a CNN conseguiu mais acertos, obtendo, respecti-
vamente, um aumento de 316,6%, 560,0% e 200,0% em relação ao DCT.

1Disponı́veis em: https://data.caltech.edu/
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Figura 1: Comparação entre técnicas DCT e CNN por número de acertos.

Conclui-se que, neste cenário de testes, a CNN obteve uma taxa de acertos maior,
sendo considerada mais robusta a mudanças visuais feitas a imagens se comparada
com a técnica de perceptual hashing DCT.
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Tânia Valasky*

tania.valasky@ufpr.br 1

Evelin H. M. Krulikovski (Orientadora)
evelin.krulikovski@ufpr.br 2

1Bacharelado em Matemática Industrial - UFPR
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Resumo:
Este trabalho investiga a extensão de métodos baseados em derivadas para pro-

blemas de otimização com restrições geométricas, mais especificamente uma restrição
de cardinalidade, com foco na aplicação em otimização de carteiras de ações [1].
Inicialmente, utilizamos métodos de gradiente projetado de baixo custo com o es-
quema de projeção alternada de Dykstra [3] para resolver Programas Matemáticos
com Restrições de Cardinalidade (MPCaC), que são difı́ceis de resolver, mas forne-
cem soluções esparsas. A ideia principal é utilizar reformulações contı́nuas desen-
volvidas para relaxar a restrição de cardinalidade, aproveitando que essas restrições
resultam em conjuntos convexos fáceis de projetar, como caixas e esferas [4].

Consideramos problemas de otimização na forma:

minimizar
x

f(x)
sujeito a x ∈ Ω, ∥x∥0 ≤ α,

onde g : Rn → Rp, h : Rn → Rm e Ω = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , p e hj(x) =
0, ∀j = i, . . . , m} são funções continuamente diferenciáveis, e a restrição de cardinali-
dade ∥x∥0 ≤ α requer que a solução seja esparsa.

Para lidar com a difı́cil restrição de cardinalidade, utilizamos uma reformulação
contı́nua relaxada [2]:

*Aluna pesquisadora no Grupo Ciência de Dados, Aprendizagem de Máquina e Otimização (Ci-
DAMO)
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minimizar
x,y

f(x)
sujeito a x ∈ Ω, e⊤y ≥ n − α,

xiyi = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ n,
0 ≤ yi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n,

onde e ∈ Rn é o vetor de uns. Esta reformulação transforma o problema original em
um problema de programação inteira quando as restrições binárias yi ∈ {0, 1} são
aplicadas [5, 6].

Além disso, utilizamos o método SPG (Spectral Projected Gradient), onde se o
conjunto viável for uma interseção finita de conjuntos convexos, aplicamos o método
de projeção alternada de Dykstra. Para garantir que a solução respeite a condição
de Hadamard x ◦ y = 0, aplicamos uma penalização à função objetivo, resultando na
seguinte reformulação:

minimizar
x,y

f(x) + τh(x, y)
sujeito a : x ∈ Ω, e⊤y ≥ n − α,

0 ≤ yi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n,

onde τ > 0 é o parâmetro de penalização e h(x, y) é uma função continuamente dife-
renciável, escolhida para satisfazer certas propriedades.

Aplicando este esquema de penalização, o problema de otimização da carteira de
ações pode ser modelado como:

minimizar
x,y

1
2x⊤Qx

sujeito a : v⊤x ≥ ρ, e⊤x = 1,
0 ≤ xi ≤ ui, ∀ 1 ≤ i ≤ n,
e⊤y ≥ n − α,
x ◦ y = 0,
0 ≤ yi ≤ 1, ∀ 1 ≤ i ≤ n,

onde u, v ∈ Rn, ρ > 0 e a matriz de covariância Q são dados. Tais valores contemplam
as condições do limite de investimento, de risco e a expectativa de retorno de um in-
vestidor de ações.

O desenvolvimento do projeto ocorre utilizando as linguagens de programação Ju-
lia e Matlab, com o objetivo de criar um aplicativo que auxilie investidores na seleção
e alocação otimizadas de ativos financeiros (Figura 1). Dito de outra forma, o cliente
indica o nı́vel do risco, a lucratividade esperada e seu capital e então o aplicativo indica
sugestões de ações e a quantidade para investir em cada uma delas.

O nosso foco está no problema de otimização de carteira de ações de média-
variância padrão, para o qual só podemos investir em um número limitado preesta-
belecido de ativos, em uma variedade de conjuntos de dados envolvendo ı́ndices do
mercado de capitais do mundo real dos principais mercados de ações.
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Figura 1: Aplicativo para selecionar e alocar ativos financeiros.
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Resumo:
O Brincando de Matemático é um evento de extensão promovido pelo grupo PET

Matemática da UFPR e tem como público-alvo os alunos do Ensino Médio e dos Anos
Finais do Ensino Fundamental. O principal objetivo do evento é apresentar assuntos
matemáticos variados, que podem ser vistos ou não na escola, mas que neste evento
são abordados de forma dinâmica e interessante, explorando temas já conhecidos
de forma mais profunda ou apresentando tópicos completamente novos, instigando a
curiosidade dos alunos. Além disso, o evento promove uma oportunidade de prática
de ensino aos integrantes do grupo.

Nesse ano, tivemos a 19ª edição do Brincando de Matemático e o tema escolhido
foi “Funções e afins”. O planejamento do evento foi feito pelos integrantes do grupo
PET Matemática, que definiram o tema através de seminários internos nos quais foram
apresentadas várias propostas. Posteriormente à escolha do tema, foi realizada uma
pesquisa em diversas referências bibliográficas e produzido um material didático com
todo o conteúdo necessário para o desenvolvimento das atividades realizadas nos
dias do evento. Também foram elaborados planos de aula e uma lista de atividades
práticas que foram desenvolvidas com os alunos. Além dessas ações pedagógicas,
todo o processo de divulgação, inscrição, produção de certificados, e outros aspectos
logı́sticos foram realizados pelo grupo PET Matemática.

Neste ano, o evento foi realizado presencialmente no Centro Politécnico da UFPR
nos dias 13 e 14 de julho de 2024. No primeiro dia do evento foi apresentado o con-

*Integrante do PET Matemática.

229



ceito de função, o que ele significa intuitivamente e matematicamente, o que é o dia-
grama de flechas e a tabela de valores e, após muitos exemplos, também foi apresen-
tada a ideia de gráfico de uma função, com auxı́lio do software Geogebra para mostrar
alguns gráficos interessantes. No segundo dia do evento, foram trabalhados os con-
ceitos de injetividade e sobrejetividade, inicialmente sobre conjuntos finitos, sempre se
atentando a relação da cardinalidade dos conjuntos envolvidos. Por fim, foram compa-
radas as cardinalidades de alguns conjuntos numéricos infinitos, revelando resultados
que contrariam a intuição sobre o conceito de infinito. Nos dois dias do evento foram
realizadas várias dinâmicas e atividades lúdicas para o desenvolvimento dos temas
matemáticos abordados.
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Resumo:
O grupo PET Matemática da UFPR promove diversas atividades com o objetivo

de aprimorar o ensino de graduação e proporcionar uma formação acadêmica mais
completa aos estudantes dos cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matemática.
Entre as principais iniciativas do grupo, destaca-se a Semana da Matemática, um
evento voltado aos estudantes de graduação. O presente trabalho tem como objetivo
apresentar o evento, bem como as atividades nele realizadas.

Esse evento, que substitui a tradicional semana acadêmica do curso, explora di-
ferentes aspectos da atuação profissional em Matemática, abrangendo as carreiras
de professores, pesquisadores, estudantes e profissionais liberais. A Semana da Ma-
temática é direcionada tanto aos alunos do curso quanto aos demais interessados da
universidade. Em 2024, o evento ocorreu nos dias 27 e 28 de fevereiro, com uma
programação variada que incluiu palestras, mesas-redondas e minicursos. Participa-
ram alunos, ex-alunos e professores do Departamento de Matemática, além de do-
centes de outros departamentos da UFPR ligados ao curso de Matemática. Entre
os temas das palestras, destacaram-se ”A transição do Ensino Médio para a univer-
sidade” e ”Ao infinito e além”. As mesas-redondas abordaram temas como ensino,
pós-graduação e carreiras, enquanto os minicursos trataram de tópicos como Látex e
softwares úteis para o ensino e aprendizagem de Matemática.
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Resumo:
O Programa de Iniciação Científica Jr. (PIC), atualmente em sua 18ª edição,

proporciona aos alunos premiados da OBMEP a oportunidade de aprofundar seus
conhecimentos em Matemática nas áreas de Teoria dos Números, Álgebra,
Combinatória e Geometria por meio da resolução de exercícios desafiadores. Alunos
de escolas públicas que conquistaram prêmios na OBMEP são beneficiados com
uma bolsa financiada pelo CNPq ao ingressar no PIC, como uma forma de incentivo
ao estudo. O programa oferece duas modalidades de participação: a presencial, com
encontros realizados geralmente aos sábados para alunos que residem próximos a
polos de Iniciação Científica, e a virtual, que disponibiliza aulas online para aqueles
que estão distantes. Os participantes têm acesso a um fórum virtual, gerenciado
pelos coordenadores da OBMEP, onde, com a ajuda de moderadores, realizam
atividades complementares. Além disso, eles podem interagir entre si em um outro
espaço, o Hotel de Hilbert (HH), onde compartilham dúvidas e soluções sobre os
exercícios adicionais propostos no programa. Medalhistas que já participaram do
PIC mais de duas vezes, incluindo pelo menos uma edição do nível 3, são
incentivados a participar do Programa Mentores OBMEP, que oferece atividades sob
a orientação de professores universitários em temas matemáticos. Na UFPR, o PIC
está vinculado ao projeto de extensão Caminhos Olímpicos na Matemática, que visa
estimular a participação de estudantes do Ensino Fundamental e Médio nas diversas
Olimpíadas de Matemática do Brasil.

No PIC, os alunos são organizados em três grupos: Grupo 1, destinado a
medalhistas do Nível 1 da OBMEP (6º e 7º anos do Ensino Fundamental); Grupo 2,
para medalhistas do Nível 2 (8º e 9º anos do Ensino Fundamental); e Grupo 3, para
medalhistas do Nível 3 da OBMEP (Ensino Médio). Alunos que receberam menção

2♣ Aluna do Bacharelado em Matemática da UFPR, bolsista e tutora do PIC.
1* Aluno do Bacharelado em Matemática Industrial da UFPR, bolsista e tutor do PIC.
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honrosa na OBMEP em seus respectivos níveis também são aceitos, caso haja
vagas disponíveis.

O programa é estruturado em oito ciclos ao longo de um ano, abordando tópicos
relacionados às quatro áreas da Matemática mencionadas anteriormente. O material
didático é elaborado especialmente para os diferentes níveis de participação,
servindo como guia para os professores do programa, que são selecionados entre
educadores do ensino público ou estudantes de graduação. Nesta edição (18ª),
foram escolhidos graduandos para conduzir as aulas. A partir da primeira aula do
segundo ciclo, os alunos da modalidade presencial são submetidos a um teste
avaliativo que consiste em duas questões dissertativas sobre o conteúdo do ciclo
anterior. Além disso, a partir do segundo ciclo, realizam tarefas que incluem sete
questões, sendo cinco objetivas e duas dissertativas. As aulas do PIC adotam uma
metodologia centrada na resolução de exercícios, visando ensinar a teoria por meio
da prática, complementada por demonstrações e curiosidades pertinentes ao tema.

Este trabalho visa descrever as experiências, dificuldades e facilidades
vivenciadas pelos professores do projeto PIC em sua 18ª edição, além de apresentar
um panorama estatístico dessa fase. Para tanto, após a conclusão de seis ciclos de
aulas, os educadores responderam a um questionário que abordava tanto aspectos
pessoais quanto dados estatísticos sobre a execução do programa. A análise
desses dados busca identificar áreas de melhoria e potencial para o aprimoramento
das práticas pedagógicas no contexto do PIC, contribuindo assim para o avanço da
formação matemática de jovens talentos.
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Resumo:
O projeto de extensão “Elas vão para Ciências e Matemática” (CiMa) [1],

promovido pelo Departamento de Matemática da Universidade Tecnológica Federal
do Paraná (UTFPR), campus Curitiba, tem como objetivo promover a equidade de
gênero nas áreas de Ciências, Tecnologia, Engenharia e Matemática (STEM). Este
trabalho tem como objetivo relatar as oficinas realizadas pelo CiMa, em agosto de
2024, que tinham como propósito explorar conceitos matemáticos por meio do
GeoGebra.

Desde 2018, o Projeto tem selecionado escolas diferentes a cada semestre
para participar de suas atividades, impactando positivamente muitas alunas e
enriquecendo suas experiências educacionais. Intituladas "Explorando a Matemática
através do GeoGebra", no mês de Agosto de 2024, as oficinas foram aplicadas às
estudantes do Ensino Médio de um colégio estadual de Curitiba. Durante três
encontros nesta escola, foram abordados os seguintes temas: homotetia, sistemas
de equações e inequações, problemas de otimização e volume de sólidos
geométricos. O uso do GeoGebra proporcionou uma abordagem prática e interativa
para a compreensão desses conceitos, enriquecendo a experiência educacional das
alunas e fomentando seu interesse nas áreas de STEM.

1* Voluntária do Projeto de Extensão Elas vão para CiMa.
2+ Bolsista do Projeto de Extensão Elas vão para CiMa.
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Por fim, iniciativas como estas, que nos permitem ter contato diretamente em
sala com as estudantes, são essenciais para, não somente incentivar e impactar
positivamente as meninas para as áreas de STEM, mas também nos permitir, futuras
docentes, a ter um maior conhecimento e prática dentro do ambiente escolar, sempre
inspirando nossas alunas a seguirem caminhos brilhantes.

Referências
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Resumo: 

 

O projeto POTI — Polos Olímpicos de Treinamento Intensivo é uma iniciativa 

nacional do Instituto de Matemática Pura e Aplicada (IMPA), implementada na 

Universidade Federal do Paraná (UFPR) em 2016, com o nome de TOPMAT — 

Programa de Formação em Matemática Olímpica. O programa consiste em aulas 

semanais realizadas no campus Centro Politécnico, em Curitiba, para estudantes de 

instituições públicas e privadas da Educação Básica, abrangendo os Anos Finais do 

Ensino Fundamental (6º ao 9º ano) e o Ensino Médio.  

Anualmente, mais de 250 estudantes são selecionados por meio de uma prova 

realizada no início do ano. Já os docentes responsáveis pelas aulas são discentes da 

universidade, que, após passarem por um processo seletivo, assumem a 

responsabilidade de ministrar, em equipe, uma das disciplinas ofertadas: Álgebra, 

Aritmética, Combinatória, Geometria e Teoria de Números. Além disso, o programa 

utiliza material didático próprio, desenvolvido pelos alunos do curso de Matemática da 

UFPR e impresso pela Imprensa da UFPR, garantindo abordagens pedagógicas 

alinhadas às necessidades do curso. 
 

 
1 Bolsista e professora nível 2 do POTI/TOPMAT — Programa de Formação em Matemática Olímpica. 
2 Bolsista e coordenadora nível 2 do POTI/TOPMAT — Programa de Formação em Matemática Olímpica. 
3 Bolsista e coordenador nível 1 do POTI/TOPMAT — Programa de Formação em Matemática Olímpica. 
4 Bolsista e coordenador nível 3 do POTI/TOPMAT — Programa de Formação em Matemática Olímpica. 
5 Bolsista e professor nível 3 do POTI/TOPMAT — Programa de Formação em Matemática Olímpica. 
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Foto da cerimônia de encerramento do POTI/TOPMAT 2023. 
 

O principal objetivo é descobrir e preparar jovens talentos, trabalhando conceitos 

pouco abordados no currículo escolar e aprofundando as temáticas vistas em sala de 

aula sob uma nova perspectiva. O programa também busca incluir os estudantes no 

contexto das olimpíadas de Matemática, a fim de promover a divulgação científica. 

Alguns dos principais focos são a Olimpíada Brasileira de Matemática das Escolas 

Públicas (OBMEP), a Olimpíada Brasileira de Matemática (OBM) e a Olimpíada 

Paranaense de Matemática (OPRM). 

Em geral, o programa atende estudantes com grande aptidão para a Matemática, 

o que representa um desafio para a equipe de professores: como captar a atenção 

desses alunos e fugir dos moldes tradicionais de ensino? Ao avaliar as possibilidades 

de trabalho diante desse tópico, desenvolveram-se algumas práticas ao longo do ano. 

Primeiramente, deu-se um grande destaque para utilização de problemas que 

mesclavam diferentes competências, como aspectos visuais e algébricos (no caso, 

por exemplo, de produtos notáveis e áreas de figuras), com caráter aberto e 

interpretativo. Essa prática teve como objetivo criar problemas que, para além da 

replicação de algoritmos, exigissem criatividade e pensamento abstrato, suscitando a 

formulação de soluções inéditas e sua posterior discussão com a classe. 

Ademais, também foram elaboradas dinâmicas para tornar o aprendizado mais 

envolvente. Isso incluiu a realização de aulas temáticas, com fantasias e atividades 

especiais, além de eventos próprios, sendo os principais a Festa Julina e a Maratona 

Matemática. Em particular, a Maratona da Matemática atua como uma celebração de 

retorno dos estudantes após o recesso letivo, em que os estudantes se envolvem em 

atividades práticas que desafiam suas habilidades e conhecimentos, e que são 

projetadas para incentivar a aplicação criativa e interativa dos conceitos matemáticos, 

visando estimular o raciocínio crítico e fortalecer o trabalho em equipe. 

Ao empregar essas estratégias, foi perceptível o aumento do interesse dos 

estudantes pela Matemática enquanto ciência e pelas olimpíadas, além do 

fortalecimento do vínculo entre professores e discentes, o que certamente colaborou 

para a criação de um ambiente de aprendizado mais enriquecedor e diversificado. 

A seguir, apresentamos o quadro de premiações dos alunos do programa 

POTI/TOPMAT de 2016 a 2023, que ilustra o progresso dos estudantes do projeto nas 

competições de matemáticas: 
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ANO 

NÍVEL 1 NÍVEL 2 NÍVEL 3 

MENÇÃO 
HONROSA 

MEDALHA 
MENÇÃO 

HONROSA 
MEDALHA 

MENÇÃO 
HONROSA 

MEDALHA 

2016 0 2 2 10 0 0 

2017 1 9 2 16 2 1 

2018 1 5 1 6 2 7 

2019 2 5 8 10 10 7 

2021 13 8 9 4 18 5 

2022 5 9 14 29 4 14 

2023 3 18 24 56 10 39 

Quadro de medalhas em premiações nacionais e regionais dos alunos do POTI/TOPMAT — Programa de 

Formação em Matemática Olímpica. 

 

Percebe-se que, nos últimos anos, houve um aumento no número de medalhas 

conquistadas, o que caracteriza uma possível consequência do trabalho que tem sido 

desenvolvido e das novas abordagens em relação ao processo de ensino. 

Portanto, a combinação de uma metodologia mais envolvente com a aplicação 

prática dos conceitos matemáticos tem mostrado ser uma fórmula eficaz para elevar 

o desempenho dos estudantes, consolidando o POTI/TOPMAT como um programa 

relevante para a divulgação e ensino da Matemática. Futuramente, espera-se investir 

nessas abordagens, descobrindo novos talentos e incentivando a Matemática 

Olímpica. 
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Resumo: 

 

A Olimpíada Paranaense de Matemática (OPRM), organizada anualmente pela 

Universidade Federal do Paraná (UFPR), é uma competição que tem como principal 

objetivo incentivar o processo de ensino-aprendizagem da Matemática e contribuir 

para a divulgação científica na Educação Básica. 

Ela é dividida em três níveis de participação, de acordo com a escolaridade e a 

idade do estudante inscrito: nível 1 (para discentes matriculados no 6º ou 7º ano do 

Ensino Fundamental), nível 2 (para discentes matriculados no 8º ou 9º ano do Ensino 

Fundamental) e nível 3 (para discentes matriculados no Ensino Médio). Essa 

separação busca garantir que as avaliações estejam de acordo com os assuntos 

abordados no currículo comum das instituições de ensino e com a idade dos 

participantes. Além disso, a olimpíada é realizada em duas fases. Na primeira fase, 

de caráter eliminatório, os estudantes participam de uma prova com 20 questões 

objetivas. Aqueles que obtêm melhor desempenho avançam para a segunda fase, que 

é classificatório e composta por uma prova dissertativa com 6 questões, exigindo uma 

compreensão mais profunda dos conceitos abordados e habilidades analíticas 

avançadas. 

Após a divulgação dos resultados, a competição culmina na cerimônia de 

premiação, um evento festivo que celebra o sucesso acadêmico e o empenho dos 

estudantes. Durante a cerimônia, realizada com a presença dos discentes, famílias, 

professores e representantes da UFPR, os melhores colocados são homenageados 

com medalhas e certificados. Esse momento não apenas reconhece o esforço e a 

 
1 Bolsista da OPRM 2024. 
2 Bolsista da OPRM 2024. 
3 Bolsista da OPRM 2024. 
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dedicação dos participantes, mas também inspira todos os presentes a valorizar a 

Educação e continuar buscando o conhecimento. 

 

      
Fotos da cerimônia de premiação da Olimpíada Paranaense de Matemática (OPRM) 2023. 

 

O desenvolvimento das provas da OPRM é um processo colaborativo e 

enriquecedor, conduzido essencialmente por alunos do curso de graduação em 

Matemática da UFPR. Estes estudantes têm a oportunidade de aplicar seus 

conhecimentos teóricos em situações práticas, participando ativamente na elaboração 

e revisão das questões, sob a supervisão e apoio do Núcleo de Concursos (NC) da 

UFPR. Essa parceria com o NC garante que todas as etapas do processo, desde a 

criação das questões até a aplicação das provas, sejam conduzidas com rigor 

metodológico, assegurando a qualidade, a equidade e a integridade da competição. 

Além disso, a OPRM está fortemente ligada ao POTI/TOPMAT – Programa de 

Formação em Matemática Olímpica da UFPR. Esta colaboração estreita fortalece o 

vínculo entre a universidade e as escolas, facilitando a troca de conhecimentos e 

aprimorando o ensino de Matemática no Paraná. O POTI/TOPMAT atua como um 

catalisador ao fornecer treinamento intensivo e suporte para os estudantes, 

preparando-os para competições como a OPRM e ampliando o impacto positivo da 

olimpíada. 

Desde sua primeira edição, realizada em 2016, a OPRM tem experimentado um 

crescimento notável, tanto em termos de participação quanto de impacto. Em 2016, a 

olimpíada começou com 1.212 inscritos de 100 escolas. A cada ano, esses números 

aumentaram significativamente, atingindo 24.505 inscritos de 198 escolas em 2024. 

Esse crescimento não apenas destaca a relevância e atratividade da OPRM, mas 

também evidencia sua contribuição significativa para a valorização da Matemática 

como uma disciplina fundamental para o desenvolvimento pessoal e acadêmico dos 

estudantes. 
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Nesse sentido, a Olimpíada Paranaense de Matemática (OPRM) adquire um 

significado muito além da competição: ela representa um compromisso sólido da 

UFPR com a educação de qualidade e a valorização da Matemática. Por fim, ao 

proporcionar aos estudantes a oportunidade de desenvolver suas habilidades 

matemáticas, a olimpíada se mostra, junto com outras iniciativas do mesmo tipo, um 

fator relevante para a formação de futuros profissionais e pensadores críticos, como 

demonstrado pelo crescimento contínuo no número de participantes e pelo impacto 

positivo gerado, os quais sublinham a relevância de propostas que fomentam a 

curiosidade intelectual. 
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Resumo:
Este trabalho destaca a importância da leitura de obras clássicas na formação

docente, com base no projeto de extensão “Clássicos da Educação: leitura, debate e
síntese”, promovido pelo Departamento de Educação da UTFPR-CT. O projeto
explora obras como “O Emílio” de Rousseau e “Didática Magna” de Comenius,
visando ampliar o conhecimento teórico dos futuros professores, especialmente de
Matemática, e estimular a reflexão sobre suas metodologias de ensino. Possui foco
no incentivo à leitura, essencial para a compreensão e aplicação dos princípios
teóricos da prática pedagógica. Os projetos de extensão são fundamentais ao
proporcionar espaços para discussão e análise aprofundada. Assim, este trabalho
contribui para uma formação docente mais crítica e sólida, capacitando os
licenciandos para os desafios contemporâneos da educação.

O projeto propôs a leitura e discussão de obras clássicas da educação,
frequentemente citadas nos cursos de licenciatura, mas que, na maioria das vezes,
não são lidas com profundidade. Durante o ano letivo de 2023, as atividades
ocorreram por meio de plataformas digitais, como o Google Meet para os encontros
mensais e Moodle para a disponibilização dos textos clássicos, permitindo uma

5* Doutor em Educação, professor da UTFPR.
4* Doutora em Educação, professora da UTFPR.
3* Licenciando em Letras-Inglês pela UTFPR, integrante do projeto.

2* Advogado, mestre em Direito, licenciado em filosofia, licenciando em Matemática pela UTFPR,
integrante do projeto.

1* Arquiteta, Mestre em Arquitetura e Urbanismo, licenciada em Artes Visuais, licencianda em
Matemática pela UTFPR, integrante do projeto.
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leitura e análise aprofundada dessas importantes obras. A leitura, e discussão dos
textos clássicos, é fundamental para a formação de professores, inclusive na
educação matemática. Essas obras oferecem teorias e práticas pedagógicas
permitindo uma reflexão aprofundada sobre metodologias de ensino-aprendizagem e
a evolução das práticas pedagógicas, promovendo abordagens diversificadas de
ensino.

Reconhecendo que a carga horária e a complexidade dos cursos de
licenciatura muitas vezes limitam o acesso a essas obras em sua íntegra, o projeto
de extensão criou um espaço dedicado para a leitura e discussão completa desses
textos. Isso facilita a compreensão de seus conceitos fundamentais que influenciam
a prática docente.

Apesar dos desafios do projeto e da carga de leitura mensal proposta de
cerca de 150 páginas, a adesão inicial dos licenciandos foi baixa e diminuiu ao longo
dos encontros. No entanto, isso não impediu que as discussões online fossem
enriquecedoras e proveitosas, sempre com ricos debates acerca da leitura realizada.

A obra de Rousseau, considerada um tratado da educação, traz a gênese de
ideias relativas à aprendizagem autônoma, por meio do que o autor chama de
“liberdade guiada”, fornecendo uma aprendizagem significativa, levando o estudante
a adquirir conhecimento a partir da experiência de modo eficiente, direcionada às
habilidades e interesses individuais [1].

Acompanhar a trajetória de Emílio, o personagem fictício da obra, revelou
importantes reflexões. A obra acompanha o personagem desde o seu nascimento
até o seu casamento, apresentando suas fases de desenvolvimento e oferecendo
uma espécie de cartilha com exemplos práticos de ensinamentos e metodologias. A
leitura destaca a importância de desenvolver na criança a capacidade de pensar de
forma autônoma [2]. Durante o projeto, identificou-se a possibilidade de aplicar estes
preceitos no ensino da Matemática, criando cenários do universo infantil e juvenil,
guiados pelo professor, visando desenvolver o senso crítico e o raciocínio lógico.

Rousseau enfatiza a importância de ensinar às crianças apenas o que é útil e
que elas possam compreender, valorizando a experimentação, o trabalho manual e
a prática do conhecimento de acordo com suas capacidades e ritmo. Essa
perspectiva questiona a Educação Básica atual, incluindo a pressão para cobrir
extensos conteúdos rapidamente e a proliferação de plataformas de ensino de
matemática, por vezes em detrimento do foco no estudante.

Ainda que amplamente criticada, a obra escolhida pelo projeto mostrou-se
atual e revelou a importância de conhecer o conteúdo dos clássicos pela leitura dos
mesmos, e não pelas palavras de alguém que realizou tal leitura, evitando distorções
ou preconceitos. A liberdade citada na obra, alvo de críticas ferrenhas, se torna
evidente com a leitura, tratando-se de uma espécie de liberdade vigiada, controlada
pela figura do tutor, de modo que o estudante não deve perceber que está sendo
guiado, mas cabendo ao professor instigar sua curiosidade e gerar a aprendizagem.

Diferentemente de forçar a criança a aprender, o que a obra propõe é fornecer
ao educando os métodos para uma aprendizagem autônoma, instigando o gosto
pelo conhecimento de temas úteis. Ressalta-se que, apesar de possível e
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extremamente eficaz e duradouro no plano teórico, a metodologia proposta por
Rousseau tem a lentidão em sua essência, contrariando as políticas educacionais e
planos pedagógicos vigentes nas escolas.

A metodologia de ensino-aprendizagem proposta na obra é individualizada,
priorizando a independência, removendo ideias pré concebidas ao propor uma
educação longe da sociedade, cabendo ao indivíduo posteriormente raciocinar por si
só e tecer suas próprias conclusões ao ser inserido na sociedade, permitindo o
desenvolvimento de sua capacidade de diagnóstico e raciocínio.

Sabe-se da dificuldade e desafios a serem enfrentados na tentativa de
implantar uma metodologia radical e inovadora como a proposta por Rousseau na
atualidade, porém não há melhor lugar do que na universidade, durante a formação
dos docentes, para fomentar esta discussão o que acabou por trazer ricos debates e
esperança em um ensino melhor, eficaz e duradouro.

Após o impacto que a leitura da obra “Emílio” causou nos participantes do
projeto, houve ainda a leitura e discussão do clássico “Didática Magna”. Seguindo a
mesma linha, abordou a importância de uma educação adaptada às necessidades
dos estudantes e criticando as práticas escolares da época. A tratar sobre a didática,
ou “da arte de ensinar tudo a todos”, objetivando um ambiente de aprendizagem
eficaz, simplificando o ensino e reduzindo o esforço dos professores, auxiliando os
estudantes em uma aprendizagem mais fácil e agradável. Comenius aponta que as
instituições de ensino falhavam ao fornecer uma educação universal, com ensino
arcaico e desmotivador, ou ainda, excessivamente técnico, deixando a desejar no
quesito moralidade, trazendo fundamentos para ensinar com a segurança de se
obter bons resultados, de modo gradual e evidente, conforme a sua utilidade [3].

Ao término da leitura dos clássicos atemporais mencionados há de se
ressaltar o impacto positivo na compreensão dos estudantes acerca das práticas
pedagógicas, bem como, os assuntos abordados mostram-se atuais e relevantes,
construindo uma base sólida que pode ser aplicada em práticas pedagógicas
inovadoras.

Os debates que a leitura proporcionou possibilitaram a compreensão da
educação em diferentes contextos, compreendendo as obras de acordo com seu
período histórico, revelando os avanços obtidos no campo do ensino-aprendizagem
e o quanto há de ser feito para que se obtenha uma educação equitativa de
qualidade. Desta forma, por meio do projeto conclui-se que o incentivo à leitura das
obras clássicas é necessário para a melhoria na formação docente, tornando os
professores mais preparados para enfrentar os desafios no ensino da Matemática.
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Resumo: 

 O projeto de extensão Caminhos Olímpicos na Matemática (COM) está 

alinhado com o Programa de Iniciação Científica Junior da OBMEP que faz sua 

atuação nas regionais estabelecidas pelo IMPA e também faz sua participação nos 

colégios, permitindo a inserção do projeto para o bom desenvolvimento dos alunos 

na área da matemática. Desde 2022, o projeto tem sido fundamental para os alunos 

que aspiram a conquista de uma medalha nas olimpíadas de matemática, 

especialmente na OBMEP. Além disso, o projeto oferece oportunidades para que 

alunos de graduação em ciências exatas atuem como professores, colaborando com 

a coordenação na montagem e preparação das aulas, tanto no Centro Politécnico da 

UFPR quanto no Colégio Estadual Júlio Mesquita, localizado no bairro Jardim das 

Américas. 

 

 Neste ano, o projeto reiniciou suas atividades no colégio Júlio Mesquita com 

uma turma alunos de altas habilidades, compostos por estudantes do 7º ao 9º ano 

do ensino fundamental II, tendo 5 matriculados. As aulas são estruturadas conforme 

o Registro de Classe On-line (RCO). Mas, sempre que possível, complementamos o 

material com recursos do Portal da OBMEP e aulas do Projeto de Iniciação 

Científica Junior (PIC). Nosso objetivo é focar em questões olímpicas de nível 

avançado, alinhadas com os requisitos das provas de nível olímpico. 

 

 Uma característica ressaltante na turma assumida é que a maioria é 

considerada alunos de altas habilidades/superdotação (AH/SD). O Ministério de 

Educação e Cultura define esses alunos a partir de suas capacidades de 

aprendizagem em certas matérias ou liderança: 

 

A Política Nacional de Educação Especial (1994) define como 
portadores de altas habilidades / superdotados os educandos que 
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apresentarem notável desempenho e elevada potencialidade em 
qualquer dos seguintes aspectos, isolados ou combinados: 
capacidade intelectual geral; aptidão acadêmica especifica; 
pensamento criativo ou produtivo; capacidade de liderança; talento 
especial para artes e capacidade psicomotora. (MEC, Secretaria de 
Educação Especial, 2006, p.12) 

 

 Destacam-se seis tipos de altas habilidades/superdotação: intelectual, 

criativa, psicomotora, liderança, artística e acadêmica específica. Embora alguns 

sejam pronunciantes nos alunos, ainda é possível ter um comportamento imaturo em 

algumas áreas acadêmicas ou comportamental. Alencar e Fleith, afirmam: 

 

Enquanto um deles pode apresentar uma competência elevada em 
uma grande diversidade de áreas aliada a uma liderança superior, 
outro pode mostrar-se extraordinariamente competente em apenas 
uma área, sendo, porém, imaturo emocionalmente; ainda outro 
poderá ser fisicamente menos desenvolvido, apresentando, contudo, 
uma habilidade significativamente superior (ALENCAR; FLEITH, 
2001, p.67). 

 

 Um dos desafios presentes nesta turma é encontrar formas eficazes de 

conduzi-la, considerando que, em projetos similares voltados para as Olimpíadas de 

Matemática, o foco costuma estar nos conceitos matemáticos e na prática de 

habilidades específicas dessa área. O material norteador são os assuntos do RCO, 

que vem com um padrão de aula para que aconteça uma aula nas margens de 

acordo ao sistema. O acesso ao material online, slides e lista de exercícios do RCO, 

ficou restringido, mas procuramos sempre nos apoiar nas questões da OBMEP e da 

OBM. Porém, nesta turma nem todos os alunos se destacam na resolução de 

problemas. Alguns possuem aptidões voltadas para a arte, ilustração, gostam de 

criar situações imaginárias que envolvam o problema, entre outros. Na sua maioria, 

preferem métodos de aprendizagem mais dinâmicos e participativos, em vez do 

formato tradicional, onde o professor lidera a aula e os alunos assumem um papel 

passivo, gostam de liderar a turma, mostrando seus conhecimentos, e mostrar que 

são bem produtivos. Eles se sentem motivados quando têm a oportunidade de 

assumir um papel ativo no processo de aprendizagem.  

 

No primeiro dia de aula, preparei uma avaliação diagnóstica, mas percebi que 

aplicá-la como uma prova poderia gerar estresse e ansiedade nos alunos, trazendo 

um medo do que seriam as próximas aulas. Então, mudei a estratégia: resolvi a lista 

de avalição junto com os alunos, para entender o nível de conhecimento deles em 

conceitos matemáticos. A partir daí, nas aulas seguintes, segui os tópicos do RCO, 

apresentando aulas expositivas e listas de exercícios para eles resolverem. No 

entanto, isso começou a ficar muito repetitivo. Para quebrar a rotina, comecei a 

incorporar recursos visuais e práticos, como vídeos curtos sobre a história da 

matemática, materiais concretos para medir área e perímetro, e filmes que 

conectavam questões sociais com avanços científicos. A intenção era trazer algo 
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além da matemática em si, escapando um pouco do currículo tradicional focado 

apenas em definições, exercícios e provas. Queria que os alunos tivessem uma 

experiência mais rica e diversificada, que estimulasse o interesse e o aprendizado 

de forma mais envolvente, seja da matemática, arte ou ciências em geral.  

 

Figura 1. Aula de resolução de exercícios. Colégio Júlio Mesquita. 2024 

 

 As vivências no COM me proporcionaram uma maior autonomia e uma visão 

ampla sobre como posso aplicar metodologias não convencionais em uma turma 

com um perfil diferenciado. Saber acolher esses alunos e compreender as 

dificuldades que enfrentam para se encaixar com a turma regular é essencial para 

garantir que não se desanimem em explorar suas habilidades e talentos únicos. 

Pretendo continuar buscando formas inovadoras de integrar esses alunos, 

garantindo que cada estudante tenha a oportunidade de desenvolver plenamente 

suas habilidades e contribuir de maneira significativa para o grupo. Meu objetivo é 

promover o crescimento deles em diversas áreas, principalmente na matemática, 

despertando o interesse tanto na disciplina quanto nas Olimpíadas de Matemática, 

que é o foco principal do projeto.  
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Resumo: 

     O MatematicATIVA é um projeto de extensão da Universidade Federal do 

Paraná (UFPR), ligado ao Departamento de Matemática (DMAT). Iniciado em 

maio de 2017, realiza visitas às escolas com o objetivo de enriquecer o repertório 

matemático dos estudantes dos Anos finais do Ensino Fundamental e Ensino 

Médio, abordando temas pouco trabalhados em sala de aula, de maneira lúdica 

e interativa. 

   Além disso, as exposições do MatematicATIVA, destacam-se pelos variados 

jogos e materiais manipuláveis, elaborados pelos participantes do projeto ao 

longo dos anos. Durante as oficinas os estudantes tem a oportunidade de 

interagir com esses materiais que abordam diversos conceitos matemáticos, 

como Tangrans e Polígonos Replicantes, Cifras de César e Espartana, Mágicas 

com as Cordas, Torre de Hánoi e Faixa de Mobius. 

       Em 2023, os participantes do projeto notaram que as atividades envolvendo 

as Cifras de César e Espartana não estavam atraindo a atenção dos (as) 

alunos(as). Tais atividades, devido sua complexidade, exigiam bastante tempo 

para serem realizadas, o que acabou desmotivando os estudantes. A Cifra de 

César, por exemplo, utiliza um tubo com 35 números que podem servir como 

chave para desvendar o código. Por outro lado, a cifra Espartana requer que a 

cifra seja enrolada no tubo, a mensagem só aparece na vertical se o tubo estiver 

correto. O processo de tentativa e erro envolvido levou os alunos a desanimarem 

rapidamente e a desistirem da atividade. 

¹Bolsista do Projeto de Extensão MatematicATIVA 
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   Diante das dificuldades enfrentadas pelos(as) alunos(as) com as atividades de 

criptografia, os membros do projeto decidiram reformular a estratégia para tornar 

as Cifras de César e Espartana mais atraentes. Identificando a necessidade de 

melhorias, reescreveram os códigos e ajustaram a metodologia das atividades. 

A reformulação incluiu a introdução de atividades guiadas pelo monitor, 

proporcionando um suporte mais direto e incentivando os(as) alunos(as) a 

persistirem. Com essas mudanças, o objetivo era aumentar o interesse e a 

motivação dos estudantes, reduzindo a frustração e facilitando a compreensão 

das cifras. 

   Após a reformulação das atividades com as Cifras de César, o projeto teve a 

oportunidade de testar a nova estratégia nas visitas seguintes às escolas. A 

mudança trouxe resultados positivos: os alunos demonstraram um 

comportamento mais engajado em relação à criptografia. As figuras 1 e 2 

mostram as aplicações das Cifras. Com isso, eles ficaram curiosos, formaram 

duplas para resolver os desafios em conjunto e encontraram a atividade mais 

fácil e divertida. Os monitores adotaram uma postura mais proativa, incentivando 

os estudantes e fornecendo dicas sempre que necessário. 

  Em seguida, os membros do projeto decidiram modificar também as Cifras 

Espartanas, uma vez que ambas são trabalhadas juntas. Eles consideraram a 

ideia de classificá-las em níveis de dificuldade, com a Cifra Espartana sendo 

mais rápida e, portanto, adequada para o nível fácil, e a Cifra de César para o 

nível difícil. Com isso, refizeram os códigos, mas ainda não tiveram a 

oportunidade de aplicar esse novo método. 

  Portanto, antes da reformulação, as cifras não era uma atividade cativante para 

os estudantes. Após as mudanças, foi possível observar que eles se mostraram 

mais receptivos a atividades mais desafiadoras, que exigem maior atenção e 

paciência. Além disso, ficou evidente como as cifras de César e Espartana 

funcionam como ferramentas educacionais que incentivam a curiosidade dos 

estudantes e aprimoram o raciocínio lógico, a atenção e a concentração. 

 

  

 

Figura 2-Colégio Estadual 
Hildebrando Araújo 

Figura 1- Colégio Estadual 
Cívico-Militar República Oriental 
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Resumo:

A Oficina Pedagógica de Matemática (OPM), vinculada ao Departamento
Acadêmico de Matemática da Universidade Tecnológica Federal do Paraná
(UTFPR), é um projeto de extensão que busca promover a articulação teoria/prática
(práxis) entre professores da universidade, da rede básica de ensino e estudantes
de licenciatura e pós-graduação. Com base na Teoria Histórico-Cultural, na Teoria da
Atividade e na Atividade Orientadora de Ensino (AOE), o projeto tem como objetivo
aprofundar o estudo sobre a teoria histórico-cultural e sua aplicação na prática do
ensino de matemática, envolvendo professores da rede pública e alunos da
licenciatura em Matemática da UTFPR. Este trabalho visa compartilhar as
experiências adquiridas durante a participação na OPM, destacando a relevância da
AOE na formação de práticas pedagógicas significativas. A partir dessa base
teórico-metodológica, ancorada na Atividade Orientadora de Ensino de Moura et al.
(2010), o projeto visa também elaborar, organizar, analisar e publicar coletivamente
situações de ensino que tratem de conceitos matemáticos.

Em 2024, a participação na modalidade presencial da OPM, que representa
apenas um dos formatos oferecidos pelo projeto, foi uma oportunidade única de
vivenciar, na prática, a aplicação de conceitos teóricos. Ao longo do primeiro
semestre de 2024, foram realizados nove encontros presenciais, com uma equipe
composta por seis licenciandos, quatro professoras da rede básica de ensino e duas
docentes da UTFPR. Nesse formato presencial, que ocorre quinzenalmente, foi
possível aprofundar o estudo da AOE e da SDA. Sob a orientação da professora
Maria Lúcia Panossian e em diálogo constante com outros educadores, pudemos
estudar e desenvolver uma Situação Desencadeadora de Aprendizagem (SDA) na
Escola Rural Municipal Marilda Cordeiro Salgueiro, envolvendo as turmas do 4º e 5º
ano dos anos iniciais com base nos pressupostos da AOE.

2 Professora Coordenadora da Oficina Pedagógica de Matemática
1 Voluntária da Oficina Pedagógica de Matemática
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Segundo Boas et al. (2020), a atividade é entendida como unidade de análise
que revela o processo mental quando os motivos do sujeito se alinham com o objeto
ao qual ele se direciona, com o objetivo de satisfazer uma necessidade individual ou
coletiva. No contexto educacional, a atividade envolve ações intencionais realizadas
por indivíduos engajados no processo de ensino e aprendizagem. Essas ações
visam orientar a apropriação de conhecimentos construídos na experiência humana
em interações sociais. Ressalta-se que a atividade não se restringe a ações físicas,
mas abrange processos mentais e cognitivos que refletem a relação do sujeito com
o ambiente.(Boas et al., 2020, p. 23-24).

De acordo com Moura et al. (2010), a teoria da atividade propõe que o
desenvolvimento psíquico não se limita ao ensino formal, mas é também moldado
pela participação em atividades coletivas que introduzem novas necessidades e
modos de ação. Esse entendimento impõe um desafio aos professores: organizar o
ensino de forma a transformar o processo educativo escolar em uma atividade
significativa tanto para os alunos quanto para os próprios professores. Para os
alunos, essa atividade se manifesta na forma de estudo, enquanto, para os
professores, assume a forma de trabalho.

A Atividade Orientadora de Ensino (AOE) se orienta pela necessidade do
professor de ensinar e do aluno, de aprender. Nesse contexto, tanto o professor
quanto o aluno são vistos como sujeitos ativos, cujos conhecimentos e valores
influenciam suas ações e contribuem para a busca de um conhecimento de
qualidade. Dessa forma, identifica-se no professor a necessidade de organizar o
ensino, com a finalidade de guiar os alunos na apropriação dos conhecimentos.

A situação desencadeadora é um elemento central no ensino, orientando o foco
do professor para um problema que envolva o movimento histórico e lógico do
conceito. Ela deve permitir ações coletivas e intencionais dos alunos, promovendo a
apropriação de formas teóricas de pensamento. Essa metodologia busca promover a
solução de problemas com relevância e significado pessoal para os estudantes,
permitindo uma aprendizagem mais contextualizada e prática.

De acordo com Moura, Araujo e Serrão (2019) a situação desencadeadora visa
reestabelecer a necessidade social de produção do conhecimento, garantindo que o
significado social atribuído ao conteúdo seja internalizado e consolidado como
conhecimento pessoalmente significativo para os alunos.

A organização do ensino na Oficina Pedagógica de Matemática, estruturada nos
elementos da AOE, proporcionou-me uma compreensão aprofundada de como a
teoria pode e deve ser interligada com a prática em sala de aula. No início do
projeto, os participantes discutiram o planejamento semestral, incluindo a definição
das responsabilidades e a organização dos encontros. Durante os encontros
subsequentes, foram abordados temas como a elaboração e análise de SDAs, com
a discussão de conceitos matemáticos e metodológicos relevantes. A troca de ideias
e a colaboração entre os membros foram enfatizadas, com foco na adaptação e
aplicação das SDAs em diferentes contextos educativos.

As reuniões também serviram para a organização prática de uma aula, incluindo
a criação de materiais e a definição de estratégias de ensino. Destaca-se a
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importância da comunicação eficiente e da cooperação entre os participantes,
contribuindo para o sucesso na implementação das atividades propostas.

Uma das minhas contribuições mais significativas ao projeto foi durante o
desenvolvimento de uma SDA que explorava o conceito de grandezas e medidas.
Planejamos a situação com base nos princípios da Atividade Orientadora de Ensino
(AOE), adaptando uma situação originalmente destinada ao 7º ano para o 4º ano,
com foco nos conceitos de divisão, razão e proporção, utilizando a situação
“organizando um evento na quadra de esportes” disponível na "Coleção Histórias
com a Matemática em Quadrinhos", presente no site da OPM, conforme
apresentado por Boas et al. (2020). Nessa SDA, os alunos foram divididos em
grupos para resolver problemas de divisão de áreas usando dobraduras, com o
objetivo de promover a apropriação de conceitos matemáticos relevantes e
incentivar a interação social e a resolução criativa de problemas, aplicando na
prática os conhecimentos adquiridos.

A experiência de desenvolvimento da SDA revelou a necessidade de adaptações
imediatas devido a desafios imprevistos. A divisão da turma em grupos, juntamente
com o uso de materiais visuais, permitiu intervenções mais próximas, contribuindo
no entendimento dos conceitos de divisão e proporção. Essa SDA, realizada no
primeiro semestre de 2024, foi uma oportunidade de desenvolver os estudos sobre a
AOE e de vivenciar a dinâmica colaborativa da OPM. Sua elaboração não apenas
reforçou meus conhecimentos sobre o conteúdo matemático, mas também sobre
como organizar o ensino de maneira a tornar a aprendizagem significativa para os
alunos.

Participar da OPM tem sido uma experiência transformadora, oferecendo uma
nova perspectiva sobre o ensino de matemática que valoriza tanto o rigor teórico
quanto a aplicabilidade prática. A partir desta experiência, sinto-me mais preparada
para enfrentar os desafios da sala de aula e contribuir para a formação de alunos
críticos e capazes de compreender e utilizar a matemática em sua vida cotidiana.
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