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Apresentacao

Prezado(a) estudante; seja bem-vindo(a)!

E uma grande satisfacao para nés do PET Matematica
da UFPR, sua participacao nessa 19% edicao do Brincando de
Matemdtico. Esse evento de extensao, promovido por nosso
grupo, tem como principal objetivo apresentar temas ma-
tematicos interessantes de uma maneira lidica e acessivel,
porém sem perder a formalidade.

Nessa edi¢ao sera abordada uma introdugdo ao conceito
de funcao e seus afins. Esse é um tépico de grande im-
portancia na Matematica e pode ser aplicado em diversas
situacoes cotidianas. Além disso, ele pode nos ajudar a
compreender algumas coisas legais e intrigantes. Por exem-
plo, vocé sabia que existem tantos ntimeros naturais quanto
niumeros racionais? Parece um pouco contraintuitiva essa
afirmacgao, certo? Porém, com a ajuda das fungoes, veremos
que ela é verdadeira. Além disso, veremos varias proprieda-
des matematicas bem curiosas sobre as funcoes.

Serao dois dias de evento em que iremos aprender e nos
divertir usando a teoria e dinamicas sobre esse tema tao im-
prescindivel na Matematica.



Gostaria de agradecer cada um dos membros do grupo
PET Matematica, pela dedicacao que dispensaram para a
realizacao desse evento. Agrade¢o também a Administracao
da UFPR por apoiar e fomentar essa iniciativa.

Prof. Cleber de Medeira
Tutor do PET-Matemdtica
Departamento de Matematica - UFPR
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Capitulo 1

Conhecendo as funcoes

O objetivo deste capitulo é apresentar o conceito de fungao.
Podemos pensar uma funcao como uma relacao entre dois
conjuntos nao vazios, que relaciona elementos desses conjun-
tos por meio de uma regra de associacao.

1.1 Relacionando conjuntos

Para construir uma funcao entre dois conjuntos, precisa-
mos entender certos componentes que a determinam. Por
exemplo, digamos que queremos uma funcao que relacione a
cada numero natural, o seu sucessor.

Primeiro, precisamos determinar os conjuntos que esta-
mos relacionando. Nesse caso, o primeiro sera o conjunto
dos numeros naturais, denotado por N, e o segundo con-
junto o dos sucessores. Note que os sucessores sao nimeros
naturais, ou seja, podemos considerar o segundo conjunto
também como os nimeros naturais. Essa relagdo pode ser
observada no diagrama a seguir:



Figura 1.1: Naturais e seus sucessores.

Por fim, vamos determinar qual sera a regra dada por
essa funcao. Para isso, vamos utilizar a tabela de valores
que relaciona cada natural com seu sucessor:

Numero | Sucessor
1 2

O O = WO N
| O T =] W

Tabela 1.1: Naturais e seus sucessores.

Sabemos que o sucessor de um numero natural sera a
soma dele com o ntimero 1. Assim, para qualquer n € N, seu
sucessor sera dado por n + 1.



Com isso, a funcao que relaciona a cada nimero natural
o seu sucessor pode ser descrita usando o seguinte diagrama:

s:N — N
n — n+1.

Outra forma de escrever essa func¢ao é s(n) =n + 1.
De forma geral, definimos funcao da seguinte forma:

Definigao 1.1.1. Sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma
funcao de A em B é uma relagdo que associa a cada valor

xr € A um unico valor f(z) € B. Ela é usualmente denotada
por f: A— B.

1.1.1 Diagrama de flechas

Uma forma ttil para entendermos uma fungao é usar seu
diagrama de flechas. J4 encontramos esse tipo de diagrama
na Figura 1.1.

Definigao 1.1.2. Sejam A e B conjuntos nao vazios. Dada
uma funcdo f : A — B, seu diagrama de flechas é uma
figura na qual estdo representados os conjuntos A e B, e
cada elemento x em A é ligado por uma flecha a um tnico
elemento f(x) em B.

Para desenhar um diagrama de flechas fazemos o seguinte.
Primeiro, escrevemos os elementos do conjunto A e os con-
tornamos com uma figura. Em nosso contexto, a figura sera
uma elipse. Para uma melhor representacao, colocamos a
letra A do lado da figura para sabermos que ela representa
esse conjunto. Fazemos o mesmo procedimento com o con-
junto B. Por tltimo, ligamos com uma flecha cada elemento
x do conjunto A a um elemento f(z) no conjunto B.
Exemplo 1.1.3. Sejam A = {1,2} e B = {0,1,2,3}. Se
f+A— B édada por f(xr) = x — 1, entao seu diagrama
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de flechas é a Figural.2. No lado esquerdo estd o conjunto
A, enquanto no lado direito estd o conjunto B. A flecha que
sai de 1 no conjunto A chega em f(1) = 0 no conjunto B.
Analogamente, a flecha que sai de 2 no conjunto A chega em
f(2) =1 no conjunto B.

Figura 1.2

Observagao 1.1.4. Se um dos conjuntos A ou B for infinito,
entdo o diagrama de flechas de uma funcdo f : A — B
nao pode ser completamente descrito. Na Figura 1.1, isso
é representado pelo uso de reticéncias para indicar que o
diagrama nao estd completo com todas as flechas.

Observacgao 1.1.5. Sejam A e B conjuntos nao vazios e
f A — B uma fungao. Pela Definicdo 1.1.1, cada elemento
r € A é associado a unico valor f(z) € B. Em termos de
diagramas de flechas, isso significa que para cada x € A s6
existe uma tunica flecha que sai de x chegando em algum
elemento de B.

Exemplo 1.1.6. Os diagramas a seguir nao representam
funcoes.
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Figura 1.3

Nesse caso, o elemento 2 € A ¢é ligado a dois elemen-
tos distintos de B. Portanto, esse diagrama de flechas nao
representa uma funcao.

Figura 1.4

Nesse caso, o elemento 3 € A nao ¢é ligado a nenhum
elemento de B. Logo, ndao é uma diagrama de flechas de
uma funcao.

1.1.2 Componentes de uma funcao

Para uma melhor compreensao da ideia de fun¢ao, vamos
definir precisamente cada um de seus componentes.

Definicao 1.1.7. Seja f : A — B uma fungao. O conjunto
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A é chamado de dominio da funcao f, enquanto que o con-
junto B é chamado de contradominio.

O dominio é o conjunto dos valores x que podem ser
relacionados pela func¢ao f. Em outras palavras, é o con-
junto cujos elementos sao as varidveis da funcao. Quando o
dominio nao esta explicito, consideramos o maior conjunto
no qual a funcao faz sentido.

Por outro lado, o contradominio é o conjunto dos valores
que podem ser relacionados aos elementos do dominio através
da funcao f. Ressalta-se que cada elemento do dominio deve
estar relacionado com algum elemento do contradominio.

Definigao 1.1.8. O conjunto imagem da funcao f: A — B
é o subconjunto do contradominio B composto pelos elemen-
tos correspondentes de algum elemento do dominio, isto é,

Im(f) ={f(z) € B; x € A}.

Dominio

Contradominio

Figura 1.5: Dominio, contradominio e imagem.
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Definicao 1.1.9. A lei de formacao é a regra que nos diz
como os elementos do dominio se relacionam com os elemen-
tos do contradominio.

Exemplo 1.1.10. Qual é o dominio da func¢do cuja lei de
formagao é f(x) = /x — 27

Sabemos que ao considerarmos niimeros reais, a raiz qua-
drada s6 fica bem definida quando seu radicando nao é ne-
gativo, ou seja, ¢ maior ou igual a zero. Nesse caso, teremos
que z — 2 > 0, o que implica x > 2. Logo, como o dominio
nao foi explicitado, o consideramos como sendo o conjunto
dos ntimeros reais maiores ou iguais a 2. Em outra notacao,
o dominio é o conjunto dado por A = {z € R; = > 2}.

Exemplo 1.1.11. Determine a imagem da funcao

s:N — N
n —— n-+1.

Observamos que o niimero 1 é o primeiro ntimero natural,
ou seja, ao somar 1 a algum ndimero natural, o resultado
nunca sera 1. Com isso, concluimos que o 1 nao esta na
imagem da fungédo, e temos que a imagem é dada por N—{1}
(conjunto dos ntimeros naturais diferentes de 1).

Exemplo 1.1.12. Um carro iniciou uma viagem no quil6-
metro 5 de uma estrada. Sabendo que esse carro se move a
uma velocidade de 80 km/h, em qual quilébmetro da estrada
ele estard apdés h horas?

Podemos utilizar uma tabela de valores para entender
como se relacionam a posicao do carro e o tempo de viagem.
Em 0 horas de viagem, note que o carro estara no quilometro
em que iniciou seu percurso, ou seja, no quilémetro 5. Apds
1 hora de viagem, ele terd andado 80 quilometros, ou seja,
estard no quilometro 85. Seguindo esse raciocinio, montamos
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a tabela que relaciona o tempo de viagem com a posi¢ao do
carro na estrada:

Hora & | Quilémetro f(h)
0 5

85

165

245

325

405

485

OO = W N+~

Tabela 1.2: Posi¢ao do carro em relagao ao tempo de viagem.

Concluimos que o quilémetro em que o carro estard, apos
h horas de viagem, é dado por 80h + 5. Dessa forma, pode-
mos representar essa situacao por meio de uma funcao cuja
lei de formacao é dada por f(h) = 80h + 5. Nesse caso, o
dominio é o conjunto N U {0}. O contradominio pode ser
considerado qualquer subconjunto que contenha os valores
{5,85,165, 245,325,405, 485, .. .}.

Agora que vimos quais sao os componentes de uma fungao,

podemos explorar um pouco alguns tipos especiais de fungao,
especificamente as funcoes afins e as fungoes quadraticas.

1.2 Funcoes afins
Definicao 1.2.1. Uma func¢do afim, também chamada de
funcao do 12 grau, é uma funcao f : R — R que possui o

formato f(z) = ax + b, sendo a e b ntimeros reais fixados.
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Nesse tipo de func¢ao, chamamos o niimero representado
por a de coeficiente angular, e ele representa a taxa de va-
riacao da funcao. Ja o nimero representado por b é chamado
de coeficiente linear, ou também, termo constante da funcao.
Vejamos alguns exemplos de fungoes afins:

Exemplo 1.2.2. A fun¢do f: R — R dada por f(x) =0,
com b € R, é chamada de fun¢ao constante. Observamos que
nesse caso, a = 0, ou seja, a funcao nao tem variacao. Alguns
exemplos de fungdes constantes sdo f(z) = /2, f(z) = T,

1
fla)=me fla)= .
Exemplo 1.2.3. A funcdo f: R — R dada por f(z) ==
é chamada de func¢ao identidade. Observe que, nesse caso,
temos a=1eb=0.

Exemplo 1.2.4. Considere a funcao f : R — R dada por

f(z) = 1 —x. Observe que, nesse caso, temos a = —1 e
b=1.

1.2.1 Funcgoes afins crescentes e decrescen-
tes

Dizemos que uma func¢ao afim sera crescente quando, ao
aumentarmos o valor de z, o valor de f(z) também aumenta.
Por outro lado, dizemos que uma funcao afim sera decres-
cente quando, ao aumentarmos o valor de x, o valor de f(x)
diminui.

Exemplo 1.2.5. Determine se as funcoes f,g : R — R
1

dadas por f(x) = 3% +3 e g(xr) = —2x+ 1 sdo crescentes ou

decrescentes.

Vamos analisar como os valores de f(z) e g(x) variam ao
aumentarmos o valor de :
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z | f(z) | g(z)
2 2 5
1] 25 | 3
0/ 3 1
1] 35 | -1
21 4 | 3
3145 | 5
i1 5 | 7

Tabela 1.3: Valores de f e g em relacao a x.

Observe que, ao aumentar o valor de z, o valor de f(x)
também aumenta, ou seja, f é uma funcao afim crescente.
Por outro lado, quando aumentamos o valor de x, podemos
ver que o valor de ¢g(z) diminui. Concluimos entao, que g é
decrescente.

Para detectar se uma funcao afim f(x) = ax + b é cres-
cente ou decrescente, basta olhar para seu coeficiente angular
a. Se o coeficiente angular for positivo, ou seja, a > 0, entao
a funcgao sera crescente. Se for negativo, ou seja, a < 0, entao
a funcao sera decrescente. Note que, como visto no Exemplo
1.2.2, caso a = 0, a fungao sera constante.

1.2.2 Valor numérico de uma funcao

Para encontrarmos o valor numérico de uma funcao, co-
nhecendo sua lei de formagao, basta substituirmos o valor de
x para obter sua imagem f(z).

Exemplo 1.2.6. A funcdo f : R — R dada por f(h) =
80h+5, do Exemplo 1.1.8, toma valores de h em horas. Qual
o valor de f em 2 horas e 45 minutos?
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Vamos primeiro converter 45 minutos para horas. Sabe-
mos que 1 hora = 60 minutos. Assim, 45 minutos sao 0,75
horas. Ou seja, queremos saber a posicao do carro na es-
trada apods 2,75 horas. Ao substituir o valor de h na funcao,
obtemos:

f(h) = 80h+5
f(2,75) = 80(2,75) +5
f(2,75) = 22045
£(2,75) = 225

Ou seja, apds 2 horas e 45 minutos de viagem, o carro
estard no quilometro 225 da estrada.

1.3 Funcgoes quadraticas

Considere uma func¢ao afim f(z) = dx + ¢. Vamos supor
que podemos substituir no lugar do coeficiente angular d
outra funcao afim, ou seja, vamos considerar d = ax + b.
Substituindo a expressao de d na lei de formacao da funcao
f, obtemos:

flz) = de+ec
flz) = (ax+b)x+c
f(z) = az*+bx+ec

Lembre-se que o coeficiente angular de uma fung¢ao afim
representa a sua taxa de variacao. Ele nos diz que a funcao
varia de maneira uniforme conforme x varia. Nesse caso,
em que substituimos esse coeficiente pela expressao ax + b,
obtemos uma fun¢do com uma variacdo nao uniforme. A
funcao obtida é conhecida como func¢ao quadrdtica, que é
definida precisamente da seguinte forma:

17



Definicao 1.3.1. Uma funcao quadratica, também chamada
de funcao do 2° grau, é uma funcao f : R — R que possui
o formato f(z) = ax? + bx + ¢, sendo a,b e ¢ nlimeros reais
com a # 0.

Exemplo 1.3.2. Determine os coeficientes a e ¢ da fungao
f: R — R, cuja lei de formagao é f(x) = az? — 3z + ¢,
sabendo que f(0) = 2 e f(2) = 0. Além disso, calcule os
valores de f(—1), f(1) e f(3).

Como f(0) = 2, temos que f(0) = a(0)* —3(0) + ¢ = 2,
ou seja, 0 — 0+ ¢ = 2 e portanto ¢ = 2. Assim, escrevemos
f como f(x) = azx* — 3z + 2. Agora, uma vez que f(2) =0,
temos que f(2) = a(2)*—3(2)+2 = 0, ou seja, 4a—6-+2 = 0,
logo 4a = 4 e concluimos que a = 1.

Uma vez que determinamos a =1 e ¢ =2, f é dada por
f(x) = 2® — 3z + 2, e conseguimos calcular o valor de f nos
pontos -1, 1 e 3:

Exemplo 1.3.3. Um fabricante produz uma certa camiseta
ao custo de 10 reais por peca. Intuitivamente, sabemos que
se o preco da venda for muito baixo ele vendera mais ca-
misetas, porém tera um lucro pequeno por peca. Por outro
lado, se tentar vender por um preco muito alto, embora te-
nha uma lucro maior por unidade vendida, vendera menos
camisetas. Um estudo de mercado estima que a venda se-
manal desse produto é dada por 80 — x camisetas, sendo x
o valor cobrado por cada camiseta, com 10 < x < 80. Por
exemplo, nessa estimativa, se ele vender cada camiseta por
12 reais, vendera 68 camisetas por semana, enquanto que se

18



vender cada unidade produzida por 78 reais, vendera apenas
2 camisetas.

Dessa forma, o custo da producao é dado pela funcgao
C(z) = 10(80 — z), ou seja, o custo de cada camiseta vezes
o numero de camisetas fabricadas. A receita sera dada pela
funcdo R(z) = (80 — z)x, isto é, o nimero de camisetas
vendidas na semana multiplicado pelo valor de venda.

Assim, uma vez que o lucro L(z) é diferenga entre a re-
ceita R(x) e o custo C'(z), obtemos

L(z) = R(z)—C(x)

L(z) = (80— x)x —10(80 — z);
L(z) = 80z — z® — 800 + 10;
L(z) = —x*+90x — 800.

A fungdo quadrética dada por L(z) = —z* + 90x — 800,
com 10 < z < 80, representa o lucro que o fabricante tera
semanalmente com a venda dessas camisetas.

Usando conceitos mais avangados, que nao serao discuti-
dos aqui, é possivel concluir que o lucro maximo sera obtido
quando cada camiseta for vendida por x = 45 reais, obtendo
um lucro de L(45) = 1225 reais.

1.4 Exercicios propostos

Nos Exercicios 1.4.1, 1.4.2 e 1.4.3, utilize a tabela de va-
lores para definir qual a lei de formacao das funcoes que
modelam as situagdes. Além disso, determine o dominio, o
contradominio e a imagem de cada uma delas.

Exercicio 1.4.1. Qual o valor encontrado ao multiplicar um
nimero real x qualquer por ele mesmo?
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Exercicio 1.4.2. Maria foi a um mercado onde cada caixa
de ovos possui 12 ovos. Quantos ovos Maria tera, se comprar
y caixas de ovos?

Exercicio 1.4.3. Joao tem 1,50 metros de altura. Ele foi ao
médico e sua previsao de crescimento pelos proximos anos é
de 0,5 centimetros por més. Como é possivel calcular a altura
de Joao apos t meses se passarem durante os proximos anos?

Exercicio 1.4.4. Determine se as seguintes funcoes sao do
19 grau. Caso a resposta seja sim, explicite quais os coefi-
cientes angulares e lineares, e diga se a funcao é crescente,
decrescente ou constante:

c) flx)=+v/—x+3

d) f(z) = —i:c -

e) f(x)=cosx+2

Desafio 1.4.5. Determine os valores de a e b na fun¢ao afim
dada por f(z) = ax+b, onde f(—1) = —1e f(2) =8.
Exercicio 1.4.6. Determine se as fungoes abaixo sdao do 2°
grau. Se sim, explicite a, b e ¢ para cada uma.

a) f(z) =3z —x+2
b) f(z)=—-2*>+=z
c) flx) =Va?+7

d) f(x) = ;m2+7m—|—5
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e) f(z) = —8x%+2

Exercicio 1.4.7. Dada a funcao f : R — R, cuja lei de
formagao é f(x) = x?4+2x—3, calcule f(—2), f(—1), £(0), f(1)
e f(2).

Desafio 1.4.8. Determine os valores de a e b na funcao
quadratica dada por f(z) = az?® 4+ bz + ¢, onde f(—1) = 8,
F(0) =de f(2) =2,
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Capitulo 2

O Plano Cartesiano, as
funcoes e os graficos

Neste capitulo, vamos aprender sobre alguns conceitos
matemdaticos: Plano Cartesiano e Grdficos de Fungoes.

Podemos tracar a histéria do Plano Cartesiano desde a
Grécia antiga: O filésofo e matematico Apolonio de Perga
(262 a.C. — 194 a.C.) contribuiu com o assunto através do
tratado “As conicas”. Nesse trabalho, Apoldnio estava pre-
ocupado em localizar algumas figuras em relagoes a outras.
A questao da localizagao é algo que veremos adiante.

Depois dele, podemos destacar o trabalho de trés france-
ses:

 Nicolau de Oresme (1325-1382), com o “Tractatus de
Latitudinibus formarum”;

e René Descartes (1596-1650) com seu trabalho “Dis-
curso do Método”;

o Pierre de Fermat (1601-1665), que viveu no mesmo
periodo que Descartes, com o tratado “Ad locos planos
et solidos isagoge”.
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Os trabalhos de Descartes e Fermat sdao as bases da ge-
ometria moderna. Eles também se aproximam bastante do
objeto conhecido como “plano cartesiano”, que também ve-
remos a frente. Na proxima se¢ao, vamos entender alguns
dos motivos de se usar o plano cartesiano.

2.1 Motivacoes para o Plano Car-
tesiano
2.1.1 Localizacoes

Como vocé descreveria para alguém onde estda o centro
do circulo na Figura 2.17 E o vértice F do triangulo?

Figura 2.1: Circulo, quadrado e tridngulo no espaco.

E se adicionarmos uma reta orientada e numerada abaixo
deles, como na Figura 2.27
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e

Figura 2.2: Circulo, quadrado e tridangulo no espaco, com uma
reta de referéncia.

Agora podemos dizer algo como “o centro do circulo esta
em -1”7 e “o vértice F do tridngulo estd em 17. E qual a
utilidade na Matematica? Uma ideia é a seguinte:

Onde estao os vértices do quadrado na Figura 2.27 Lo-
calizando eles, conseguimos dizer o tamanho do lado e, por
exemplo, calcular sua area.

Mas existe um problema nessa forma de localizar esses
pontos no plano. Note que, os vértices B e D tém a mesma
localizacdo 2. Porém, precisamos de mais referéncias para
dizermos com precisao onde estao localizados esses vértices.

Problema 2.1.1. Como dizer, de maneira tinica, onde estao
localizados pontos?

Uma solugao ¢é dizer algo como “X estd em 2, em cima”
e “X esta em 2, embaixo”. Mas veja que nesse caso precisa-
mos de duas informagoes para localizar: a posicao numérica,
nesse caso o numero 2, e o complemento: “em cima” ou “em
baixo”
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Mas e se houvessem mais vértices na mesma localizagao
27 O que farfamos? Ainda precisariamos de duas informacgoes
pra dizer a localizacao. Isso nos leva a ideia de coordenada.

Definicao 2.1.2. Se precisamos de duas informagoes, A e B,
para descrever a localizacao de um objeto X, dizemos que “X
estd na coordenada (A, B)”, sendo A e B essas informagoes.

Exemplo 2.1.3. Na solucao “X estd em 2, em cima” vamos
escrever “(2, em cima)”, ou no caso “Y estd em 2, em baixo”
como “(2, embaixo)”. Se quisermos abreviar ainda mais, po-
deriamos escrever X estd na coordenada (X, cima) e Y esta
na coordenada (X, baixo).

Observacao 2.1.4. Nesse exemplo uma informagao é um
numero, e a outra ¢ uma palavra. No plano cartesiano, e na
Matematica de forma geral, as coordenadas sao niimeros!

2.1.2 Copias de figuras

Imagine que vocé quer copiar a figura geométrica da Fi-
gura 2.3 dentro do espaco da Figura 2.4. Dificil, certo?

V

Figura 2.3: Losango e tridngulo no espaco.
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Figura 2.4: Espago em branco para a copia.

Agora, se colocarmos um sistema de eixos, como nas Fi-
guras 2.5 e 2.6 a seguir, a tarefa fica mais facil.

Figura 2.5: Losango e tridngulo no espaco, com um sistema de
eixos perpendiculares.
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Figura 2.6: Sistema de eixos perpendiculares.

Perceba que o sistema poderia ser outro. Usamos outros
eixos nas Figuras 2.7 e 2.8, o que ainda nos ajudaria a fazer
a coOpia. Por exemplo:

Figura 2.7: Losango e tridngulo no espago, com um outro sistema
de eixos perpendiculares.

28



Figura 2.8: Outro sistema de eixos perpendiculares.

Uma outra alternativa poderia ser como nas Figuras 2.9
e 2.10, onde adotamos um eixo inclinado:

Figura 2.9: Losango e tridngulo no espaco, com um sistema de
eixo inclinados.
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Figura 2.10: Um sistema de eixo inclinados.

O Plano Cartesiano que veremos a frente junta as duas
ideias: eixos e coordenadas!

2.2 O plano cartesiano

O sistema de eixos com um deles inclinado como na Fi-
gura 2.10, lembra o que Descartes utilizou no inicio de seu
trabalho. J& o sistema com eixos perpendiculares, como na
Figura 2.8, se assemelha com os planos ao final do trabalho
desse filésofo.

Com o desenvolvimento da Matematica, foi ficando mais
famoso o plano como na Figura 2.6: com eixos perpendicula-
res, e distancias horizontais e verticais iguais. Esses sistema
de eixos é chamado de “Plano Cartesiano”.

Agora estamos prontos para dizer, formalmente, o que é
realmente o “Plano Cartesiano”.

Definicao 2.2.1. O Plano Cartesiano é um sistema de co-
ordenadas onde cada ponto é representado por um par orde-
nado de coordenadas reais. Ou seja, conseguimos localizar
sem ambiguidades qualquer ponto desse plano através de co-
ordenadas (z,y), sendo x e y nlimeros reais.
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Os nimeros da primeira coordenada correspondem a uma
reta orientada na horizontal, como na da Figura 2.2. Essa
reta orientada, onde os nimeros crescem para a direita, é
chamada de eizo x ou eixo das abscissas.

Os ntimeros da segunda coordenada correspondem a uma
reta orientada na vertical, onde os ntimeros crescem para
cima. Chamamos essa reta orientada de eizo y ou eizo das
ordenadas.

Esses eixos sao perpendiculares e as distancias em cada
eixo sao dadas pela mesmas escala, como na Figura 2.6. A
escala é importante: veja que o sistema de eixos da Figura
2.8 é diferente do da Figura 2.6.

2.3 As funcoes e seus graficos

2.3.1 O grafico de uma funcao

Podemos entender o grafico de uma func¢ao como uma
figura que desenhamos no plano cartesiano. E como desco-
brimos o que desenhar? Da seguinte maneira:

Definicao 2.3.1. Dada uma funcao f : Dy — CY, o grdfico
de f é o conjunto

Gy =A{(z, f(x)); onde x esta em Dy.}

Ou seja, Gy é o conjunto dos pontos coordenados, onde
a primeira entrada é um elemento do dominio, e a segunda
entrada é o valor da fun¢ao aplicada nesse elemento.

Exemplo 2.3.2. Se uma funcao f tem um elemento 3 no
dominio, e f(3) = 5 entdo o ponto de coordenadas (3,5) per-
tence ao grafico de f, e desenhamos ele no plano cartesiano.
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Exemplo 2.3.3. Atencao! O dominio é importante na hora
de desenhar o grafico: por exemplo, podemos desenhar o
grafico da fun¢do com regra f(z) = 1 de védrias maneiras.
Na Figura 2.11 a seguir, o dominio da funcao ¢ o conjunto

{2}7 e Gf = {(27 1)}

Figura 2.11: Gréfico de f, considerando o dominio {2}.

Agora veja a Figura 2.12; onde o dominio da fun¢ao é o
conjunto {2,4}:

Figura 2.12: Gréfico de f, considerando o dominio {2,4}.
Ou seja, Gy = {(2,1),(4,1)}. Agora, considerando os
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nimeros inteiros como dominio, o grafico é dado na Figura
2.13:

2

BN 20 (1) o) (1) @) B0 @161 61) 71

L) RS0 A 0 IL31) () Rt B

Figura 2.13: Grafico de f, considerando como dominio os nimeros
inteiros Z.

E, finalmente, se o dominio for todos os nimeros reais
entao

Gy ={(z.1); xR},

e temos o desenho do gréfico como na Figura 2.14 a seguir:

Figura 2.14: Grafico de f, considerando o dominio R, os nimeros
reais R.

33



O dominio também ¢é importante para dizer quando duas
fungoes sdo iguais, como no Exemplo 2.3.4 a seguir:

Exemplo 2.3.4. As fungoes f(z) = z? e g(z) = 2z sdo
iguais? Primeiro, vamos considerar como dominio de ambas
o conjunto {0}. Nesse caso, f(0) =02 =0=2-0= g(0).
Como vemos na Figura 2.15:

(0.0)
T

Figura 2.15: Gréfico de f e g quando Dy = D, = {0}.

Agora, se o dominio for o conjunto {0, 2}:

f(2) = (2 =4
g(2)=2-(2) =4

Entao o gréfico nesse caso serd como na Figura 2.16:
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249

(0.0)

Figura 2.16: Grafico de f e g quando Dy = D, = {0, 2}.

Podemos concluir que quando f e g tém o mesmo grafico
e seus dominios sao iguais, sendo algum desses conjuntos:
{0}, {2} ou {0, 2}, entao f =g.

Mas sera que so esses dominios que fazem f = g7 Va-
mos mostrar graficamente que esse é realmente o caso, e que
qualquer outro dominio nao faz a igualdade ser verdadeira.
Mas antes disso, precisamos saber como ¢é o grafico de uma
funcao afim e de uma funcao quadratica.

Exemplo 2.3.5. O objetivo desse exemplo é construir o
grafico da funcdo f(z) = 2z. Faremos isso por etapas:

24

J12)

(0.0)

Figura 2.17: Gréfico de f(z) = 2z quando Dy = Z.
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Agora consideramos como dominio de f(z) = 2x o con-
junto formado pelas metades dos ntimeros inteiros, que em
particular inclui Z.

Figura 2.18: Gréfico de f(x) = 2z quando Dy é o conjunto for-
mado pela metade dos inteiros.

Note que gréfico de f(x) = 2z, quando o dominio Dy é o
conjunto considerado na Figura 2.18, sao pontos colineares
no plano cartesiano, isto é, pertencem a uma mesma reta,
conforme ilustra a Figura a seguir.

A
s /(2,5. 5)
/(’ , 4)

(1.5,3)

3
(1/2)

Figura 2.19
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Isso nos induz a pensar que, ao considerarmos como o
dominio dessa funcao o conjunto dos niimeros reais, teremos
que o grafico de f(z) = 2x serd precisamente uma reta no
plano cartesiano, conforme ilustra a Figura 2.20.

Figura 2.20: Grafico de f(z) = 2z, quando Dy = R.

Exemplo 2.3.6. Nesse exemplo veremos como é o esbog¢o do
grafico da fungdo quadratica g(z) = x?. Comegamos consi-
derando como dominio dessa fun¢ao o conjunto dos ntimeros

inteiros.

L2249

(0, 0)

J2.4)

JS)

Figura 2.21: Gréfico de g(z) = 2® quando D, = Z.
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Agora, adicionando mais alguns pontos ao dominio da

funcao g.

L2249

J[15.225)

249

(15,225

U]

(0.0)

Figura 2.22: Gréfico de g(x) = 22 quando D, é o conjunto dos
nimeros inteiros juntamente com os nimeros —1.5 e 1.5.

Serd que o grifico g(z) = 2% também é uma reta? ve-
jamos exemplos de algumas retas definidas por pontos de

249

J(15.2.25)

KU

Figura 2.23: Reta definida pelos pontos P
(—1.5,2.25) que pertencem ao Gj.
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249

.(1‘5, 2.25)

KU

Figura 2.24: Reta definida pelos pontos P = (—2,4) e Q = (—1,1)
que pertencem ao Gj.

L2249 B 2.4

3

[(15.225) J(15.229)
2

L, @)

Figura 2.25: Reta definida pelos pontos P = (0,0) e Q = (1,1)
que pertencem ao Gj.

Dessa forma, o esbogo do grafico de g(x) = 2 ndo é uma

reta, na verdade, de nenhuma fungao quadratica. O grafico
desse tipo de funcao é chamado de pardbola e tem o formato
com nas Figuras 2.26 e 2.27.
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5
(-2,4) Z 4)

4

3

(-1.5, 2.25) (1.5,2.25)

2 /
(-1, 1)1 (1.1)
(o,,n/

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.26: Gréfico de g(x) = 22 quando D, é o conjunto dos
nimeros inteiros juntamento com os nimeros —1.5 e 1.5, e uma
parabola contendo G.

A parabola apresentada na Figura 2.27, representa o grafico
da fungao g(z) = 2?, quando consideramos D, = R.

Figura 2.27: Gréfico de g(z) = 2? quando D, = R.

Exemplo 2.3.7. Considere novamente as funcoes f(z) = 2z
e g(x) = 2?, sendo Dy = D, = R. Agora, como podemos ver
na Figura 2.28, os pontos (0,0) e (2,4) sdo exatamente os
pontos em que os graficos dessas duas fungoes se encontram.
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Figura 2.28: Gréfico de f e g quando Dy = D, = R.

Note também que ndo ha nenhum outro ponto em co-
mum entre essas figuras, entdo nao ha outra possibilidade
de dominio que faca as leis de formacao 2z e % definirem a
mesma funcao.

Esse exemplo mostra a importancia de explicitarmos o
dominio de cada fungao, pois a depender dele (e também
do contradominio), fungdes com leis de formagao diferentes
podem ser indistinguiveis. Ou seja, a lei de formacao (que
é algébrica) nao é s6 o que determina uma fungao. Por isso
temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3.8 (Igualdade de fungées). As fungoes f :
Dy — Cyeg: Dy, — C, sao iguais quando:

1. D; = D,
2. Cy =C,
3. Gy =Graf(g)

Em outras palavras, se os dominios, os contradominios e os
graficos de f e g sdo iguais, entao f = g.
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Exemplo 2.3.9. As fungbes f(x) = 2z e g(xr) = 3z com
dominios e contradominios iguais a R sao diferentes, porque
seus graficos sao diferentes. Porém, serdo iguais se o dominio
for {0} e os contradominios forem ambos R.

Exemplo 2.3.10. Considere funcoes f e g com leis de formagao
f(x) =2 -2 —1eg(x) =2*> — 2z — 1. Considere os casos:

i. Dy=Dy=N,Cy=ZeCy;=R

. Dy=R, Dy=Ne(Cy=C;, =R

Em ambos casos f # g. No primeiro, é porque apesar dos
dominios serem iguais, os contradominios sao diferentes. No

segundo acontece o contrario: os contradominios sao iguais,
mas os dominios sao distintos.

2.4 Exercicios Propostos

Os proximos dois exercicios ensinam sobre a relacao dos
coeficientes de uma fungao afim com o seu grafico:

Exercicio 2.4.1. Esboce o grafico da fungao f(z) = az + 2
quando

l.a=1
2. a=2
3. a=-1
4. a= -2
D. a:%
6. a:—%
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Qual a relacao do gréafico de f com o coeficiente angular a?
pense nos casos em que a ¢ positivo, negativo, entre —1 e 1,
e maior que 1 ou menor que —1.

Exercicio 2.4.2. Esboce o gréfico da fungao f(x) =3z +b
quando

1.b=1
2. b= -2

Agora esboce o grafico da fungdo f(x) = —z + b quando
1.b=1

2. b=

N | —

Qual a relacao do grafico da funcao com o coeficiente linear?
todos os casos da questao anterior sao relevantes?

Os proximos dois exercicios sao sobre o grafico da fungao
quadratica e a relacdo com os seus coeficientes. Para dese-
nhar a parabola, desenhe alguns pontos para estimar o for-
mato do grafico. Uma sugestao é os pontos z € {—2,—1,0, 1,2}

Exercicio 2.4.3. esboce o grafico de f(x) = 2% + ¢ quando:

l.c=1
2.¢=0
3. C=-=-2

Qual relagao pode observar?

Exercicio 2.4.4. esboce o grifico de f(z) = ax? quando:

1. a=2
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_1
3.a—2

Qual relacao pode observar? baseado nessa relagao, como

. , . _l
seria o grafico quando a = —3

Os préximos exercicios relacionam igualdade de fungoes,
dominios e contradominios

Exercicio 2.4.5. Existe algum dominio em que as fungoes
constantes f(x) =1 e g(z) = 2 sdo iguais? Por qué?
Exercicio 2.4.6. Determine para qual(is) dominio(s) a fungao
constante f(r) = 1 e a funcido g(x) = x? sdo iguais. Dica:
tente desenhar as fungdes (inclusive utilizando algum soft-
ware)

Exercicio 2.4.7. Determine o maior dominio e contradominio
de f(z) = x, de modo que seu grafico fique contido num qua-
drado de lado 2 e centro na origem.

Exercicio 2.4.8. Determine o maior dominio e contradominio
de f(x) = 2z, de modo que seu grafico fique contido num
quadrado de lado 4 e centro na origem.

Exercicio 2.4.9. Considere f(z) = 3, com dominio Dy =
[1,4], o intervalo entre 1 e 4.

a) Qual o menor raio de um circulo de centro na origem
que contém o grafico dessa fungao?

b) Se o centro do circulo puder ser onde quiser, qual o me-
nor raio de um circulo para que ele contenha o grafico

de f?
Desafio 2.4.10. Determine o maior dominio e contradominio

de f(z) = 22 -2, de modo que seu grafico fique contido num
quadrado de lado 4 e centro na origem.
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Capitulo 3

Conjuntos de mesmo
tamanho

Nesse capitulo final, veremos como comparar o “tama-
nho” de conjuntos usando o conceito de func¢ao. Quando nos
referimos a conjuntos finitos, o tamanho de um conjunto sig-
nifica exatamente a quantidade de elementos que ele possui.
Dessa forma, fica facil comparar o tamanho entre dois con-
juntos finitos, basta saber qual deles possui mais elementos.
Mas, se pensarmos em dois conjuntos infinitos, como pode-
mos saber quem tem mais elementos? Ou melhor, qual é o
sentido dessa pergunta? Veremos a partir de agora uma ma-
neira de fazer essa comparagao entre o tamanho de conjuntos
usando algumas propriedades das fungoes.

3.1 Contando os elementos de um
conjunto

Contar é uma atividade que todos fazemos e a ferramenta
essencial que usamos sao os nimeros naturais 1,2, 3, e assim
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por diante. Por exemplo, como contamos o niimero de car-
teiras em uma sala de aula? Temos que comecar em algum
lugar, entdo apontamos para uma carteira e dizemos “um”.
Entao apontamos para outra carteira e dizemos “dois”, e
assim por diante até que todas as carteiras tenham sido con-
tadas.

No fim, o ultimo nimero que falarmos sera o niimero total
de carteiras. Para facilitar a contagem, podemos montar a
Tabela 3.1:

Numero | Carteira

1 Carteira “um”
2 Carteira “dois”
3 Carteira “trés”
n Carteira “n”

Tabela 3.1: Contagem das carteiras

A tabela terminaria quando contdssemos o niimero total
n de carteiras. Note que ja vimos tabelas desse tipo quando
discutimos fungoes! Quando contamos objetos, definimos
uma funcdo entre um subconjunto de ntimeros naturais e
o conjunto desses objetos.

Vamos ver outro exemplo de contagem agora. Imagine
um pastor que viveu durante o ano 300 a.C.. Pela manha,
ele solta seu rebanho de ovelhas para pastar e a noite ele
o recolhe. Como o pastor sabe que nao perdeu nenhuma
ovelha?

A resposta poderia ser: basta contar o nimero de ovelhas
que sairam de manha e o nimero das que voltaram a noite,
mas ha dezenas de ovelhas no rebanho e o pastor nao tem
pratica em contar nimeros muito grandes (lembre-se que es-
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tamos nos referindo ao ano 300 a.C.).

Mesmo que o pastor nao saiba contar ntimeros grandes,
ele é engenhoso e pensa no seguinte: de manha, para cada
ovelha que sair, ele joga uma pedrinha em um pote, e, a
noite, ele tira uma pedrinha do pote para cada ovelha que
voltar. Se sobrarem pedrinhas no pote, significa que algumas
ovelhas nao voltaram!

De forma analoga & contagem das carteiras, o que o pas-
tor fez foi definir, implicitamente, uma funcao entre o con-
junto das ovelhas e o conjunto de pedrinhas no pote.

Vimos por meio destes exemplos que quando contamos,
definimos implicitamente uma fung¢ao. O que veremos a se-
guir é a relagao entre a quantidade de elementos de dois
conjuntos e as fungoes entre esses dois conjuntos.

3.1.1 Exemplo especifico

Considere os conjuntos X = {1,2,3}, Y = {1,2,3,4} e
Z = {1,2}. O que queremos fazer agora, é olhar para as
diferencas entre as func¢oes de X para Y e as funcgoes de X
para Z. Para isso, precisamos calcular todas essas fungoes,
o que nao é muito dificil se usarmos os diagramas de flechas,
que vimos no Capitulo 1.

Usando o diagrama de flechas, o trabalho de listar todas
as fungoes de X para Y se reduz a listar todos os diagramas
de flechas do conjunto X para o conjunto Y. O mesmo vale
para listar todas as fungoes de X para Z.

Nao iremos listar todas as fungoes, mas ¢ importante que
o leitor faca o Exercicio 3.4.3 antes de ler as proximas secoes.
Além disso, durante as Subsecoes 3.1.2, 3.1.3 e 3.1.4, fixare-
mos os conjuntos X, Y e Z descritos anteriormente.

Algo que podemos notar é que existem muitas fungoes
cujos diagramas de flechas sao parecidos. Por exemplo f :
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X - Ycom f(x) =1leg: X — Z com g(z) = 2 sao
similares: nos seus diagramas, todas as flechas de X vao
para um unico elemento de Y e Z. Assim, quando falamos
de tamanho de conjuntos, nem todas as funcgoes serao uteis.

3.1.2 Injetividade

Uma propriedade que todos os diagramas das fungoes de
X ={1,2,3} para Z = {1,2} compartilham é a seguinte:
sempre existe um elemento de Z que ¢é ligado a mais de um
elemento de X, ou seja, existem ao menos dois elementos
do dominio X que sdo ligados a um mesmo elemento no
contradominio Z. Por que isso ocorre? Pense um pouco a
respeito. Por outro lado, embora o mesmo possa acontecer
com fungdes de X para Y = {1,2,3,4}, isso ndo acontece
com todas as fungoes entre esses conjuntos. Verifique essas
afirmagoes!

A propriedade mencionada anteriormente sobre o dia-
grama de flechas da fun¢do possuir dois ou mais elementos
no dominio que sao ligados a um mesmo elemento no con-
tradominio estd relacionada a injetividade dessa funcao. Na
verdade, diremos que uma funcgao é injetiva quando isso nao
ocorrer. Precisamente temos:

Definicao 3.1.1. Sejam A e B conjuntos finitos. Dizemos
que uma funcao f : A — B é injetiva se, no seu diagrama de
flechas, flechas que saem de elementos diferentes do dominio
ndo chegam no mesmo elemento do contradominio.

Exemplo 3.1.2. A funcdo f : X — Y dada por f(z) = z+1
é injetiva. De fato, seu diagrama de flechas é dado pela
Figura 3.1:
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=

Figura 3.1

Exemplo 3.1.3. A funcao g : X — Y, cujo diagrama de
flechas é dado pela Figura 3.2, nao é injetiva. De fato, as
flechas que saem dos elementos 1 e 2 do dominio X chegam
no mesmo elemento 1 do contradominio Y.

X Y

-

Figura 3.2

Por que nao existem funcgoes injetivas de X para Z, mas
existem de X para Y7 A diferenca essencial entre esses
dois casos é a relagdo entre o tamanho do dominio e con-
tradominio: no primeiro, o dominio tem mais elementos que
o contradominio, enquanto que no segundo, o dominio possui
menos elementos que o contradominio.

Podemos generalizar esse fato da seguinte forma: sejam
A e B conjuntos finitos quaisquer. Se o niimero de elementos
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de A for menor ou igual que o nimero de elementos de B,
entdo existe uma funcao de A para B injetiva.

Reciprocamente, se eziste uma fungao injetiva de A para
B entao o ntmero de elementos de A é menor ou igual ao
nimero de elementos de B.

Observacao 3.1.4. Note que a existéncia de uma funcao
injetiva de A para B nao garante que o nimero de elementos
de A seja menor que o numero de elementos de B, apesar
de que nos exemplos isso ter acontecido. De fato, considere
a funcdo h : Y — Y dada por h(x) = x. Entao h é injetiva
(verifique!), mas claramente o ntimero de elementos de Y nao
¢ menor que o numero de elementos do proprio Y.

3.1.3 Sobrejetividade

Voltemos a considerar os conjuntos X = {1,2,3}, YV =
{1,2,3,4} e Z = {1,2}, e destaquemos outra diferenca en-
tre os diagramas de flechas das funcoes de X para Y e das
fungoes de X para Z: nenhum diagrama de flechas de fungoes
de X para Y tem flechas chegando em todos os elementos
de Y, mas isto pode acontecer com diagramas de flechas de
fungoes de X para Z. Verifique essas afirmacoes com alguns
exemplos.

O tipo de func¢oes que destacaremos aqui sao chamadas
de fungoes sobrejetivas.

Definicao 3.1.5. Sejam A e B conjuntos finitos. Dizemos
que f: A — B é sobrejetiva se, no seu diagrama de flechas,
todo elemento do contradominio é alcancado por alguma fle-
cha saindo de um elemento do dominio.

Novamente, o fator que garante a existéncia de fungoes
sobrejetivas de X para Z é que X tem mais elementos que
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Z. Por outro lado, nao existem funcoes sobrejetivas de X
para Y, pois X tem menos elementos que Z.

De forma geral, sejam A e B conjuntos finitos arbitrarios.
Se o ntimero de elementos de A é maior ou igual ao niimero
de elementos de B, entdao existe uma fungao sobrejetiva de
A para B.

Agora, se existe uma funcao sobrejetiva de A para B,
entdo o numero de elementos de A tem que ser maior ou
igual ao numero de elementos de B.

Exemplo 3.1.6. A funcao f : X — Z descrita pelo dia-
grama de flechas a seguir é sobrejetiva:

X 7
—
|

Figura 3.3

A funcao do Exemplo 3.1.2 nao é sobrejetiva, pois o ele-
mento 1 de Y nao é alcangado por nenhuma flecha saindo de
um elemento de X.

3.1.4 Bijetividade

O que acontece quando uma funcao f entre conjuntos
finitos A e B ¢ injetiva e sobrejetiva? Como f é injetiva,
o numero de elementos de A é menor ou igual ao nimero
de elementos de B. Mas, como f também é sobrejetiva,
o numero de elementos de A é maior ou igual ao numero
de elementos de B. A tnica forma destas duas afirmagcoes
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serem verdadeiras ao mesmo tempo é quando A tem a mesma
quantidade de elementos de B.

Temos um nome especial para fungoes injetivas e sobre-
jetivas.

Defini¢ao 3.1.7. Sejam A e B conjuntos finitos. Dizemos
que f : A — B é uma funcado bijetiva quando f é tanto
injetiva quanto sobrejetiva.

Exemplo 3.1.8. A funcao f : X — X descrita pelo dia-
grama de flechas a seguir é bijetiva:

Figura 3.4

3.2 Generalizando

Vamos voltar um pouco na definicdo de funcao injetiva.
A Definicao 3.1.1 foi apresentada por meio do diagrama de
flechas, mas pode ser generalizada para func¢oes definidas nao
necessariamente em conjuntos finitos. Como podemos obter
essa generalizagao?

Comegamos considerando uma fungao f de X = {a,b}
para Y = {¢,d, e}, a qual é injetiva. Pela Defini¢do 3.1.1 as
flechas que saem dos elementos a e b em A nao chegam no
mesmo elemento de Y. Mas a flecha de a chega justamente no
elemento que é f(a), e analogamente para a flecha b. Como

92



as duas flechas nao chegam no mesmo elemento, temos que
f(a) ¢é diferente de f(b).

Essa ¢ a ideia que temos que ter em mente para generali-
zar o conceito de fungao injetiva. Mais precisamente, vamos
generalizar a definicao de funcao injetiva da seguinte forma:

Definigao 3.2.1. Sejam A e B conjuntos quaisquer. Dize-
mos que uma funcdo f : A — B é injetiva sempre que, se
a e b sao elementos distintos de A, entao f(a) e f(b) sdo
elementos distintos de B.

Observacao 3.2.2. Toda funcao injetiva segundo a Defini¢ao
3.1.1 ainda sera injetiva segundo a Defini¢ao 3.2.1.

Exemplo 3.2.3. Seja f : R — R dada por f(z) = 2z.
Entao, f é injetiva. De fato, se a e b sao nimeros reais dis-
tintos entao claramente f(a) = 2a e f(b) = 2b sao distintos
também.

Exemplo 3.2.4. Seja g : R — R a fung¢do dada por g(x) =
22, Entao, g ndo é injetiva, pois 1 e —1 sdao niimeros reais
distintos, mas ¢g(1) = 1 e g(—1) = 1, ou seja, g(1) e g(—1)

sao iguais.

Agora, faremos o mesmo com a definicao de fungao sobre-
jetiva. Seja f uma fungdo sobrejetiva de C' = {1,2,3} para
D = {4,5}. Entao, todo elemento de D ¢é alcancado por
alguma flecha saindo de um elemento de C. Como 4 ¢ ele-
mento de D, 4 ¢ alcancado por alguém, ou seja, existe algum
xz € C tal que f(x) = 4. Note que ndo sabemos quem esse
x ¢é entre os elementos de C': s6 sabemos que existe algum
z € C com f(z) = 4. Analogamente, como 5 é elemento de
D, existe algum y € C, tal que f(y) = 5.

Usando a ideia acima, generalizamos a defini¢ao de func¢ao
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sobrejetiva da seguinte forma:

Definicao 3.2.5. Sejam A e B conjuntos quaisquer. Dize-
mos que uma funcdo f : A — B é sobrejetiva quando para
cada elemento b de B, existe um elemento a de A tal que

f(a) =0.

Observacao 3.2.6. Note que f : A — B é uma funcao
sobrejetiva se a imagem de f coincidir com o contradominio,
ou seja, Im(f) = B.

Observacgao 3.2.7. Toda funcao sobrejetiva segundo a De-
finicao 3.1.5 ainda sera sobrejetiva segundo a Defini¢ao 3.2.5.

Exemplo 3.2.8. Seja f : R — R dada por f(z) = 2z.
Entao f é sobrejetiva. De fato, precisamos verificar que,
dado qualquer b no contradominio, existe a no dominio tal
que f(a) = 2b, ou seja, 2a = b. Ora, se a for igual a metade
de b entao 2a serd igual a b. Como a metade de b também ¢
um numero real, temos que f é sobrejetiva.

Exemplo 3.2.9. Seja g : N — Z dada por g(z) = 22

Entao, g nao é sobrejetiva. De fato, sabemos que nem todo
nimero inteiro ¢ um nimero quadrado perfeito, sobretudo
0s numeros inteiros negativos.

Uma pergunta que devemos nos fazer é a seguinte: vale
para as novas defini¢oes de funcao injetiva e fungao sobre-
jetiva as mesmas relacoes que tinhamos entre tamanho de
dominios e contradominios finitos? E a resposta é sim! A
justificativa fica é dada pelo Exercicio 3.4.8.

Vimos que para comparar o tamanho de conjuntos fini-
tos podemos usar fungoes injetivas e sobrejetivas. Vamos
também usar essa ideia para comparar o “tamanho” de con-
juntos infinitos.
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3.3 Conjuntos infinitos

Exploraremos agora a ideia de comparar o tamanho de
conjuntos infinitos por meio de fungoes. Quando falamos de
“tamanho de um conjunto finito” nos referimos ao nimero
de elementos do conjunto, mas nao é claro o que significa
“tamanho de um conjunto infinito”. O matematico Georg
Cantor (1845-1918) foi o primeiro a explorar essa ideia e dar
uma definicdo precisa, e o resultado foi a sua teoria sobre
numeros transfinitos.

Como nao iremos nos aprofundar nessa teoria, iremos evi-
tar o uso de “tamanho de um conjunto infinito”. Falaremos
somente do tamanho relativo de dois conjuntos infinitos.

Definigao 3.3.1. Sejam A e B conjuntos infinitos. Dizemos
que

1. A tem tamanho menor, ou igual, que B se existe uma
fungao f : A — B que ¢é injetiva.

2. A tem tamanho maior, ou igual, que B se existe uma
funcao f : A — B que é sobrejetiva.

3. A tem o mesmo tamanho que B, se existe uma funcao
f A — B que é bijetiva.

3.3.1 Numeros naturais

Veremos agora algumas fungoes entre alguns conjuntos
de ntimeros naturais infinitos.

Exemplo 3.3.2. Seja f a fung¢ao do conjunto dos ntimeros
naturais N para o conjunto dos niimeros naturais pares, dada
por f(x) = 2x. Entdao f é injetiva pois, se a e b sdo naturais
diferentes, f(a) = 2a e f(b) = 2b s@o também diferentes.
Agora, se b é par, entao b é o dobro de algum ntimero a,

95



ou seja, b = 2a. Logo f(a) = 2a = b e, portanto, f é
sobrejetiva. Assim, f é uma funcdo bijetiva e concluimos
que o conjunto N tem o mesmo tamanho que o conjunto dos
nimeros naturais pares.

Intuitivamente, isso nos diz que existem tantos ntmeros
naturais quanto nimeros pares.

Exemplo 3.3.3. Considere N o conjunto dos ntimeros natu-
raise P ={2,3,5,7,11,...} o conjunto dos niimeros primos.
Veremos que esses dois conjuntos também tém o mesmo ta-
manho. O problema aqui é que nao conseguimos explicitar
uma férmula, isto é, uma lei de formacao para definir uma
funcao bijetiva entre esses conjuntos como nos exemplos an-
teriores. Por isso, vamos definir uma funcao f entre esses
conjuntos da seguinte forma: listamos os niimeros primos em
ordem crescente: 2,3,5,7,11,.... Considere entdao a fungao

fN=P
dada por:
f() =2, f(2) =3, f3) =5, f(4) =7, f(5) =11,

e, em geral, f(n) igual ao n-ésimo nimero primo na lista.
Como a lista esta ordenada, um primo nao pode estar em
duas posi¢oes ao mesmo tempo. Logo, se a e b sao naturais
distintos, entdo f(a) e f(b) serdo ntimeros primos diferentes.
Portanto, f é injetiva. Além disso, todo niimero primo p
estd em alguma posigdo n nessa lista e, portanto, f(n) = p.
Logo, a funcdo f é sobrejetiva. Segue que, f é uma funcao
bijetiva e dessa forma N e P tém o mesmo tamanho.

3.3.2 Numeros inteiros e racionais

Sejam Z o conjunto dos nimeros inteiros e (Q o conjunto
dos nuimeros racionais. Todo ntmero natural é um ntmero
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inteiro, e portanto é também um nimero racional. Porém,
nem todo ntmero racional é um ntmero inteiro.

Dessa forma, intuitivamente, esperamos que o tamanho
de N seja menor que Z, e que o tamanho de Z seja menor
que Q. Porém, vamos ver que os conjuntos N, Z, e Q tém
todos o mesmo tamanho!

Exemplo 3.3.4. O conjunto dos ntimeros inteiros sao, de
certa forma, duas copias dos niimeros naturais, juntamente
com o namero 0: temos os inteiros positivos 1,2, ..., os in-
teiros negativos —1,—2,..., e também o 0. Parece, entao,
que nao ¢é possivel fazer uma bijecdo entre os naturais e os
inteiros pois os inteiros contém duas cépias dos naturais!

Porém, podemos dividir os naturais em ntimeros pares e
impares. Ja vimos que existe uma fung¢ao bijetiva entre N e o
conjunto dos pares, e entre N e o conjunto dos impares (ver
Exercicio 3.4.9). Isto nos da a seguinte ideia: vamos asso-
ciar os pares aos inteiros positivos e os impares nos inteiros
negativos.

Definimos a funcao f : N — Z da seguinte forma:

n_ 1, se n for um numero par
f(n) = n+1
2

, se n for um ntmero impar.

Entao, f é uma funcao bijetiva. A verificacdo completa fi-
card como exercicio (veja o Exercicio 3.4.11). Porém, para
exemplificar, faremos algumas partes dessa verificacao. Ve-
jamos que todo inteiro positivo é imagem de algum natural.
Se z é um inteiro positivo, note que 2(x + 1) é um nimero
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natural par. Como

flo(e + 1) = 2D

=(x+1)—1

:LL"

-1

segue que x é imagem de 2(x + 1). Agora, vejamos a inje-
tividade no caso em que n e m sao naturais pares distintos.
Temos

Como n e m sao distintos, § e % também sao distintos.

Portanto § — % ¢ diferente de 0, ou seja, a diferenca de f(n)
e f(m) nao é 0, o que significa que f(n) e f(m) sdo nimeros
distintos.

Ao completarmos a verificacdo de que f é uma funcao
bijetiva, concluiremos que os conjuntos N e Z tem o mesmo
tamanho. Isso ja é bastante contraintuitivo, pensar que exis-
tem tantos nimeros naturais quanto numeros inteiros. Mas
para surpresa ainda maior, o conjunto dos ntmeros natu-
rais N tem o mesmo tamanho que o conjunto dos nimeros
racionais Q. Vejamos o proximo exemplo.

Exemplo 3.3.5. Usamos uma estratégia mais indireta para
mostrar que Q e N tém o mesmo tamanho. A ideia é usar o
fato que todo racional é a razao de dois inteiros, e usar esses
dois inteiros para obter um niimero natural.
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Vamos definir uma funcao f: Q — N. Dado um ntmero
racional z diferente de 0, existem numeros inteiros a e b tais
que x = ¢, sendo § uma fragao simplificada, com b positivo.
Isso é importante, pois os niimeros a e b que satisfazem essas
condic¢oes sao tnicos.

Consideramos f(0) = 1 e para x = ¢ racional (a, b satis-
fazendo as condigoes acima) diferente de 0 definimos

f(a) = {2a3b, sea>0

5723% se a < 0.

Se nao tivéssemos imposto as condi¢oes acima sobre a e b,
haveria ambiguidade: f(3) poderia ser 2!32 ou 23*, uma vez
que % = %. Também, precisamos dividir a definicao em dois
casos para termos certeza de que f(x) é sempre um nimero
natural.

A ideia por tras da definicao de f é facilitar a justificativa
que f é injetiva. Porém, f nao é sobrejetiva. Verifique essas
afirmagdes como exercicio (veja Exercicio 3.4.12).

Vamos fazer um truque agora. Seja X a imagem de f,
ou seja, o conjunto de todos os nimeros naturais n tais que
existe um racional x com f(xr) = n. Agora, considere a
fungdo ¢ : Q — X dada por g(z) = f(z), ou seja, a fungao
g é essencialmente obtida trocando o contradominio N da
funcao f, pelo conjunto X, que é a imagem de f, Dessa
forma, g é injetiva e sobrejetiva (ver Exercicio 3.4.12), logo
g ¢ uma funcao bijetiva.

Parece que a introducao da funcao g nao nos ajudou.
Porém, X é um conjunto infinito de niimeros naturais. Pelo
Desafio 3.4.13, todo conjunto infinito de nimeros naturais
tem o mesmo tamanho que N. Logo, X tem o mesmo tama-
nho que N. A fun¢ao bijetiva g nos diz que Q tem o mesmo
tamanho que X, e portanto QQ tem o mesmo tamanho que

N.
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3.3.3 Numeros reais

Vimos anteriormente que os conjuntos infinitos N, Z e Q
tém o mesmo tamanho que N. Vejamos que isto nem sempre
acontece com um conjunto infinito qualquer: o conjunto dos
nimeros reais ¢ maior que todos esses.

Exemplo 3.3.6. A propriedade importante que precisamos
saber sobre os niimeros reais é que todo ntimero real tem uma
expansao decimal, a qual pode ser infinita. Por exemplo, /2
e —\/3 sdo nimeros irracionais e temos

V2 =1.414213...
—V/3 = —1.732050...
De forma mais geral, se x ¢ um nimero real, entdao existem

inteiros xy, x2, x3, ..., onde x; pode ser positivo ou negativo,
mas T, X3, ... SA0 sempre positivos, tais que

T = T1.22T3 ...

Seja f uma funcdo de N para R, sendo R o conjunto
dos nimeros reais. Queremos mostrar que f nao pode ser
sobrejetiva. Para isso, precisamos construir um nimero real
diferente de f(n), para todo n natural. Denote a expansao
decimal de f(n) por

Tn1-Tn2Tn3---

Definindo
)1 osexp, #1
Yn 0 sewx,,=1,
temos que o ntimero real y = y;.4y2ys ... é diferente de f(n)

para todo n, pois y,, # . Logo, f ndo pode ser sobrejetiva.

60



Como provamos que qualquer funcao de N para R nao é
sobrejetiva, segue que N nao tem tamanho maior que R.

E importante notar duas coisas na discussao acima. A
primeira é que s6 podemos garantir que y é um nidmero real,
ou seja, o argumento acima nao funciona com funcgoes g :
N — @Q. A segunda é que precisamos tomar um pouco de
cuidado ao falar de expansoes decimais, pois todo ntimero
real tem mais de uma expansao decimal. Essa discussao foi
omitida por simplicidade.

Acontece que mesmo o conjunto dos niimeros reais R nao
é o maior conjunto que existe! De fato (veja o Desafio 3.4.13),
nao existe um maior conjunto que todos os outros: dado um
conjunto infinito e arbitrario A, sempre é possivel encontrar
um conjunto B tal que existe uma funcao injetiva entre A
e B, mas nao existe uma funcao bijetiva de A para B e,
portanto, A tem tamanho menor que B.

3.4 Exercicios propostos

Exercicio 3.4.1. Dé o dominio, o contradominio, e a lei de
formacao da funcao determinada pela Tabela 3.1.

Exercicio 3.4.2. Na primeira secao desse capitulo, vimos
como um pastor conta suas ovelhas associando cada ovelha
a uma pedrinha. Ele faz isso duas vezes ao dia: uma pela
manha e a outra a noite. As funcoes definidas por essas
associagoes sao iguais?

Exercicio 3.4.3. Sejam A = {1,2,3}, B = {1,2,3,4} e
C ={1,2}.

(a) Liste todas as fungoes de A para B, e de A para C.
Antes de comecar, vocé sabe quantas fungoes existem
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de A para B ou de A para C?7 Como vocé pode ter
certeza de que listou todas as funcoes?

(b) Vocé consegue achar diferengas entre as fungoes de A
para B e de A para C?7

Exercicio 3.4.4. Sejam X e Y conjuntos finitos.

(a) Suponha que X tem um ntimero menor ou igual de ele-
mentos que Y. Mostre que existe uma func¢ao injetiva,
de acordo com a Definicao 3.1.1, de X para Y.

(b) Suponha que exista uma funcao f : X — Y injetiva,
de acordo com a Definicao 3.1.1. Mostre que X tem
um numero menor ou igual de elementos que Y. Dica:
No diagrama de flechas de f, cada flecha representa
um unico elemento de X.

Exercicio 3.4.5. Sejam X e Y conjuntos finitos.

(a) Suponha que X tem um ntmero maior ou igual de
elementos que Y. Mostre que existe uma funcao so-
brejetiva, de acordo com a Definicao 3.1.5, de X para
Y.

(b) Suponha que exista uma func¢ao f : X — Y sobrejetiva,
de acordo com a Definicao 3.1.5. Mostre que X tem
um numero menor ou igual de elementos que Y. Dica:
No diagrama de flechas de f, cada flecha representa
pelo menos um elemento de X.

Exercicio 3.4.6. Sejam X e Y conjuntos finitos.

(a) Suponha que X e Y tém o mesmo ntmero de elemen-
tos. Mostre que existe uma funcao bijetiva de X para

Y.
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(b) Suponha que exista uma funcao f : X — Y bijetiva.

Mostre que X tem o mesmo ntumero de elementos que
Y.

Exercicio 3.4.7. Vimos no Exemplo 3.2.4 que a funcao g :
R — R dada por g(z) = 2% ndo é injetiva. Verifique que ela
também nao é sobrejetiva.

Exercicio 3.4.8. Seja f : X — Y, com X e Y sendo conjun-
tos finitos. Convenca-se de que as relagoes entre o tamanho
de X e o tamanho de Y nao mudam se f for injetiva de
acordo com a defini¢cao 3.1.1, ou se f for injetiva de acordo
com a definicao 3.2.1. Faca o mesmo com f sendo sobreje-
tiva.

Exercicio 3.4.9. Mostre que N e o conjunto dos impares
tém o mesmo tamanho.

Exercicio 3.4.10. Seja () o conjunto dos quadrados perfei-
tos, ou seja, o conjunto dos inteiros positivos que sao o qua-
drado de algum inteiro. Defina f : N — Q por f(z) = 22
Mostre que f é bijetiva. Compare com o Exercicio 3.4.9.

Exercicio 3.4.11. Verifique que a funcao f do Exemplo
3.3.3 ¢ bijetiva.

Exercicio 3.4.12. Verifique que a funcdo f do Exemplo
3.3.4 é injetiva, mas nao ¢é sobrejetiva. Verifique que a funcao
g do mesmo exemplo é bijetiva. Dica: use o fato que os
nimeros 2, 3, e 5 sdo primos.

Desafio 3.4.13. Dizemos que um conjunto X é subconjunto
de Y se todo elemento de x é elemento de Y. Todos os
conjuntos que vimos na se¢ao 3.3.1 sao subconjuntos de N.

(a) Seja X subconjunto infinito de N. Inspirando-se no
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Exemplo 3.3.4, mostre que existe uma bijecao entre N
e X. Conclua que todo subconjunto infinito de N tem
o mesmo tamanho que N.

No item (a), onde vocé usou que X é infinito? O que
acontece quando vocé tenta usar o método de (a) para
definir uma bijecao entre N e um subconjunto finito de
N?

Desafio 3.4.14. Seja X um conjunto. O conjunto das par-
tes de X, denotado por P(X), é o conjunto de todos os
subconjuntos de X. Assim, o conjunto das partes de {1,2} é
o conjunto cujos elementos sao @, {1}, {2}, e {1,2}. O con-
junto @ é o chamado conjunto vazio; ele nao possui nenhum
elemento e ¢é considerado subconjunto de qualquer conjunto.

(a)

Encontre todos os elementos do conjunto das partes
de {1,2,3} e {1,2,3,4}. Quantos elementos tem cada
conjunto? Vocé consegue descobrir quantos elementos
tem o conjunto das partes de um conjunto finito?

Seja X um conjunto. Defina f : X — P(X) por f(z)
é o conjunto {x}. Mostre que f é injetiva.

Sejam X um conjunto e g qualquer funcao de X para
P(X). Considere o conjunto Y de todos os elementos
x de X tais que = ¢ g(x). Mostre que nao existe z tal
que g(x) =Y e, portanto, g ndo pode ser sobrejetiva.
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