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Apresentacao

Prezado leitor,

E com satisfacdo que apresentamos o caderno de resumos
da 62 edicao da Jornada de Matemédtica, Matemética Aplicada
e Educacao Matematica - J3M. Este é um evento idealizado,
produzido e coordenado pelos estudantes do grupo PET - Ma-
tematica da UFPR.

A J3M nasceu da necessidade e do desejo de se criar um
ambiente propicio para apresentagao dos trabalhos de Iniciagao
Cientifica desenvolvidos no ambito do Departamento de Ma-
temdtica da UFPR. E um evento que vem se consolidando como
um importante canal de comunicagao entre o grupo PET - Ma-
tematica, os Cursos de Matematica e Matematica Industrial da
UFPR e estudantes de outras universidades.

Nesta edicao, estao contempladas as areas de Algebra, Analise
Matemaética, Andlise Numérica, Educacao Matematica, Geo-
metria e Otimizacao. As bancas especializadas de avaliagao
sao compostas por docentes e estudantes de pds-graduagao da
UFPR. Como forma de incentivo aos alunos apresentadores sao
concedidas distingoes aos trabalhos que obtém as melhores ava-
liacoes por parte das bancas.

Gostaria de agradecer a cada um dos alunos do PET-Matematica
pela dedicacao e cuidado que dispensaram para a realizacao
dessa edicao da J3M. Também agradeco aos professores e es-
tudantes de pds-graduacao pelo excelente trabalho realizado nas
bancas de avaliacao. Registramos também nosso reconhecimento
a Direcao do Setor de Ciéncias Exatas, ao Departamento de Ma-
tematica e a coordenacao do curso de Matematica pelo apoio
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recebido em todas as etapas desse evento.

Prof. Dr. Cleber de Medeira
Tutor do PET- Matemética - UFPR
Novembro /2022
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Elementos primos e elementos irredutiveis do
anel Z,,

Aline Kowalski*
Licenciatura em Matematica - UFSC Blumenau
alinee.kowalski@gmail.com

Prof. Felipe Vieira
Departamento de Matematica - UFSC Blumenau
f.vieira@ufsc.br

Palavras-chave: anéis Z,,, elementos primos, elementos irredutiveis.

Resumo:

Dado um anel Z,, qualquer, é possivel caracterizar o conjunto de seus elementos
primos e o de seus elementos irredutiveis, além de calcular a quantidade de elementos
de cada conjunto conforme [2].

Lembrando que temos um elemento 0 # p € Z, primo se p | @b, entdo 7 | @ ou
p|b,Va,be Z,.

Teorema 1: Dado n € N\{0}, definimos o conjunto de elementos primos de Z,, como
{a €Z,:3p e m,,p<n,mde(a,n) =p},

em que m, é o conjunto de nimeros primos que dividem n.
Lembre também que um elemento 0 # @ € Z, é irredutivel, se a ndo for inversivel,
e sempre que existirem 7,7 € Z, tais que @ = Ty, € T ou g sera inversivel.

Teorema 2: Dado n € N\ {0}, caracterizamos o conjunto de elementos irredutiveis de
7., como
{E € Zy, :3Ip € my,p* | n,mde(a,n) = p},

em que , é o conjunto de nimeros primos que dividem n.
E para verificar a cardinalidade de cada conjunto, utilizamos o seguinte teorema.

Teorema 3: Sejan = pm € Ne A, = {a € Z,, : mdc(a,n) = p}, em que A, é o conjunto
de elementos primos de Z,. Entao, a fungéo f : 4, — U(Z,,) definida por f(a) = 2 é
bem definida e bijetora.

Corolario:

*Bolsista do Programa PIBIC "C*-agebras e grupoides”.



1. A quantidade de elementos primos de Z,, € dado por

n
§ L2 B )
pemn  \P
p<n

2. A quantidade de elementos irredutiveis de Z, é dado por

>e(5):

P’In

em que ¢ é a fungao de Euler.

Referéncias

[1] GONCALVES, A. Introducéo a Algebra. Rio de Janeiro: SBM, 1979.
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Sequéncias Espectrais

Fernando Augusto de Lima Filho
Bacharelado em Matematica - UFPR
nandolima2990@gmail.com

Prof. Eduardo Outeiral Correa Hoefel (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
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Palavras-chave: Complexos, Homologia, Sequéncias Espectrais.

Resumo:

As sequéncias espectrais sao ferramentas de algebra homoldgica utilizadas em di-
versas areas da matematica tais como algebra, geometria e topologia. Neste trabalho
daremos uma definicdo de sequéncia espectral e apresentaremos o conceito de con-
vergéncia de uma sequéncia espectral, a seguir mostraremos alguns exemplos.

Um complexo M = (M, d,)nez € uma familia (M, ),z de R-médulos e de morfis-
mos de R-modulos (d,, : M,, — M,_1).cz Sobre um anel R, onde cada d,, € chamado
de diferencial e satisfaz a seguinte propriedade: d,.d,,1 = 0, ou seja, Im d,,; C
Ker d,.

dnt1 d
: ]\/[n < ]\Jn— 1

M, n+1

Definimos a n—ésima homologia do complexo M = (M,,, d,,)ncz como sendo o médulo
quociente
Ker d,

H,(M):= ——=
( ) Im dn+1
Um complexo M é dito filtrado se existe uma familia de subcomplexos (F?M ),z tal
que F~'M C FiM paratodo i € Z, e a partir dessas filtragdes podemos construir as
sequéncias espectrais. Do mesmo modo, definimos um complexo duplo como uma
tripla (M, d’,d"), onde M = (M, )@ q)ezxz $80 R-mbdulos duplamente indexados tais
que (M, d) (linhas) e (M, ,,d") (colunas) sdo complexos e cada quadrado dos dia-
gramas anticomuta.



L AIP*L(HJ — ﬂ/jp‘(ﬁ»l — A/[P‘Flwfﬁ’l — ...

| | [

) p,x pls o
S ]\/[pth ‘Uzuq A‘Upﬂyq

T e

e My g1 —— Myg —— My 401 — ..
| | |

Dado um complexo duplo obtemos o complexo total Tot(M) = (Tot(M),, Dn)nez
com filtragdes ('F Tot(M))nez € ("'F Tot(M)),ez, € cada filtragdo da origem a uma
sequéncia espectral que ir4 convergir para a homologia do complexo total. Por fim
daremos alguns exemplos e utilizaremos as sequéncias espectrais para demonstrar o
seguinte resultado.

Teorema. Sejam P, e Qp resolucdes projetivas deletadas de um R-médulo A e
um R-mddulo B, entdo Tor® (A, B) = tor® (A, B).

Referéncias

[1] ROTMAN, J.J. An Introduction to Homological Algebra. New York: Springer,
2008.

[2] ASSEM, I. Algébres et Modules: Cours et exercices. Ottawa: Les Presses de
I’Université d’Ottawa, 1997.

[3] MCCLEARY, J. A User’s Guide to Spectral Sequences. Cambridge: Cambridge
University Press, 2008.



O problema de Hurwitz e a classificacao das
algebras de composicao

Isac Messias Michelon *
Licenciatura em Matematica - UFPR
isacmicic@gmail.com

Profa. Maria Eugénia Martin (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
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Palavras-chave: algebras de composigdo, processo de Cayley-Dickson, teorema de
Hurwitz.

Resumo:
Uma propriedade muito interessante dos nimeros inteiros € que o produto da soma
de dois quadrados € igual a soma de dois quadrados, como por exemplo:

(22 43%) - (12 + 9%) = 13- 82 = 1053 = 625 + 441 = 25% + 21%,

Essa propriedade é um caso particular de uma propriedade muito mais valiosa: dados
a e b dois nimeros complexos, entdo a norma do produto é o produto das normas, i.e.:
la-b| = |a| - b]. Se escrevemos a = x1 + ixs € b = y; + iy», €ntdo a seguinte férmula é
valida para quaisquer nimeros reais 1, s, Y1, Yo:

(2} +23) - (U7 +13) = (2192 — 2212)” + (2192 + T211).

A partir dessa féormula, podemos pensar naturalmente em perguntas como: sera que
existe alguma férmula andloga para soma de 3 quadrados? De 12? De n quadrados?

Grandes matematicos como Euler e Lagrange, conheciam identidades semelhan-
tes para a soma de 4 quadrados, mas s6 no comego do século XIX, C. F. Degen,
encontrou o primeiro exemplo de uma identidade para a soma de 8 quadrados.

Ao longo do século XIX, varios avangos no tema ocorreram, como por exemplo
a correlagao entre a existéncia de uma identidade para soma de n quadrados e a
existéncia de uma algebra de divisdo de uma forma quadratica positiva definida de
dimenséo n sobre R. No final do século XIX, Hurwitz provou que as Unicas algebras
de divisdo munidas de uma forma quadratica positiva definida sobre os nimeros reais
sao R, C, os quaternios H e os octonios O (veja [2]). Este resultado, conhecido como

*Voluntario no Programa de Voluntariado Académico (PVA).



Teorema de Hurwitz, tem como consequéncia principal o fato de que férmulas multi-
plicativas para somas de quadrados somente podem ocorrer em dimensodes 1,2,4 e
8.

Note que a férmula dos nimeros complexos que motivou esse estudo é essencial-
mente sobre norma, e lembrando que existe o produto interno entre nimeros comple-
X0s, podemos generalizar nosso problema da propriedade da norma para uma forma
quadrdtica ndo degenerada sobre um corpo qualquer. Para quais formas quadraticas
vale um resultado analogo ao teorema de Hurwitz? Essa questdo, conhecida como
o problema de Hurwitz, foi resolvida em trabalhos de Albert, Kaplansky e Jacobson.
Acontece que, neste caso, o problema também se reduz a descrigdo de uma certa
classe de algebras, as chamadas "algebras de composigao”.

Dizemos que uma algebra (unitaria) (A, -) € uma algebra de composicao se ela
possui uma forma quadratica ndo degenerada n(z) tal que n(z-y) = n(z)n(y) para todo
z,y € A. Estas algebras podem ser obtidas através do Processo de Cayley-Dickson,
por meio do qual dada A uma &lgebra com involugéo, constréi-se uma nova algebra
com involugao que contém A e tem dimensao o dobro da dimensao de A. A algebra
resultante € uma algebra de composicdo se, e somente se, a algebra original A for
associativa.

O objetivo desse trabalho foi estudar a descricdo de todas as algebras de compo-
sicdo sobre um corpo qualquer de caracteristica diferente de 2 apresentada no cha-
mado Teorema Generalizado de Hurwitz, [1]. Incrivelmente, existe uma semelhanga
impressionante entre a resposta desse problema para F = R e para F um corpo qual-
quer: As algebras de composig¢ao tém dimensao 1, 2,4 ou 8 e podemos encontrar uma
forma explicita para a forma quadratica n(xz) de A em cada caso, a qual, ao admitir
composicao n(z - y) = n(x)n(y), responde o problema de Hurwitz.

Referéncias

[1] S'LINKO, Z.; SHESTAKOV, I. Rings that are nearly associative. Moskow:
Nauka, 1978.

[2] CURTIS, M. Abstract Linear Algebra. Houston: Springer-Verlag New York Inc,
1990.

[3] SCHAFER, R. D. An Introduction on to Nonassociative Algebra. Oklahoma:
Stillwater, 1961.



Classificacao das representacoes
indecomponiveis de quivers euclidianos a partir
do seu defeito
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Palavras-chave: Algebra, Teoria de Representacdes, Algebras Mansas.

Resumo:

Conseguimos classificar k-algebras com o estudo de representagdes de quivers,
através do Teorema de Gabriel. A partir de uma k-algebra de caminhos de um quiver
@ conseguimos classifica-lo como manso ou selvagem a pela sua forma quadratica.
Um dos objetivos do estudo das representagdes de algebras de dimensao finita é
classificar as raizes da forma quadratica associada, pois estas raizes estao direta-
mente ligadas a suas representagoes, e portanto a seus médulos. Em nosso trabalho
apresentamos uma maneira de classificar todas as raizes de determinados tipos de
quivers.

Sabemos que essa forma quadratica é positiva definida se, e somente se, o quiver
é do tipo Dynkin. Nesse caso, dizemos que o quiver é de tipo de representagao finita,
o0 que significa que sua forma quadratica tem uma quantidade finita de raizes.

Por outro lado, a forma quadratica pode ter uma quantidade infinita de raizes. Se
isso ocorre, dizemos que o quiver associado é de tipo de representagao infinita. Dentro
dessa possibilidade temos dois casos: 0 manso e o selvagem. Intuitivamente, eles
correspondem as situagdes em que, respectivamente, conseguimos classificar todas
as raizes e a que nao conseguimos.

Isto nos leva a outra correspondéncia ja conhecida: entre formas quadraticas po-
sitivas semidefinidas (mas nao positivas definidas) e quivers ditos euclidianos. Esse
corresponde ao caso manso, que foi tratado em nosso estudo e que apresentaremos
€m nossa exposicao.

A classificagao no caso Dynkin pode ser feita da seguinte forma: definimos uma
operagao reflexdo, que preserva a forma quadratica. Consideramos entdo o grupo
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gerado por essas reflexdes, chamado de grupo de Weyl. Denotamos esse grupo por
Wq. Nesse caso, esse grupo é finito e com ele podemos conhecer todas as raizes de
um quiver. Por outro lado, no caso euclideano, W, néo é finito e temos que encontrar
outros meios de classificar essas raizes.

Sendo o radical da forma quadratica estavel pela agao dos elementos do grupo
de Weyl, podemos definir o quociente de Z" pelo radical e assim definir elementos
induzidos pelo grupo de Weyl neste quociente. Denotamos o grupo gerado por esses
elementos induzidos como W,. E possivel mostrar que esse grupo & finito. Como
W é finito, o elemento induzido pela transformagéo de Coxeter ¢ tem ordem finita r e
entdo ¢’z =x mod N, onde N é o radical da forma quadratica. Este é gerado por um
Unico elemento, assumindo que @ é euclidiano. Entdo podemos reescrever a equagéo
como

v =a+ (0x) v,

onde v € um gerador do radical supracitado. Chamamos o inteiro 9.z de defeito de
x em respeito a c. Com isso, podemos classificar as raizes da forma quadratica em
relacao ao defeito, se este é negativo, positivo ou nulo. Entdo, com propriedades
desenvolvidas sobre o defeito do quiver, e da transformagao de coxeter, podemos
demonstrar o seguinte teorema:

Teorema. Seja @ = (Qo, Q1,s,t) um quiver euclideano, ¢ a matriz de coxeter corres-
pondente a uma numeragdo admissivel de Qq,, temos:

1. As raizes positivas de defeito negativo so os vetores da forma x = ¢* - p; onde
1<i<nes>0.

2. As raizes positivas de defeito positivo sdo os vetores da forma = = ¢* - ¢; onde
1<i<nes>N0.

3. As raizes de defeito nulo sdo os vetores da formax = xo+\-vonde0 <\ € Z
e xy é uma raiz positiva de defeito 0 e xy < v.

Aqui p; e q; sao raizes positivas que sdo obtidas a partir de uma composigao de re-
flexbes especificas nos elementos da base de Z™.

E possivel provar que ha uma bijecdo entre as raizes positivas e negativas, e es-
ses dois conjuntos de raizes particionam o conjunto das raizes da forma quadratica.
Portanto, classificamos todas as raizes de um quiver euclideano.

Referéncias

[1] ASSEM, Ibrahim. Tame Hereditary Algebras. Texto Manuscrito.

[2] ASSEM, lbrahim. Elements of the Representation Theory of Associative Al-
gebras: Techniques of Representation Theory. Cambridge: Cambridge University
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Resumo:

Escolhemos estudar a algebra de Lie sl, por ser a algebra de Lie mais simples,
porém fundamental, de uma certa classe de algebras de Lie de dimensao finita. Mais
ainda, em muitos casos as ideias que sao obtidas estudando sl, se generalizam de
modo relativamente facil para outras algebras de Lie semissimples.

Uma das ferramentas mais importantes no estudo de estruturas algébricas é a teo-
ria de representagdes: cada elemento da estrutura algébrica em questéo é associado
a um operador linear de algum espaco vetorial V' de forma que as relagdes entre os
elementos da estrutura sdo preservadas pelos operadores associados. Mais especi-
ficamente, se £(V) denota a algebra associativa dos operadores lineares de V, uma
representacao de sl, € um homomorfismo de Lie ¢ : sl, — £(V), onde £(V) é visto
como uma algebra de Lie via comutador.

As algebras de Lie nem sempre sdo associativas, mas considerando a algebra
universal envelopante U associada, podemos estender as representagdes de sl; a
representagdes de Ul(sly), que € uma algebra associativa.

Finalizamos este trabalho com o teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que descreve
como base de U(sly) o conjunto {fihiek : i, 5,k € Ny} a partir de uma base ordenada
de 5[2.

Referéncias

[1] MAZORCHUK, Volodymyr. Lectures on Si,(C)-Modules. Uppsala University,
Sweden. 2009.

[2] AXLER, Sheldon. Linear Algebra Done Right. Springer International Publishing,
32 edigao. 2015.
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Resumo:

O trabalho em questéo pretende falar sobre operagdes aritméticas que nio sao
ensinadas no ensino médio. A formagéo das operagdes inevitavelmente segue um
padréo, e se seguirmos esse padrdo podemos formalizar o que sdo conhecidas
como “hiperoperagoes”, e tracejar definicbes e propriedades para a “tetragao”, a
operagao que vem imediatamente depois da exponenciagéo.

Uma forma de expandir as operagbes aritméticas e formaliza-las, ¢ de criar uma

funcdo. Na verdade, varias funcdes. Serdo chamadas de #: Hi. A seguir, a definigao
das fungoes:

Hi:R*® xN* =R

wn

O “I” pode ser qualquer natural nao nulo, e sera o rétulo de cada fungao desse tipo.
As leis de formagéo se comportam e variam de acordo com cada valor para “i”:

Hy:(a,b)—a+b

Hs - (a b)'—F’Gb—Hifa Hi(a Hl(a ))))“b”cépiasdea)
Hjs : (a,b) — o” = Hy(a, Hy(a, Ha(a, ...)))) ¢ copias de a)
Hy:(a,b) — H&(a H3(a, H3(a, }))) (“b” copias de a)
Hs : (a,b) — Hy(a, Hy(a, Hy(a, }))) (“b” copias de a)

H; : (a,b) > Hi_y(a, Hi_1(a, Hi_y(a,..))))

Para todo i maior que 1, a fungao : H: se define a partir da fungéo Hi-1 Hi-1

" Bolsista do PET Matematica UFSC.
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Essas fungdes serdo chamadas de hiperoperagdes. Cada hiperoperagéo se baseia
em um processo repetido da hiperoperagao anterior.

A tetragédo baseia-se na exponenciagéo repetida. A seguir, a sua defini¢cao, na figura
1. Empregar-se-a aqui a notagdo mais comumente usada:

b copias de a

a"

ba:aa

Figura 1: definicdo de tetragao
Fonte: do autor
Ira se referir a isso como “a superelevado a b”. Se tem “a” de base e “b” de
tetrapoente.

Na tetragdo, as propriedades validas nao incluem produtos, mas sim, expoentes.
Uma propriedade muito importante que decorre diretamente da definicao da
operagdo é (HOON, 2014, p. 1):

b+1 a aba,
Saber que existe mais além das trés operagbes matematicas, que vém junto de

propriedades e todo um universo de estudo por tras delas, pode maravilhar qualquer
amante da matematica.

Referéncias:
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Resumo:

O objetivo do trabalho é introduzir as Representacdes de quiver. Tais objetos po-
dem ser identificados com a estrutura de médulos sobre certas algebras, dentre outras
aplicagdes, mas o foco aqui serd introdutério: definir a categoria das representagoes
de quiver e dar inicio ao estudo de possiveis classificagdes que é comumente tratado
em Teoria de Representacdes de Algebras. A primeira classificacdo sera de acordo
com a finitudade ou ndo da categoria das representagdes indecomponiveis de um
quiver.

Vamos comegar a clarear tais conceitos. Um quiver @ é um grafo orientado, ou
seja, € um diagrama composto por um cojunto de vértices Q, e por um conjunto de
flechas Q;.

Exemplo 1:
5
(e ~
] > ; s 5@

1 g

Fixado um quiver @, uma representagao de () é determinada por um espago ve-
torial para cada vértice em @, e uma transformagao linear para cada flecha.

Exemplo 2:

*Bolsista do Programa de Educagao Tutorial - PET-Matematica.
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Dadas duas representagoes de um mesmo quiver ) podemos definir conceitos como
soma direta, morfismos, isomorfismos, etc. Assim podemos definir a categoria das
representagoes de @, RepQ, e também a categoria das classes de isomorfismos das
representacoes indecomponiveis de @, IndQ.

Vejamos alguns exemplos para o quiver:

Q : o — >
1. A soma direta das representagoes

Ty®Tw

ViV, e W W W, éVEW: ViaWw, v, e W, ;

2. Uma representagao € indecomponivel se ela ndo pode ser escrita como soma
direta;

3. Fixado um corpo k, todas as representagdes indecomponiveis para esse quiver
sao:

E—2-0,0- ke k- k

Problema de subespacos: Para o quiver

Q=1 0 5
uma representagao genérica é da forma:
T, T

onde Vi, V; sado espagoes vetoriais e Ty: Vi — Vi, Ta: Vo — V) transformacgoes
lineares.

Podemos escrever V; = Ker(T1) @ V{, Vo = Ker(1>) @ V5. Encontrar todas as
representagdes indecomponiveis de @, neste caso, se reduz a classificar triplas (Vo, V1, V3)
com V; e V, subespagcos de V;. Ou seja, um problema puramente de Algebra linear
que nos leva a 6 representagdes indecomponiveis.

Analogamente, o problema de classificar as representagdes do quiver

é equivalente a classificar triplas de subespacos de um mesmo subespago. Aqui po-
demos verificar que ha 12 representagdes indecomponiveis.
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Ja para o quiver
L] L]
. / \.
o problema deixa de ser finito, ou seja, ha infinitas representagdes indecomponiveis e
necessitamos de outras ferramentas para estudar essa categoria. O Teorema de Ga-

briel classifica todos os quivers que admitem uma quantidade finita de representagdes
indecomponiveis, mas esse é um tema para outro estudo.

Referéncias
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Palavras-chave: poligonos regulares, régua e compasso, primos de Fermat, corpos,
teoria de Galois.

Resumo:

Este trabalho tem como objetivo caracterizar quais poligonos regulares sao cons-
trutiveis no plano apenas com régua e compasso, dado um segmento unitario. Esse
tema surgiu a partir de uma iniciacéo cientifica realizada sobre teoria de Galois, quando
foram provados varios resultados interessantes sobre a construtibilidade de segmen-
tos e angulos no plano utilizando resultados da teoria de corpos.

As construgdes com régua e compasso foram estudadas por meio dos pontos
construtiveis em R?, definidos recursivamente da seguinte forma: Um ponto P € R? é
construtivel se P = (0.0), P = (1, 0) (que seriam as extremidades do segmento unitario
dado) ou P é aintersecgéo entre retas e circunferéncias construidas a partir de pontos
previamente construidos. As retas e circunferéncias presentes nessa definigdo fazem
0 papel, respectivamente, da régua e do compasso.

Como a construgdo de um novo ponto consiste em encontrar a intersecgéo entre
retas e circunferéncias em R?, isso equivale algebricamente a resolver sistemas poli-
nomiais entre equagoes polinomiais de grau 2 (correspondente a equagao de uma cir-
cunferéncia) e de grau 1 (que correspodem a equagao de uma reta) em duas variaveis,
para encontrar suas coordenadas. A resolucao de sistemas dessa forma envolve, em
geral, a resolugao de uma equagao de segundo grau, que por sua vez envolve extrair
uma raiz quadrada de um numero (o discriminante da equagao). Dessa forma, se
temos uma colegao de pontos construtiveis P, --- , P, com K sendo o corpo gerado
por suas coordenadas, construir um novo ponto P,.; correponde a fazer a adjuncédo

*Voluntario do Programa de Iniciagao Cientifica
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de uma raiz quadrada sobre o corpo das coordenadas K (v/A) 2 K. E como medir a
distancia entre dois pontos também envolve a extragdo de uma raiz quadrada, temos
o principal resultado que liga a algebra as constru¢des geométricas: Existe um seg-
mento de medida a se, e somente se, existe uma cadeia de extensdes quadraticas
(extensdes de corpos que fazem a adjungao de uma raiz quadrada) K, 2 --- 2 K; D
Ky = Qonde a € K,. Em particular, se a é a medida de algum segmento construtivel,
temos que [Q(a) : Q] (a dimenséao de Q(«) como Q-espaco vetorial) deve ser uma
poténcia de 2. A reciproca desse caso particular nem sempre é verdadeira, ela sera,
porém, para uma certa classe de extensdes dos racionais, chamadas de extensdes
abelianas, que sao mais profundamente estudadas na teoria de Galois. Para a ex-
tensdo Q(cos(27w/n)) 2 Q (n € N), que é de grande importancia para a classificagao
dos poligonos regulares, vale a reciproca, se [Q(cos(27/n)) : Q] € uma poténcia de
2, é possivel construir um segmento de medida cos(27/n). Esse resultado se deve a
resultados prévios mais técnicos, que nao serao abordados aqui.

Para finalmente abordar a construgao de um poligono regular de n lados, primeiro
notamos que construir tal poligono equivale a criar um arco de angulo central 27 /n
sobre sua circunferéncia circunscrita, que por sua vez equivale a construir um seg-
mento de medida cos(27/n) (construindo um tridngulo retangulo de hipotenusa 1 e
cateto cos(27/n)). E pelo resultado mencionado no pargrafo anterior, um segmento de
tal tamanho é construtivel se, e somente se, [Q(cos(27/n)) : Q] € uma poténcia de 2.
O que nos permite finalizar a caracterizagao, € o fato, completamente nao trivial, que
[Q(cos(2m/n)) : Q] = ¢(n)/2, onde ¢ é a fungdo totiente de Euler. Assim, é possivel
construir um poligono de n lados se, e somente se, ¢(n)/2 é uma poténcia de 2, e
aplicando as propriedades da fungéo totiente de Euler, junto & algumas manipulagoes
algébricas simples, concluimos que isso equivale a dizer que n = 2*p, - --p,,, para
algum k£ € Z,, com os p;’s sendo primos de Fermat distintos. Isso revela uma co-
nexao surpreendente e profunda entre teoria dos nimeros, geometria e algebra, e é o
resultado final deste trabalho.

Referéncias
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Resumo:
Um grafo direcionado £ é uma quédrupla (E°, E',r, s), onde E° é um conjunto
de vértices, E' é um conjunto de arestas e r e s sdo fungdes

rs: B — E°

chamadas de fungéo range e fungao source respectivamente. Intuitivamente, a funcdo
range informa para onde uma aresta vai e a funcdo source indica de onde a aresta
vem.

Tal como no grafo direcionado ¢ abaixo, as arestas podem fazer caminhos, isto
acontece quando dadas n arestas ¢y, - - , e, de um grafo direcionado, r(e;) = s(ei11)
paratodoi € {1,---,n —1}. No grafo direcionado abaixo, r(e) = v = s(f), portanto as
arestas ¢ e f formam o caminho ef.

C e C ! C
Dado um grafo direcionado E e um corpo K € possivel construir a algebra de
caminhos de E sobre K, denotada por Pk (F). Tal &lgebra é definida como o K-espago
vetorial cuja base é formada por caminhos em E e cuja multiplicagdo de elementos da
algebra é dada pela concatenagao de caminhos. Equivalentemente (veja [2]), Px(F) é
a K-algebra livre gerada por E°U E' sujeita as seguintes relagdes para todo v, w € E°
e paratodo e € E':

* (V) vw=0paratodov #wewvv=uv;

* (E1) s(e)e =er(e) =e.
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O grafo estendido de um grafo direcionado E, denotado por £, é o grafo direci-
onado com 0os mesmos vércies que o grafo E original e com as arestas do grafo £
original, mais as arestas (E')* = {e¢* | ¢ € E'}, de modo que as fungbes range e
source sdo estendidas para £ do seguinte modo r(e*) = s(e) e s(e*) = r(e). Logo,

com base em (E1), se impde a seguinte condigdo anéloga, (E2), em I parae € E' e
e* € (EY)™.

* (E2) r(e)e* = e*s(e) = e*.

O grafo estendido de £ denotado por é pode ser visualizado como abaixo.

€ f
e* f *

Um vértice v de um grafo direcionado E é dito regular se s~1(v) = {e € E' | s(e) =
v} for finito e ndo vazio. Em tal situagdo o vértice v emite uma quantidade finita e ndo
nula de arestas. O conjunto de todos os vértices regulares de um grafo direcionado F
sera denotado por Reg(E).

Impondo as seguintes relagdes adicionais para todo v € Reg(E), ¢* € (EY)* e
f e Etem Pg(E)

* (CK1) e*f=0parae# fece=r(e);
* (CK2) v =3 ,-1(, e

obtém-se a Algebra de Caminhos de Leavitt do grafo £ sobre um corpo K, denotada
por Lk (E). Equivalentemente, Ly (E) é a K-algebra livre gerada por E° U E' U (EY)*,
sujeita as relagoes (V), (E1), (E2), (CK1) e (CK2).

Um exemplo de aplicag@o de algebras de caminhos de Leavitt vem do estudo de
anéis ndo IBN. Um anel R com unidade é dito IBN se tem a propriedade do invariant
basis number, isto é, quando R" = R™ paran, m € {1,2,---} implica que n = m.

No livro [1] é construida a algebra universal para algum corpo K, denotada por
Lk(1,n) para n > 2 que satisfaz a relagdo Lx(1,n) = Lk(1,n)". Seja R, o grafo
direcionado abaixo, chamado de rosa em n pétalas, composto de um vértice v e n

arestas.
€1

€n Cé})’:) €2

A algebra de caminho de Leavitt de R,,, denotada por Lx(R,) esta sujeita as mes-
mas relagdes que Lk (1,n), de modo que estas duas algebras sdo isomorfas [1, Pro-
position 1.3.2], isto é, Lx(R,) = Lk(1,n) paratodo n > 2.

Dada a aplicagao deste tipo de algebras, surge o problema da classificagao, isto é,
quais condicdes sdo necessarias e ou suficientes para que duas algebras de caminhos
de Leavitt sejam isomorfas. Na referéncia [2] é mostrado que os grafos

=)=y
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e

OWBCO)

f

possuem algebras de caminhos de Leavitt isomorfas, mesmo sendo dessemelhantes
,afinal o primeiro grafo possui um loop enquanto o segundo ndo. Segue que para clas-
sificar este tipo de estrutura, é necessario o desenvolvimento de algumas ferramentas
algébricas. Este trabalho se dedica a apresentar tais ferramentas e mostrar como séo
usadas para a classificagdo de algebras de caminhos de Leavitt.

Referéncias
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Resumo:

A priori, infere-se que os objetivos deste trabalho consistem em apresentar con-
ceitos de modulos e algebras em categorias monoidais, uma extensao dos concei-
tos primarios vistos no curso de Estruturas Algébricas. Além disso, caracterizam-se
as nogdes estruturais basicas relacionadas aos médulos e as algebras, além disso,
identificam-se coélgebras e bidlgebras em categorias monoidais. Por fim, sdo dis-
postos os pré-requisitos necessarios para a definigio de uma algebra de Hopf na
producdo de um estudo no tocante aos médulos sobre uma algebra de Hopf.

A partir de um projeto de Iniciagao Cientifica, sob orienta¢éo da professora Virginia,
e de algumas disciplinas cursadas nos semestres de 2021.1 e 2021.2, houve um cres-
cente interesse a respeito do funcionamento e caracterizagao das estruturas envolvi-
das em alguns objetos de estudo. Em especial, houve uma investigacao envolvendo,
a priori, médulos, algebras e suas respectivas dualizacdes e, a posteriori, categorias,
em particular, categorias monoidais.

Dessa forma, em acordo com o préprio projeto, dadas as inferéncias necessarias
das etapas anteriores, faz-se indispensavel promover um acoplamento coerente de
afinidade entre cada uma das partes citadas. Uma vez que, buscam-se nao apenas
processos légicos advindos de teoremas e corolarios, mas também de exemplos mais
explicitos, ja que o ramo trabalhado esta imerso em abstragao.

Destarte, este projeto opera, em esséncia, de forma caracteristica a uma extensao,
um aprimoramento e, primordialmente, um aprofundamento das laboragdes e dos
esforgos produzidos ao longo dos Ultimos meses com a ocupagao proveniente do pro-
jeto descrito acima. Em melhores nogdes ao leitor, deve-se também providenciar efei-
tos aquele que nao apresentou contato com a teoria de categorias; logo, espera-se a
possibilidade de entendimento, interpretacédo e correlagédo entre os objetos tratados.

Outrossim, dada a fartura de conceitos generalizados a partir da teoria de catego-
rias, o principio do trabalho consiste também na representagdo um modelo introdutério
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envolvendo o tema citado anteriormente com énfase sobre as nogoes de moédulos,
algebras e principalmente, algebras de Hopf. Em especial, instiga-se uma premissa
demasiadamente interessante, ainda que necessite de uma quantidade significativa
de base tedrica, tendo em vista que muitos termos serdo relembrados, mesmo que
apenas para exemplificar algumas definigbes e resultados.

Nesse sentido, dadas as restricdes de subtemas, ha um desejo que se constitui,
em amplo contexto, no fornecimento de uma visao que discuta as seguintes relagoes:
a equivaléncia entre a definicao classica de algebra e a sua definicao na categoria
monoidal dos espacos vetoriais - via diagramas - sobre um corpo, a necessidade de
dualizar o conceito de uma algebra, isto é, caracterizar uma coélgebra e, por fim, a
descricao e o funcionamento das algebras em outras categorias monoidais como, por
exemplo, a categoria Set.

Por conseguinte, delimitados o tema e os objetos, resta designar os livros obser-
vados e, nesta aliquota, é possivel descrever duas literaturas preponderantes cujo
funcionamento ao longo do texto define, além essencialidade nos produtos, carater
justificativo de objeto metalinguistico. Em especial, a frase anterior respalda-se na
questao avaliativa dos motivos levados, para cada autor, de tomar certos ramos.

Isto é, a fim de exemplificar, constatar-se-a os propésitos do livro Hopf Algebras:
An Introduction tratar as algebras e médulos na categoria dos espagos vetoriais so-
bre um corpo. No mais, em adigdo a referéncia acima, o outro livro indispenséavel é
Corings and Comodules de Brzezinski e Wisbauer, o qual trata dos mesmos objetos
citados previamente, porém, desta vez, na categoria Mp. Por fim, adota-se uma bi-
bliografia complementar com o propédsito de sustentar, ainda mais, a base prépria ja
bem definida.

Logo, através da adjungao de todos os fatores aludidos antecipadamente, espera-
se que o leitor consiga desfrutar das discussdes dispostas de modo a evidenciar a
importancia da estrutura categoérica selecionada por cada autor. Em suma, ainda que
o projeto atue como fundagao intermedidria do ramo da algebra, obtém-se encorpa-
mento de repertério matematico para futuras pesquisas envolvendo a intersecg¢ao dos
ramos da teoria de categorias e algebras de Hopf em um programa de pés-graduagao
em matematica.
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Resumo:

Os sistemas dinamicos podem ser modelados através de sistemas de equagdes
diferenciais que dependem do tempo. Através do tempo, podemos observar, com
esses sistemas, representagdes de varios aspectos da natureza. Esse estudo inves-
tigou o modelo de Lotka-Volterra, conhecido também como sistema presa-predador.
Este sistema dinamico retrata como duas espécies de populagdes: uma presa e outra
predadora, interagem num mesmo ambiente, ao decorrer do tempo. Dentre as carac-
teristicas matematicas do modelo foco de estudo, pode-se destacar que trata-se de
um par de equacdes diferenciais, de primeira ordem, néo lineares. A partir do estudo
do modelo, consegue-se constatar que ha uma clara interagao ciclica nas relagdes
que ocorrem entre as populagoes de presa e predador. O movimento ciclico pode ser
bem observado na Figura 1.

Muitos Diminui¢do
predadores e dos

Aumento das

resas
poucas presas predadores P

C Tendéncia do
Diminuigdo
das presas

aumento dos
predadores

Figura 1: Movimento Ciclico do Modelo de Lotka-Volterra. Fonte: elaborada pelo autor.

25



Visando a interferéncia nesse ciclo, para controlar a populagao de presas, para que
essa ndo apresente um crescimento descontrolado, tornando-se uma praga, surge a
necessidade de aplicar ferramentas da teoria de controle. Desse modo, o empenho
principal do estudo foi verificar a existéncia do controle local no Modelo de Lotka-
Volterra, bem como, em quais condigdes tal controle existe. Para conseguir alcangar
os resultados obtidos foi necessario efetuar uma revisao bibliografica acerca dos prin-
cipais conteldos relativos a equagdes diferenciais e sistemas de equagodes diferen-
ciais, linearizagao de sistemas nao lineares, aplicagao dos Teoremas de Controle
Local, bem como o Teorema Kalman, estudo dos pontos de equilibrio, assim como
outros conteudos relacionados, para os quais fez-se o estudo e revisdo teérica das
referéncias [1], [2], [3], [4] e [5].

O modelo de Lotka-Volterra é dado por (1):

% = ar—cry
{ Y o= —by+dvy M
em que, = é a densidade da populacdo de presas (no instante t); y € a densidade da
populagéo de predadores (no instante t); a é o coeficiente de crescimento das presas;
b € o coeficiente de decrescimento dos predadores; ¢ € o coeficiente de morte das
presas por predador e d é o coeficiente de predadores devido a existéncia de presas
[1]. E necessario definir o ponto de equilibrio do sistema com o qual se fara o restante
do estudo. Nesse sentido, o ponto de equilibrio escolhido foi o ponto P = (b/d,a/c).
O outro ponto de equilibrio obtido: @ = (0,0), trata-se da origem, ou seja, ndo é um
ponto de interesse para o estudo.
A matriz jacobiana do modelo serd dada por (2):

) _fa—cy —CT
J(x;y) = ( dy —b+ d:l;> @

Logo, a matriz jacobiana do modelo, aplicada no ponto de equilibrio P sera dada

por (3):
B ba\_ (a—ct fc% (0 ’T“b
A= J(&’E)‘ ( de —b+d§> - <i 0 ®)

Em sequéncia denota-se por z = (z,y) o vetor das populagoes, zp = (zo, o) 0S
dados iniciais (no instante ¢ = 0) e por F'(z,¢) o campo de velocidades. Perturbando
o campo de velocidades, obtemos F(z,t,u) = F(z,t) + Bu, em que B = [10]" é a
matriz de entrada do controle «, na primeira equagao do sistema (1), que representa
a espécie de presas. O problema de controle € composto de, dados z; = (21, y;) € um
tempo T > 0, existe um controle v, tal que z(T) = (z1, 1), satisfazendo:

(15 2 2o

Deve-se garantir em (4) um controle u, para isso, aplica-se o Teorema do Con-
trole Local. Ou seja, sendo (z.,u.) um ponto de equilibrio e o sistema de controle
linearizado em torno do ponto de equilibrio (5):

oF oF
2= g(zm ue) z+ %(’Zeruc) u (5)
=A =B
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Obtém-se, pelo Teorema do Controle Local que, caso o sistema de controle lineari-
zado (5) seja controlavel, em consequéncia o sistema (4) sera localmente controlavel
em torno do ponto de equilibrio escolhido. Isto &, 3§ > 0;V|zg — ze|rn < 9§, |21 — ze|gn <
e existe u, um controle, tal que a solugdo de (4) satisfaz z(T") = z;.

Torna-se necessario portanto, garantir a controlabilidade do sistema linearizado,
para isso considera-se o sistema linear (6):

Z(t) = Az(t)+ Bu(t),t € [0,T]
{ z(0) = zeR" (6)

em que, A € M,.,(R) (definido em (3)) e B € M,,xn(R) (B=1 O]T ), 2(t) € R™u(t) €
R™. Visando a assegurar a controlabilidade de (6), aplica-se o Teorema de Kalman,
que afirma que, (6) é exatamente controlavel no tempo T' > 0 se, e somente se (7) é
satisfeito.

rank[B AB A’B --- A"'B] = n. (7)

Por fim, como na matriz de Kalman aplicada em nosso sistema: [BAB] ha duas li-
nhas linearmente independentes, cujo posto € 2, entdo rank[BAB] = 2 e pelo Teorema
de Kalman, o sistema sera controlavel para qualquer tempo, porém de forma local, no
ponto de equilibrio escolhido. Portanto, obteve-se a garantia da controlabilidade lo-
cal do modelo de Lotka-Volterra, em torno do ponto de equilibrio, para o problema do
controle da populagao de presas.
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Resumo:

Um dos maiores desafios na pesquisa de sistemas complexos é que sdo modela-
dos por equacgdes diferenciais que podem exibir comportamentos diversos, trajetorias
cadticas e, na maioria dos casos, nao possuem solugdo analitica. Com o objetivo
de tratar desse desafio, fizemos uma exploragdo matematica do modelo de atividade
neuronal de Hindmarsh-Rose (HR)[1] sob uma perspectiva da Teoria dos Sistemas
Dinamicos[2] e Teoria de Estabilidade, utilizando ferramentas de Calculo Diferencial e
Algebra Linear combinadas a um estudo numérico do sistema.

O modelo HR simula as rajadas de disparos do potencial de membrana de um
neurdnio cerebral e consiste no sistema de equagoes diferenciais ndo-lineares aco-
pladas 1, sendo x(t) a variavel dindmica relevante associada ao potencial e b, I, e k
parametros do neurdnio. Para a andlise, fixamos I = 4k — 1.

t=y—ad+ba’+1—2
y=1-5z%—y . (1)

= pA(z+k) - 2)
Os pontos onde o fluxo do sistema 1 permanece invariante no tempo séo cha-
mados de pontos fixos e possuem importancia para entender o comportamento de
equacoes diferenciais. Pontos fixos implicam que & =y = 2 = 0, ou seja, satisfazem o

sistema 2.
z=4(x + k)
y=1-"5z2 .
—2?+ (=5t —dx+1—4k+1=0

Como tomamos I = 4k —1, a Gltima equacao do sistema 2 pode ser reescrita como

w(—a?+(b—5)z—4) = 0 e tem trés raizes: o} = 0 e x5, = &2 +,/(;2)2 — 4. Usando

@)

*Bolsista do PIBIC.
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isso para satisfazer o sistema 2 nas variaveis y e z, obtemos que os pontos fixos sao
os mostrados em 3.

Py= (21, y1, 21) = (0, 1, 4k)
P = ( * x ’n*) = 7(0_5) + ((b_5)>2 —4 (1 _E *2) 4( * Jrk’)

2= (g, U2, 2 2 2 ) or5”) , 4Ty . (3)
Py = (a5 w5, %) = (Y52 - V(5T —4) (1= 503), (a5 + )

Isso significa que trajetérias do sistema 1 com condigdes iniciais exatamente sobre
os pontos P, P, e P; permanecem constantes, isto €, ndo variam no tempo.

A fim de estudar o comportamento do neurdnio quando as condigdes iniciais estdo
suficientemente proximas desses pontos fixos, podemos linearizar o sistema 1 através
da matriz jacobiana Df avaliada em cada ponto fixo, conforme feito na equagao 4.

0t/0x 0t/dy 0i/0z —32*2 4+ 202" 1 -1
Df(z*, y*, 2*) = |0y/0x 0y/dy 0y/oz| = —10z* -1 0 (4)
0z/0x 0z/0y 0%/0z dp 0 —p

O polinémio caracteristico p(\) de Df é dado por p(\) = det(Df — AI). Portanto,
temos que —p(A\) = X* + axA? + a1\ + ag, onde os coeficientes sdo dados em 5.

ay = 32*2 — 2ba* + 1+ p
ay = (32*% — 2bz*)(pn + 1) + 5 + 102~ . (5)
ag = pu(3z*% + (10 — 2b)a* + 4)

Os autovalores sdo as raizes desse polindmio, isto é, det(Df — AI) = 0. Usando
que z; = 0 nos coeficientes em 5, o polindbmio caracteristico de Df avaliada no ponto
fixo Py € (—1 — A\)(A\2 + A + 4u) e seus autovalores sdo mostrados em 6.

- (P ()
) 25 3) — s 9 ,

L ®)

Assim, vemos que \g3 > 0 & (—p + /> — 16p) > 0 < u < 0. Logo, para u > 0,
M2, < 0, 0 que implica que o ponto fixo P, é estavel. Além disso, o fato de A, 5 serem
complexos para p < 16 demonstra que trajetérias proximas tendem para esse ponto
fixo de maneira oscilante. Portanto, podemos afirmar que P, é um foco estavel para
0 < p < 16. Isso pode ser elucidado através da integragdo numérica do sistema 1,
conforme exposto na figura 1a, onde usamos a condigao inicial (0,01, 1, 4k). Também
pode ser afirmado que P, trata-se de um atrator, uma vez que demonstramos que
trajetérias podem tender para P, quando atingirem o estado estacionario.

Em contrapartida, © < 0 = A, 3 > 0, mas A\; < 0 independentemente de . Nesse
caso, P, é chamado de ponto de sela (instavel). Dessa forma, ha uma bifurcagdo em
= 0 que consiste na inversao da estabilidade de P, devido a variacéo de .

Por sua vez, os pontos P, e P; dependem diretamente do parametro b e, para
termos nogao sobre suas estabilidades ao se variar p, fixaremos b = 10. Pelo critério
de Routh-Hurwitz, os autovalores de Df sé serdo todos negativos se, e somente se,
os coeficientes em 5 satisfazerem ay > 0, a; > 0 € aza; > ap.

Comob=10= a5 =4,entdoa, =pu—31 = ay > 0 & pu > 31. Jday = 120 = ap >
0 < p > 0. Semelhantemente, a; = —27u + 8 .. asa; > ag < —27u% + 833 — 248 > 0.
Chamando K, = 8834007105 g ¢ — 88-vO0TI05 ‘eontdo asa; > ap & K- < p < K.
Mas isso contradiz a; > 0, pois K < 31.
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Figura 1: Sistema 1 comb =10,k = 1,6 e u = 0,01.

Portanto, as inequagdes asa; > ag € az > 0 ndo podem ser ambas satisfeitas
concomitantemente. Como consequéncia, o critério de Routh-Hurwitz indica que os
autovalores de P, ndo podem ser todos negativos, ou seja, P, é ponto instavel inde-
pendente do valor de p. Um procedimento analogo pode ser realizado para o ponto
P3, demonstrando que também ¢é instavel.

Dessa maneira, obtemos o comportamento de trajetérias préximas aos pontos fixos
através da analise da estabilidade linear. Todavia, o sistema 1 é nao-linear, o que limita
nossa certeza sobre a estabilidade de trajetérias que se iniciam a partir de um limiar
de distancia dos pontos fixos calculados.

Por exemplo, na figura 1b usamos a condigéo inicial (0,1, 1, 4k) e obtemos um
comportamento neuronal chamado de regime de spikes. Nesse caso, a trajetéria ndo
mais tende para P; e ha um outro atrator que caracteriza esse regime.

Nesse sentido, podemos considerar a evolugdo das trajetdrias do sistema no espaco
de possiveis condigdes iniciais, chamado de espago de fase, obtendo se determina-
das condigdes tendem ou ndo para o atrator P, via integragao numérica. O espago de
fase do modelo HR é tridimensional, sendo necessario conhecer trés condigdes inici-
ais (zo, Yo, 20). Assim, é preciso tomar uma segao de Poincaré para visualizar melhor
esse espago, isto &, fixamos z, = 4k e analisamos (zo, yo)-

Por conseguinte, esbogcamos o espago de fase na figura 1c, em que os pontos
pretos representam as condi¢des iniciais (zo, yo) que tendem para o atrator P;. A
esse conjunto da-se o nome de bacia de atragao de P,. Os pontos em cinza sao as
condigbes que resultam no regime de spikes.

Logo, essa investigagdo matematica da estabilidade local do sistema 1 revela im-
portantes caracteristicas do comportamento das trajetérias do modelo HR, baseia
abordagens numéricas para problemas mais complexos e elucida conceitos funda-
mentais de sistemas dindmicos nao-lineares.
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Resumo:

Neste trabalho estudamos o teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimensdes 1
e 2, que nos garante a existéncia de um ponto fixo sempre que uma fungao continua
aplica um conjunto fechado dentro de si mesmo. Nosso objetivo principal € demonstrar
o teorema em cada dimens&o proposta e para isso, usamos estratégias distintas para

cada um dos enunciados.

A ideia de ponto fixo é um tanto simples e é compreendida como um ponto cuja
imagem via certa fungao € o préprio ponto. Ou seja, dada uma fungao f e um ponto
o, S€ ao aplicar a fungao obtivermos que f(zy) = o, entdo x, € um ponto fixo para

esta tal fungao f.

Note que encontrar um ponto fixo para uma dada fungdo f € o mesmo que en-
contrar um ponto de intersecgao entre os graficos de y = f(z) e da fungéo identidade

Y =2

b

T

y = f(z)

Lo

Figura 1: Gréafico de uma fungéo f qualquer e retay =z



O teorema em dimenséo 1 nos diz que:

Teorema 1 (Ponto Fixo de Brouwer em dimensao 1) Qualquer fungdo continua
f : la,b] — [a,b] tem pelo menos um ponto fixo, isto é, existe zy € [a,b] tal que
f(l’()) = Tp-

O provamos a partir da construgao de uma sequéncia de intervalos fechados en-
caixados, dividindo o intervalo fechado [a,b] em subintervalos cujos pontos extremos
sao levados pela fungao em direcoes opostas.

O teorema em dimens&o 2 nos diz que:

Teorema 2 (Ponto Fixo de Brouwer em dimensao 2) Qualquer fungao f : D — D
continua, com D C R2? um disco, tem pelo menos um ponto fixo.

Enunciamos desta forma, sendo D c R? um disco, pois é possivel mostrar que o
disco é homeomorfo a outros subconjuntos compactos de R2.

Para a demonstragao deste teorema, usamos o conceito de retragao, definido
abaixo.

Definicdo 1 (Retragdo) Dados A C R? e B C A. Dizemos que a fungdor : A — B é
uma retragao se for continua e se r(b) = b, para todo b € B.

Com isso, mostramos a equivaléncia do Teorema 2 e do teorema que segue:

Teorema 3 (Nao-Retracao) Nao existe qualquer retragdo que aplique o disco unitario
fechado D em sua borda, B.

Ao longo do trabalho, além de demonstrarmos o teorema como proposto, mostra-
mos a equivaléncia do teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimens@o 1 com os
teoremas que seguem:

Teorema 4 (Valor Intermediario) Seja f continua definida no intervalo fechado |a, b]
tal que f(a) < f(b). Se um numero c satisfaz a condicédo de f(a) < ¢ < f(b), entdo
existe um ponto x, € [a,b] para o qual f(z,) = c.

Teorema 5 (Anulamento) Se f for continua no intervalo fechado [a,b], f(a) € f(b)
tiverem sinais contrarios em relagao ao eixo x, entao existira pelo menos um c < [a, b|
tal que f(c) = 0.

E por fim, apresentamos também algumas aplicagdes do Teorema 1 a partir das
equivaléncias comentadas.
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Resumo:

A nocao de adigao vista como uma certa “quantidade de quantidades” é primordial
na Matematica; sabe-se somar trés nimeros, quatro nimeros, mil nimeros. Assim,
pode-se questionar: o que poderia significar, por exemplo, a soma de —3 nimeros, a
soma de = nimeros ou, de forma geral, a soma de z € C nimeros?

Como primeiro exemplo, ao se considerar S(n) = >0 i = 14+2+3+--- +n,
demonstra-se que S(n) = n(n + 1)/2, de forma que a fungdo f(z) = z(xz + 1)/2,
definida sobre R (ou C), interpola S(n), ou seja, f|x = S. Ademais, tal interpolagéo
parece ser a mais natural possivel. Assim, parece intuitivo definir Y7, ¢ := 7(7+1)/2.
Analogamente, obtém-se as “versdes continuas” de somatérios classicos, tais como
s, Yk e Y ¢, utilizando-se as respectivas formulas fechadas.

Dessa forma, definir a “soma dos primeiros = termos de uma fungao f” corresponde
a definir a interpolagéo “mais natural” para a fungéo n — >7_; f(k) e, em seguida,
calcular o valor de tal interpolagdo no ponto 2. Por mais estranho que tal ideia possa
parecer, algumas somas exibem certas propriedades somente quando sao analisadas
sob um “contexto continuo”.

Motivacoes:
Dada uma funcdo f : U ¢ C — C, afungdo =z — 3°f = 3;_, f(k) que associa
acadaz € V C C a“soma dos = € C primeiros termos de f” [2], sera denominado

“Bolsista PICME

33



somatdrio fraciondrio de f. Para um caso particular de um tipo especial de fungoes,
denominadas fraciondrio-somaveis [1], calcula-se seu somatério fraciondrio a partir de

S5 f = S(k) - flk+ ). (1)

k=1

Por exemplo, a fungdo f(z) = 1 é fracionario-somavel, donde:

N
Fo =3 =35 =2 (5 ) @

Observa-se que tal fungéo possui propriedades interessantes, tais como £’(0) =
72/6 e [} F(t)dt = v, em que v é a constante de Euler-Mascheroni. De forma geral,
com respeito a derivada avaliada em zero, quando o seguinte limite existir, definimos
a esséncia de f por:

estf) = i 3 351 = (359, ®

De fato, a partir de certas propriedades e axiomas encontrados em [2], pode-se
demonstrar que=’f = 0. Listamos, a seguir, a esséncia de algumas fungdes:

f ess(f)

T ¢

x =2, wé {0} —w - ((—w+1)
x = w*,w ¢ {0,1} = In(w)

x +— In(z) —y

T e z

x + sen(mx) Z

x — cos(mx) 0

T ™y %Jr%

Outras propriedades importantes com respeito a somatérios fracionarios sao:

1) Vn € Zso, éf = fjf(k),
k=1

2) V(r,y) €C Y fK) =35 f 35 £,
k=x

Yy+s

3) V(z,y,5) €C? ¥ f(k) E (k+s),
k=x

k=z+s

x

4) ¥ () € € 3 (A +pg) =2 S + g,

Ademais, o produto fracionario de f é definido por:

7 =10 = oo (= <1nof>> . @

34



Como exemplo de produto fracionério, a fungdo gama pode ser escrita por:

D(a+ 1) =P[id —Hk (5)

Relac6es com resultados classicos:
Para uma vasta familia de fungdes, pode-se mostrar as seguintes identidades:

T T (=S} k
' — o ((FO—DY 2o
dlgffess )+Ef e gf—;esb(f )M.
Tais resultados geram identidades classicas tais como

In(T(z+1))=—yz+ Z (6)

pois 3¥*In = In (I'(x + 1)), ess(In) = —y € ess (ln k_l)) = (=1)k(k — 1)!¢(k) para k > 2.

Comoess (371 gr) = X j—; ess(gx), Se supusermos que ess (3721 gr) = Doy €ss(gx),
para uma fungao f que pode ser escrita como série de Taylor em torno de zero, pode-
se realizar o seguinte calculo:

x 0o 0o r(k—1+1) 0 z*
Ef l;e%s(yHZfli!()yl>E

1=0
(=S} f(k—lﬁ»l)(o) Ik
<§ T ess (y =y )) x
B f]\ 1+l)(0)1,,

l‘k'

= dt+Z (@) - f00),

em que B; sao os numeros de Bernoullicom B, = 5. A igualdade acima é o analogo
a formula de Euler-Maclaurin, vélida para somatérios fracionarios.

I
gk

ol

k=1

I
Nk
Msa

i
<~z>—A

Il

o

Regularizacao para séries divergentes:

Como para algumas fungdes temos ess(¢’) = — 322, ¢'(k), propomos a seguinte
regularizag@o para uma série divergente 2%, f(k):
#Z f(k) == —ess(F), (7)
k=1
em que F' € a “primitiva mais natural de f”. Por exemplo, para f(z) = 1 deve-se
considerar F(z) = T{ como ess(z — z%) = §, segue-se que fe'»b(F) = 12, donde
YR k= —1—12. Outras fungdes foram testadas, tais como 1, - 1 _eme @ —¢™r, e 08

resultados coincidiram com os resutados da literatura.
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Resumo:

O presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo sobre as diferentes 6rbitas
no toro T, mais especificamente deseja-se responder a pergunta: Quando uma 6rbita
que passa por um ponto p sera periddica e quando ela sera ergbdica?

Mais precisamente, sejam X um campo de vetores no toro, p € T um ponto, ¢(¢,p)
a curva integral de X passando por p e C(p) = {p(t,p), Vt}. Dizemos que orbita C(p)
é periddica se existem ¢, < ¢, tais que

o(t1,p) = p(ts,p), mas o(t, p) # (t1,p), vt € (t1,t2)

Por outro lado, dizemos que C(p) é ergddica quando C(p) = T.

Assim, neste trabalho iremos investigar o problema acima considerando o campo
constante X, definido por X,,(v) = (a,b), sendo a,b € R com a? + b2 # 0. Exibiremos
em nossa apresentagao as principais ideias na demonstragao do seguinte teorema:

Teorema Com respeito as 6rbitas do campo X, apenas uma das seguintes possi-
bilidades ocorre:

a) Todas as Orbitas sao periédicas se a = 0, ou b/a € um nimero racional;

b) Todas as 6rbitas sao ergoddicas se b/a € um nimero irracional;
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Resumo: Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de mostrar como alguns concei-
tos dos cursos de Calculo, Calculo Numérico e Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s)
podem ser utilizados para modelar fendmenos fisicos. Em particular, o foco especifico
se constituiu na busca por solucdes viajantes para a equagao de Sine-Gordon.

Inicialmente iremos analisar o contexto e a interpretacao fisica da equagao de Sine-
Gordon. Observe o video a seguir: Péndulos - Sine-Gordon.

Note que nos é apresentado um instrumento utilizando péndulos ligados por um
barbante elastico. Ao tirarmos um péndulo de sua posigao inicial, isto gera uma
perturbagdo em todos os outros péndulos. A equagdo de Sine-Gordon modela este
experimento e é dada por:

Uy = Ugy — sin (u).

Neste caso, u(z,t) corresponde ao angulo que o péndulo que esta na posigao =
faz com sua posi¢ao de equilibrio no instante ¢.

Figura 1: Angulagdo. Fonte: KNOBEL, 2000, p. 39.
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Vejamos as definicoes a seguir.

Definigdo: Ondas representadas por fungdes da forma u(x, t) = f(z—ct), onde f € uma
fungdo de uma variavel e ¢ uma constante ndo nula, sdo chamadas de ondas viajan-
tes. A fungao f determina o perfil da onda e |¢| sua velocidade de propagacao.[1]

Definigdo: Uma solugao viajante de uma EDP é uma solugdo que tem a forma de
uma onda viajante u(z, t) = f(z — ct).

Para determinarmos solugdes viajantes, utilizamos o seguinte algoritmo de resolugao:

» Passo 1: Supomos que u(z,t) = f(x — ct) é solugdo da EDP.

» Passo 2: Determinamos a fungao f e a constante ¢ de forma que o Passo 1 seja

valido.

Ao fazermos isso, ao fim do Passo 1 trocamos a EDP em « por uma EDO em f.

Fazendo uso desta ferramenta conseguimos, por exemplo, encontrar facilimente
solugdes viajantes para a equagao da onda de primeira ordem:

u + cu, = 0.
A equagao diferencial ordinaria obtida para esta EDP é dada por
(a—c)f'(z)=0.

Temos duas possibilidades para que a equagao da onda tenha solugdes viajantes:
¢ = a, entdo f é qualquer fungdo uma vez diferenciavel. Se ¢ # «, entdo f'(z) = 0.
Para que f’(z) seja igual a zero, f(z) = B constante. Donde, tem-se a solugao trivial.

O objetivo deste trabalho é verificar analiticamente que as expressoes 1, 2, 3 a
seguir sdo solugdes viajantes da equagao de Sine-Gordon. Além disso, implementar
computacionalmente cada uma destas solugées de modo a simular a dindmica dos
péndulos.

1. u(z,t) = 4arct _ (gg_d
. u(x,t) = 4arctan |exp | — | |,
L V1-¢?

que tem a seguinte animagao: Solugao Viajante 1.

2. u(x,t) = 4arctan |exp (%)},

cuja animagao é dada por: Solugdo Viajante 2.

[ sinh <7Ct )
V1-—¢2

cosh T

_ccos <m>

esta é uma solugao especial pois representa uma colisdo. Sua animagao é dada
por Solugao Particula-Antiparticula.

3. u(z,t) = 4arctan
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Vejamos abaixo alguns graficos comparativos da solugao particula-antiparticula:
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Resumo:
Em nosso trabalho investigamos a hipoeliticidade global do campo
d d
L= Fr aa—y aeC,

definido no toro T?, isto é, estudamos o seguinte problema: sejam « uma distribuigao
em T? e f € C=(T?) tais que Lu = f. Sob quais condigdes podemos afirmar que
u € C=(T?)?

A resposta para tal problema é obtida através de uma interessante combinagao
entre estudo das propriedades das Séries de Fourier da fungao f e da distribui¢éo u
com propriedades Diofantinas do coeficiente a.

Nesta apresentacé@o exibiremos as principais ideias contidas na demonstragao do
seguinte resultado:

O campo vetorial L é globalmente hipoelitico se, e somente se, umas das duas
possibilidades ocorre:

a) a ¢R;
b) a é um namero irracional e nao-Liouville, isto é, existem constantes positivas A

e B tais que

|m —an| > i A V(m,n) € Z*\ {(0,0)}.

(P’

*Bolsista do Programa de Educagao Tutorial: PET-Matematica.
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Resumo:

Este trabalho tem como objetivo principal analisar o crescimento populacional bra-
sileiro através dos modelos classicos de Malthus, Gompertz e Verhulst. Os dados
utilizados para a aplicagao desses modelos sao do Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE), que é responsavel pelo Censo Demografico. O Censo acon-
tece a cada 10 anos no Brasil e € uma pesquisa que coleta diversas informagdes da
populagao brasileira. Os dados do ultimo Censo sao de 2010. Em 2020, devido a
pandemia e aos cortes de orgamento, o Censo ndo ocorreu. Isso afetou diretamente,
por exemplo, na campanha de vacinagao da Covid-19, em que era necessario esti-
mar a quantidade de vacinas a serem compradas com base nos dados da populagao.
Como hé imprevistos dessa forma, e nao € viavel fazer essa pesquisa todos os anos
por causa do alto custo, é muito importante que haja outras formas de estudar o cres-
cimento populacional. Desse modo, a aplicagao de modelos matematicos ajuda na
previsao e projecédo de diferentes cenarios.

A previsao do crescimento populacional através de modelos auxilia no desenvolvi-
mento e implementacao de politicas publicas e na realizagao de investimentos publicos
e privados. Na area de estudo das dindmicas de crescimento populacional, ha trés mo-
delos classicos: o Modelo de Malthus, o Modelo de Gompertz e o Modelo de Verhulst.
Os dados coletados através do Censo foram utilizados na aplicagido e analise dos
modelos de Malthus, Gompertz e Verhulst para a previsao do tamanho da populagao
brasileira em 2021. Os resultados obtidos foram comparados com os dados previstos
e disponiveis pelo IBGE para esse mesmo ano.

*Bolsista do Programa de Educagao Tutorial(PET) - Matematica.
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Resumo:

Os fractais sao figuras com propriedades e carateristicas peculiares, que os dife-
renciam das figuras geométricas habituais. Intuitivamente, um fractal € um conjunto
que satisfaz uma ou mais das condicoes: i) tem estrutura fina, isto &, sua forma é
extremamente irregular ou fragmentada e tem essencialmente a mesma estrutura em
todas as escalas, no sentido que o grau de detalhamento nao diminui se examinarmos
uma porgao arbitrariamente pequena da mesma; ii) € téo irregular para ser descrito
pela linguagem da geometria tradicional; iii) tem alguma forma de auto-similaridade;
iv) geralmente possui dimenséo fractal ndo inteira; v) em muitos casos € definido de
maneira bastante simples, talvez recursivamente.

Mesmo essas figuras tendo caracteristicas tao exéticas, aparecem em muitos feno-
menos fisicos, e por sua aparicao tao recorrente, sdo conhecidas como a “geometria
da natureza”.

O termo Fractal, do latim Fractus, que significa quebrado, foi introduzido em 1975
por Benoit Mandelbrot. Entretanto, Pierre Fatou e Gaston Julia iniciaram, indepen-
dentemente, estudos sobre iteragdes de fungdes complexas ja no inicio do século
XX, porém tal area sé se popularizou recentemente, quando a computagao grafica
avangou o suficiente para revelar as intrincadas formas do conjunto de Julia.

Neste trabalho realizamos um estudo das estruturas, caracteristicas e proprieda-
des relacionadas a fractais, especialmente os gerados por iteragdes de fungdes po-
linomiais complexas com grau maior ou igual a 2. Particularmente para as fungdes
quadraticas complexas estudamos o conjunto de Mandelbrot, bem como uma caracteri-
zagao alternativa do mesmo, chamada Teorema Fundamental de Mandelbrot, bastante
util do ponto de vista computacional para a construgao aproximada da sua imagem.

Além disso, apresentamos uma aplicagdo de fractais na area da computacao grafica
para geracao de terrenos e estruturas que se parecem muito com objetos da vida real,
como nuvens, montanhas, aguas.

*Bolsista do Programa de Iniciagao Cientifica pelo PIBIC.

44



Referéncias

[1] SERRA, C. P.; KARAS, E. W. Fractais gerados por sistemas dinamicos com-
plexos. Curitiba: Champagnat, 1997.

[2] FALCONER, K. J. Fractal geometry: mathematical foundations and applica-
tions. Chichester: Wiley, 2003.

[3] BEARDON, A. lteration of Rational Functions. New York: Springer-Verlag,
1991.

[4] BARNSLEY, F. M. Factals everywhere - Second edition. Georiga: Atlanta, 1993.

45



Introducao ao calculo de ordem nao inteira

Nicoly Longaretti de Souza
Licenciatura em Matematica - UFSC Blumenau
nicolylong@gmail.com

Prof. Dr. Maicon José Benvenutti (Orientador)
Departamento de Matematica - UFSC Blumenau
m.benvenutti@ufsc.br

Palavras-chave: Calculo Fracionario, Integral de Riemann-Liouville, Derivada de Ca-
puto.

Resumo:

O Célculo de ordem inteira, sustentado pela Geometria Analitica, foi a maior fer-
ramenta matematica do século XVII, resolvendo problemas até entado insoltveis. O
motivo de despertar tanta atengdo dos matematicos da época foi a aplicabilidade em
amplos campos de estudo, como economia, biologia, engenharias, medicina, fisica e
quimica [1].

Hoje se aceita o fato de que o Célculo de ordem inteira foi inventado por Isaac
Newton (1642-1727) e por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) durante a década de
1665-1675 [1]. Individualmente, eles configuraram algoritmos de derivada e integral
inteiras, os mesmos usados até hoje.

Os célculos diferencial e integral de ordem inteira ocupam-se essencialmente da
formulacédo de dois problemas: a drea sob uma curva e a reta tangente. O problema
da area sob uma curva é resolvido por uma integral definida, enquanto o problema da
reta tangente é resolvido pela primeira derivada da fungdo em questao.

E verdade que generalizar conceitos tende a ser um processo trabalhoso dentro da
matematica e, em particular, a generalizagao do célculo para ordem nao inteira tem-
se mostrado uma tarefa surpreendentemente complicada. Aqui, os termos Calculo de
ordem ndo inteira e Calculo fracionario serdo tratados como sinénimos.

Os primérdios do calculo fracionario remetem a uma troca de correspondéncias en-
tre Leibniz e Guillaume Frangois Antonie I'Hopital (1661-1704), em que Leibniz ques-
tionou sobre a generalizagdo de uma derivada usual para uma derivada de ordem
arbitraria. Ao responder, I'HOpital apresentou um caso particular: derivada de ordem
1/2 da fungéo f(z), e fez uso da notagé@o do proprio Leibniz. Sendo profético, Leibniz
respondeu que a possibilidade de existir o conceito de tal derivada seria um aparente
paradoxo e que, algum dia, consequéncias frutiferas seriam geradas [2].

Apesar da consolidagdo como area de pesquisa, ainda existem muitos questio-
namentos no que tange as aplicagdes, interpretagoes e validade das propriedades
advindas do célculo de ordem inteira. Ademais, no contexto do célculo de ordem ndo
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inteira, as derivadas e integrais sdo escassas de interpretagdes geométricas ou fisicas
[2].

Sao necessarios alguns conceitos preliminares antes de definir a integral e a deri-
vada fraciondria. A funcdo Gama é, de fato, a mais importante dentro deste contexto,
uma vez que sera usada para definir o operador de integragdo. Considerada uma
generalizagao do conceito de fatorial, possibilita o computo do fatorial de um nimero
n € R, através de uma integral imprépria. Conforme proposto por Euler, a integral
impropria que define o fatorial de n € N, é tal que

o0
n! :/ e tndt.
0

No qual, a extensao da definicdo de fatorial para z € R, é feita através da fungao
GamaT: .
I'(z) :/ et

0
Note que I'(n + 1) = n! para qualquer n € N..
Outra fungao essencial para a definigao de integral de ordem nao inteira é a cha-
mada fungao de Gelfand-Shilov. Com n € N, a funcdo de Gelfand-Shilov de ordem n
¢ definida por

¢n—1

LA t>0;
L(f) = Db set=20;
on(®) {0, se t <O0.

E com v € R,, a fungéo de Gelfand-Shilov de ordem v é definida por

Yo se t>0;
o, (1) = T(w)? © =
bolt) {U, se t<0.

Agora sim é viavel definir a integral de ordem néo inteira. Com f(z) sendo uma
fungao localmente integravel, a integral de ordem v € R,, denotada pelo operador
integral ZVf(z), é tal que

IV f(z) := /OI@,(,’I; —71) f(r)dr

e -T)
—'/0 Ty f(r)dr.

No caso em que v € N, recupera-se o resultado para a integral de ordem inteira.
Note que nos conceitos acima a regiao de integracéo € [0, z]. Dado « € R, ou mesmo
a = —oo, € possivel generalizar os conceitos para o caso de integragéo (a, z| e essa
classe de integrais sdo as chamadas integrais de ordem néo inteira no sentido de
Riemann-Liouville.

Fixado a € R, com —c0 < a < oo, 0s operadores integrais laterais de Riemann-
Liouville de ordem v € R, denotados por Z?, f(x) e Z!_f(x) , que atuam na fung¢éo
f(z) séo definidos por

! /t(L - 7—)”’] f(r)dr, x> a,

I f(z) = T(v) Ja

I, f(z) = ﬁ /l (r—2)"7 L f(r)dr, © < a.
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Essas integrais sao chamadas de integrais de Riemann-Liouville (RL) a esquerda e a
direita, respectivamente. No caso em que v € N, as integrais de RL coincidem com as
integrais de ordem inteira n.

Para as derivadas fracionérias, existem diversas formulagdes e, aqui, sera exposta
apenas a derivada fracionaria no sentido de Caputo. Seja « € R, e considere n =
[a] + 1. Dada uma fungdo f : R — R de classe C", define-se a derivada fracionarias
no sentido de Caputo de f com ordem « como (CDg“+f) (z) e (Cij,f) (z), a esquerda
e a direita e ha dois casos: se a ¢ Nou se o € N.

O primeiro, se o ¢ N, entdo

((D5+f)(I) =

x (n)
[ = e

I'(n—a) x — t)e—ntl

, _1\n b "(n)
(D))= gy [ = (1" (D)),

respectivamente, onde D = d/dz e n = [a] + 1. Em particular, quando 0 < « < 1,

Ma 1 z f/(t)dt Lo
(( D‘”'f) (z) = rl—a) /a (x (jt)“ = (I‘“' Df) ()

(“Dsf) () = T 1_ ) /b ({f);)i = — (L2°Df) ().

No segundo caso, se a € N, entdo as derivadas de Caputo a direita e a esquerda
sao dadas por

(“DiS) @) = @) e (TDf)@) = (1)),
Em particular, se a = 0, entao
(“DYf) (@) = (“DI_f)(x) = f(x).

A partir da integral e da derivada fracionaria, se torna possivel discutir a generaliza-
¢ao da fungao exponencial, bem como as transformadas integrais, como a de Fourier
ou a de Laplace. Também é possivel construir a teoria de Equagdes Diferenciais Fra-
cionarias, que podem ser empregadas em trés situagoes: na aplicagdo de problemas
oriundos do célculo de inteiro, na descrigdo mais refinada para fendmenos naturais e
em generalizagoes da teoria [2].
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Resumo:

E de interesse pratico a descrigdo de fendmenos naturais através de sistemas de
equacgdes em fungao de suas variaveis, pois estas equagoes induzem predigoes e fa-
cilitam o controle dos fenémenos [2]. As equagdes serdo chamadas de diferenciais
no caso em que os sistemas sao descritos por variagdes instantaneas, isto é, através
de elementos diferenciais. O nascimento das equagdes diferenciais se deu a par-
tir do estudo do calculo por Isaac Newton (1642—1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646—-1716) durante o século XVII.

Apesar de ndo serem visualizaveis, as equagdes diferenciais encontram-se pre-
sentes no cotidiano das pessoas. Pode-se citar como exemplo a corrente elétrica que
passa num circuito fechado, cuja intensidade pode variar com o tempo e, usando leis
da eletricidade, modela-se o sistema dinamico associado. Esses sistemas dinamicos
sdo ubiquos na matematica e na natureza e sdo usados para modelar e fazer pre-
visdes de sistemas fisicos, bioldgicos, financeiros e outros. Consequentemente, a te-
oria de controle de sistemas dindmicos encontra também as mais diversas aplicagdes
e uma aplicagéo da teoria € o Circuito RLC em série com fonte em que, para a mode-
lagem, inicialmente, é importante ressaltar alguns conceitos de Fisica Eletrostatica.

Um circuito elétrico é uma interconexao de dispositivos elétricos conectados entre
si [1] e o circuito RLC tem como componentes uma resisténcia R, um indutor L e
um capacitor C. Também sera considerada uma fonte de tensao V; e a configuragdo
desses dispositivos é feita em série.

A corrente elétrica < é o fendmeno em que os elétrons sdo conduzidos pelo inte-
rior de algum material em razao da aplicagao de uma diferenga de potencial elétrico.
Assim, a corrente i(t) € dada pela variagdo positiva da carga ¢ no tempo: i = % Ea
tensao v(t) € definida como a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos [1].

O primeiro componente do circuito RLC € o resistor, em que a resisténcia R de um
elemento representa sua capacidade de resistir ao fluxo de corrente elétrica. A Lei de
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Ohm diz que a queda de tensdo em um resistor é proporcional a corrente que passa
por ele, entdo vg(t) = Ri(t), sendo R a constante positiva de resisténcia [1].

O segundo elemento é um capacitor formado por duas placas condutoras separa-
das por um isolante, em que a capacitancia C é a razao entre a carga depositada em
uma placa de um capacitor e a diferenga de potencial entre as duas placas. Assim,
tem-se que a carga ¢ acumulada em um capacitor é proporcional a tensao entre seus
polos. Entdo ¢-(t) = Cuc(t), sendo C a constante positiva de capacitancia. Uma forma
de escrever a capacitancia C' é em funcéo da carga ¢ e da tensao v(t): C = ﬁ[ﬂ.

Assim, ¢ = Cv(t) e, portanto, i = C%"). A tensao no indutor serd a mesma da fonte
de tenséo, ou seja, ve(t) = v(t) .

Por fim, um indutor consiste em uma bobina de fio condutor que limita a variagao da
corrente. A Lei de Henry diz que a queda de tensdo em um indutor L é proporcional
a variacdo da corrente, ou seja, v (t) = Ldf}f), sendo L a a constante positiva de
indutancia. E possivel reescrever a tensdo do indutor como v (t) = LCE2 [1].

Ademais, a Lei de Kirchhoff para tensdo diz que a soma das quedas de tensao em
torno de uma malha fechada é zero. Dessa forma, combinando as tensdes obtidas

anteriormente, obtém-se a Equacéo Diferencial Ordinaria do circuito RLC em termos

matriciais:
d [v(t) 0 1 v(t)
70| T (=1 =Rl )| -
v dt LC L dt

0 1 v(t
IC L dt

Agora, fazendo

e considerando o valor inicial y(0) = y,, tem-se que o sistema dindmico do circuito
RLC, também chamado de equagéo de estado, é

{ y'(t) = Ay(t)
y(0) =yo

Assim, pelo método de solugdo com autovalores, a solugao sera da forma y =
ety +eAtu; e as raizes do polinémio caracteristico da matriz A, ou também chamadas
de frequéncias naturais, serao da forma

R R 1
=—— 4 /———=—at/a?—uwi.
Me=—orF\ R T o T eV W

Uma utilidade do Circuito RLC € nos aparelhos de radio FM, em que o circuito
€ usado para selecionar e amplificar o sinal de radio. O aparelho de radio possui
um indutor fixo, um capacitor varidvel e sua resisténcia intrinseca. Entao o usuario
ajusta a capacitancia para que a frequéncia de ressonancia do circuito coincida com
a frequéncia de alguma estagdo de radio ja existente. Uma questdo importante é o
que pode ser feito quando ha algum ruido ou interferéncia no sinal, uma vez que a
perturbagdo pode ser natural ou proposital.

A teoria de controle € uma area da matematica aplicada que tem como foco a
analise de sistemas que permitem a atuagdo de uma entrada no sistema que influ-
encia seu comportamento. Como a teoria de controle trabalha com qualquer sistema
dindmico, pode ser aplicada em qualquer area que seja possivel modelar, indo das
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questdes da engenharia até economia e ecologia. Para aplicar um controle (t) em
um sistema dinamico, basta adiciona-lo na equagéo de estado:

{ Y(t)=A-yt)+ B-u?)
y(0) = yo '

Usando a matriz A e o vetor y(t) encontrados anteriormente e considerando que
s6 é possivel aplicar controle na segunda linha da matriz 4, a equacao de estado com
controle, escrita em termos matriciais, € da forma

i {gf(ttﬂ = {—01 ;} : {ﬂ} + {ﬂ - u(t)

dt LC L dt

v (U) :| (N

dv(0) v

dt

Um dos importantes teoremas na teoria de controle é o Teorema de Kalman [3],
que afirma que o sistema é exatamente controlavel no tempo 7' > 0 se, e somente se,

posto [B AB A’B .. A'HB}:n,

em que n € o nUmero de equagdes do sistema de EDO associado, Isso significa que
se o0 sistema é controlavel em algum tempo T' > 0, ele sera controlavel em qualquer
tempo. A matriz [B AB A’B .. A’HB] sera chamada de matriz de controlabili-
dade e, em particular, esse resultado conclui que, para EDO’s lineares, o tempo de
controle & irrelevante.

Sendo AB = [1 *TR} e aplicando o Teorema de Kalman no circuito RLC, conclui-
se que a matriz de controlabilidade é

0 1
1 =&

B AB]:{ g

e o posto dessa matriz de controlabilidade sera

0 1 1 =£
L | —
posto {1 ,IR} = posto {0 1 } 2.

Note que o sistema de EDO associado ao circuito RLC possui 2 equagbes. Portanto,
pelo Teorema de Kalman, o circuito RLC é exatamente controlavel em T > 0 e podera
ser aplicado um controle viavel u(t).
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Resumo:
O objetivo deste trabalho e estudar a Fungao de Green para resolver uma Equagao
Diferencial Parcial dada pela Equagao de Poisson
Vu =p,

para u(x,y,z), onde p(x,y,z) € uma fungéo dada.

A fungao dada que iremos utilizar é a fungdo conhecida como Fungao Delta de
Dirac, que nao é uma fungéo em seu real significado, €, na verdade uma distribuigao
normal, denotada por:

5(x—y),
também conhecida como fungao de impulso unitario.
Definigdo: A Fungao Delta de Dirac satisfaz as seguintes propriedades:

1. §(x—y)=0parax #y;

2. [ffes 0(x = y)dy = 1.

Assim, estaremos interessados em analisar Fungao de Green G(x,y) para encon-
trar uma solugao para a EDP, como enunciado no teorema seguinte.

Teorema: Se G(x,y) satisfaz a equagdo diferencial V2u = p, com p substituido por
0(x —y), entéao

ulx) = [[[ Geey)pviay

é solugao para V2u = p.
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Resumo:

A Tomografia por Impedéancia Elétrica consiste no seguinte problema inverso: aplicam-
se correntes elétricas em alguns eletrodos sobre a superficie de um corpo, e, medindo
os potenciais resultantes, tenta-se reconstruir uma imagem desse corpo através de
sua condutividade elétrica. H& alguns modelos matematicos que procuram descrever
tal problema e permitir sua solugdo numérica. Tratar-se-a de dois dos principais: os
chamados Modelo Continuo e Modelo Completo de Eletrodos.

No Modelo Continuo, descrito inicialmente por Calderén [1], considera-se um corpo
2 C R? com certas propriedades munido de uma condutividade ~ : @ — R. Denotam-
se g : 90 — R as correntes aplicadas sobre a fronteira, « : @ — R a distribuicdo do
potencial resultante em Q e f : 9Q — R as voltagens resultantes sobre a fronteira.
Nesse modelo s&o consideradas as propriedades as quais [;,¢g = 0 e as seguintes
equacodes obtidas por propriedades eletromagnéticas:

div(yVu) =0, em Q
w@ =g, em 0%,
on
tal que n é o vetor normal unitario apontando para fora do conjunto em cada ponto
sobre 0. Através desse modelo, como mostram Astala e Paivarinta (2006, apud
[2]), é possivel demonstrar a existéncia de uma Unica fungéo u que satisfaz todas
as condigoes, dadas v e g pertencentes a espagos vetoriais apropriados, além de que

*Pesquisador Voluntério de Iniciagao Cientifica pela Universidade Federal de Santa Catarina.
TPesquisador Voluntario de Iniciagio Cientifica pela Universidade Federal de Santa Catarina.
*Bolsista de Iniciagao Cientifica pela Universidade Federal de Santa Catarina.
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f = ulaq. Ou seja, com uma condutividade ~, para cada corrente g aplicada ha s6 uma
distribuigao de potencial u que respeita as restricbes dadas. Com isso, pode-se definir
ainda um operador A, que associa cada corrente g a voltagem f correspondente sobre
a fronteira, chamado operador Neumann para Dirichlet, o qual depende somente de ~
e é definido para cada v nos espagos apropriados.

Assim, o problema inverso associado trata de reconstruir + com conhecimento par-
cial das informagdes de A, as quais sdo obtidas aplicando & correntes elétricas conhe-
cidas (g1, . - ., gr) Sobre a fronteira e seus respectivos potenciais resultantes (f1, ..., fx)
medidos também sobre a fronteira. Isso se traduz ainda considerando o operador di-
reto F' que leva cada y ao operador A, correspondente, onde se mostra que F' se trata
de um operador injetivo, ndo linear e diferenciavel. Assim, é possivel reconstruir uma
solugao aproximada através de métodos de regularizagao usando sua derivada.

No chamado Modelo Completo de Eletrodos, como descrito em [3], consideramos
um corpo 2 C R? com interior ndo vazio tendo uma condutividade v, e na superficie
02 sdo atrelados L eletrodos. Denotamos ¢; C 02 a parcela da superficie que cor-
responde ao i-ésimo eletrodo, com1 < i < Lee;Ne; = B parai # j. Emcada ¢;
é aplicada uma corrente com amperagem média I; € R. Essas correntes aplicadas
sobre a superficie do corpo, atravessando-o considerando sua condutividade, geram
um potencial v : © — R sobre 2, o qual resulta em potenciais U; € R medidos sobre
cada eletrodo.

Como mostram Somersalo et. al. [3], pelas propriedades fisicas do eletromagne-
tismo obtemos algumas relagbes que ajudam a modelar o problema. Primeiramente,
pelo principio de conservagao de carga:

M=

;=0 M

1

<.
Il

M

I
—

U; = 0, dado o potencial terra como referéncia. @)
J

Além disso, obtemos quatro equagdes que relacionam as diferentes fungdes envol-
vidas. Sao elas:

div(yVu) =0, em Q) ©
ou
Ty — 0 em IN UL, € @
ou .
/eﬂ/(’)n*]janl.n-»:L (5)
| +.6U—U'”'—1 I (6)
ue] Zg')an* ) =L1...

nas quais n é o vetor normal unitario a 9 que aponta para fora do conunjo em cada
ponto, u|., representa o potencial v restrito & fronteira na regido de cada eletrodo ¢; e
cada z; € uma constante positiva que representa a chamada impedancia de contato
em cada eletrodo respectivo. Essa modelagem do problema, composta das quatro
relagcdes acima em conjunto com as propriedades das correntes e potenciais, € a qual
se chama de Modelo Completo de Eletrodos.
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Assim como no Modelo Continuo, Somersalo et. al. [3] mostram que pode-se
chegar em equagdes variacionais nas quais se demonstra que existe um Unico par
(u,U),ondeu:Q —ReU = (Uy,...,U;) € RE, que satisfaz as hipdteses do modelo
para cada condutividade ~ e para cada padrdo de corrente I = (I4,...,I,) aplicado
com as condigdes dadas. Logo, é possivel definir também um operador A, : RL — RE
que leva cada padrao de correntes I ao padrdao de potenciais U associado, o qual
compde o problema inverso associado de reconstruir v a partir das informagdes de
A,.

Na pratica, consideramos o operador direto F;, que dado um vetor de padrdes
de correntes G = (IMW,..., I®) ¢ R** associa cada v a um vetor de padres de
potenciais resultantes T, = (UW, ... U®), além de que se demonstra ser um opera-
dor diferenciavel nos espagos de Banach apropriados. Assim, aplicam-se diferentes k
padrdes de correntes I, obtendo um total de £ padrdes de potenciais U medidos sobre
a fronteira, a fim de tentar aproximar A, para entdo tentar obter - a partir de técnicas
de regularizagao.

Neste projeto de pesquisa, buscamos estudar os modelos para a Tomografia por
Impedancia Elétrica, bem como os métodos de discretizagdo do problema, princi-
palmente através do chamado Método de Elementos Finitos. Ainda, estudamos as
técnicas de regularizagédo de problemas inversos a fim de implementar e aperfeigoar
as implementagdes ja realizadas anteriormente para resolugao do problema, as quais
foram desenvolvidas com uso da linguagem Python em especial com uso da biblioteca
FENICS, a qual provém métodos e ferramentas para os Métodos de Elementos Finitos.
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Resumo:

O cancer é uma patologia que surge de uma mutacao durante o processo de di-
visdo celular descontrolado. Esse processo pode ter varias causas, entre fatores
externos e internos, como a genética. O sistema imune inato pode ser visto como
um sistema de defesa que combate o estabelecimento do foco da infeccdo; mas,
mesmo sendo inadequado para essa fungao, ele inicia - ao recrutar e ativar as células
dendriticas (D) - a resposta imune adaptativa, que compde uma parte fundamental
das defesas humanas contra infecgéo [7]. As citocinas regulam a ativagao ou inibigao
de células imunes e proliferagao de células tumorais. Sinais imunolégicos do tipo 1, in-
cluindo macréfagos do tipo 1 (M), células T citotdxicas (7¢), células natural killer (Ng),
T-helper 0 (Ty) e T-helper 1 (T;) produzem citocinas pré-inflamatérias, enquanto citoci-
nas anti-inflamatérias sao secretadas por sinais imunolégicos tipo 2, como macréfagos
do tipo 2 (M), células T-helper 2 (T3) e T-helper 17 (Ty7) [1]. Citocinas como o I,, sdo
importantes no processo de ativagao das células dendriticas, enquanto que outras,
como a Iy, séo fatores de desativagao celular [4].

A pesquisa busca estudar equagdes diferenciais capazes de descrever a dindmica
imunolégica celular em pacientes com tumores sélidos. Para tal, fez-se um estudo
das células e interleucinas concernentes no processo da patologia, uma revisdo da
literatura [3, 6], e criou-se uma equagao que representa as células dendriticas perten-
centes ao sistema de defesa para reconhecer e atacar células tumorais (C) a partir do
modelo de [1].

A taxa de crescimento das populagdes celulares pode ser descrita como:

M,

mMy (1
dM, B I C+al<’8"‘>
at e T T s+ L)

- 6m]\/llo - /Ufmi‘/[l (1)
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dMy an il (1 3 2[2> |

a pmI10C; + T = pm Mo 2

AN el (1 B fo)
= prl.Ci + m — 0gNgC — g Nk (3)

T o Te (1 — %)
o psl12C; + W = 6TcC — psTe (4)

T, Ty <1 - 3:)
o pih2Ci + W = &ToC — Ty (5)

dT, oIy <1 — %)
i = pd12To + m —6C — pTh (6)

AT, oTh (1 - %)
o pilTo + Tiaml, T (7)
AT o Th7 (1 — %1:

Tt peleTo + m — piTq (8)

a_ b (1 QDD>
o opl.Ci + W —0pDC — pupD 9)
% = acC (1 — %) +6cM,C — {AC(Ml + ];:-J:]JTIZ +h D)} C—ucC  (10)

com condigdes iniciais para t = 0:

My (t), My(t), Nk (t), D(t), C(t) > 0 e Te(t), To(t), Ta(t), Ta(t), Tir(t) = 0. (11)
Em que: (i) C; = ﬁ € a saturagdo de células cancerigenas e k representa a

média de saturacdo das células cancerigenas estimuladas pela resposta imune; (ii)
populagdes celulares tém crescimento logistico a uma taxa «; até uma capacidade de
suporte j;; (iii) células que interagem com as células tumorais sao desativadas a uma
taxa d;; (iv) as células tém um periodo de meia vida u; .

Analisando o0 modelo, observa-se que cada uma das funcdes e suas derivadas par-
ciais sao continuas em uma regiao 2 do espago. Entao, existe um intervalo no qual
existe uma Unica solugao do sistema de equacgdes diferenciais (1-10) que também
satisfaz as condigdes inicias (11), pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Sis-
temas de Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem [2]. O modelo nao deve ferir as
condigdes bioldgicas e, por isso, provam-se restrigdes, como a nao negatividade, nas
solugdes.
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Resolvendo o problema de valor inicial (1-11) utilizando os parametros médicos
da literatura e o método numérico explicito Runge-Kutta de ordem 4 e 5, obtém-se
resultados apresentados na Figura (1) que reafirmam os da literatura revisada em
relagdo a populagao tumoral.
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(a) Células tumorais. (b) Celulas dendriticas. (c) Macrofagos do tipo 2.

Figura 1: Crescimento populacional de células tumorais, dendriticas e macrofagos tipo
2.

O modelo matematico apresentado contém uma nova equagao referente ao cres-
cimento populacional de células dendriticas. O comportamento encontrado, por meio
de métodos numéricos, para o crescimento de células tumorais coincide com dados ja
publicados [5]. Alcanca-se o objetivo de aperfeicoar modelos matematicos capazes de
prever o comportamento de tal doenga apés sua descoberta como forma de auxiliar
no progndstico terapéutico.
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Palavras-chave: Trigonometria, radianos, fungdes trigonométricas.
Resumo:

Este trabalho tem o objetivo de relatar a pratica que foi realizada no Colégio Estadual Maria
Aguiar Teixeira por alunos participantes do Programa Licenciar — projeto matematica — da
Universidade Federal do Parana. A atividade foi aplicada em duas turmas do 2° ano do Ensino
Médio no retorno das férias escolares, sendo baseada no uso de materiais concretos para o estudo
de trigonometria.

O Programa Licenciar: Laboratério de ensino de Matematica € um projeto de extensdo da
Universidade Federal do Parand que tem como objetivo capacitar os alunos do curso de
Licenciatura em Matematica a trabalhar em um Laboratério de Matematica, desenvolvendo
atividade e materiais didaticos que envolvam investigagdo matematica, resolucdo de problemas e
jogos.

O Laboratério de Ensino de Matematica (LEM) é um lugar onde € possivel desenvolver e
realizar atividades investigativas, construir o pensamento matematico, € também um ambiente de
exploragao tanto dos alunos quanto dos professores para conjecturar e questionar. Além de ser um
lugar onde é possivel guardar materiais e onde o professor ira tirar as possiveis dividas dos alunos.

Ent&o, com o objetivo de fazer um estudo de trigonometria através de materiais concretos, as
atividades foram divididas em etapas, sendo que a aplicagdo ocorreu em duas aulas de 50 minutos
cada, para cada uma das duas turmas. Através dessas atividades, buscou-se facilitar o
aprendizado, instigando os alunos a pensarem como matematicos.

No momento do desenvolvimento das atividades aconteceram alguns imprevistos, como por
exemplo criar atividades que estivessem mais acentuadas a realidade dos alunos, com um objetivo
claro e direto, a confecgédo do material, que deveria ser de facil acesso aos professores e alunos,
mas que foram contornados. Esses imprevistos serviram como aprendizado para nés que durante
0 projeto iremos analisar tanto a preparacéo das atividades, como a constru¢do dos materiais, além
de que, podem contribuir para a melhoria das futuras aplicacdes.

Para o desenvolvimento dessa proposta, foi feita a leitura do artigo “Cenarios para
Investigagéo” de Ole Skovsmose e também a leitura “Investigacbes matematicas na sala de aula”
livro de Jo&o Pedro da Ponte, Joana Brocardo e Hélia Oliveira. Durante a aplicagao das atividades,
temos como objetivo assumir uma postura interrogativa, a fim de promover a reflexdo dos
estudantes sobre o que véao fazer, visto que uma atividade investigativa deve incentivar o aluno a
agir e pensar como um matematico.

Sobre o conteldo, a trigonometria tem como objeto de estudo a relagédo entre a medida dos
lados e dos angulos de um triangulo, sendo que sua aplicagdo se estende a outros campos além

1 Bolsista do Programa Licenciar.
2 Bolsista do Programa Licenciar.
3 Bolsista do Programa Licenciar.
4 Voluntario do Programa Licenciar.
5 Voluntario do Programa Licenciar.
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da Matematica, como da Mecénica, Acustica, Musica, Topologia, Engenharia, entre outros.
Atualmente, a trigonometria ndo aparece de modo explicito na Base Nacional Comum Curricular —
BNCC, mas esta articulada com a Geometria. Sendo assim, através da trigopnometria, pretende-se
contemplar as relagdes entre as medidas dos lados e dos angulos de um triangulo.

Dentro desse contetdo, temos questfes frequentes como: O que é radiano? Por que o seu
uso € necessario? Sendo que existem diversas definicdes de angulos e radianos presentes em
livros didaticos, mas tal divergéncia dificulta a compreenséo desse conceito tanto para alunos como
para professores. Esses questionamentos podem acabar sendo omitidos, buscando facilitar o
trabalho para agueles que ensinam, mas também para aqueles que aprendem, o que pode
acarretar uma série de problemas subsequentes, visto que esses conflitos comeg¢am a se destacar
a medida que os contetidos avangam.

E possivel notar que grande parte dos alunos acabam confundindo o conceito de radiano
com um algoritmo usado apenas para conversdo para graus. Sendo assim, a primeira atividade
dessa sequéncia tem como objetivo apresentar o conceito de radiano de maneira mais
esclarecedora. Em seguida, faremos uma revisao, sobre como é o circulo trigonométrico e por que
0 seno é representado pelo eixo y, 0 cosseno pelo eixo x e onde esté localizada a tangente, para
posteriormente propor uma atividade para a construgao das fung@es trigonométricas.

Na atividade que aborda o conceito de radianos, utilizando 3 circulos com diferentes raios,
o aluno deve medir com um barbante o tamanho do raio do circulo e coloca-lo sobre o comprimento
do circulo, marcar a medica encontrada e com o transferidor encontrar o &ngulo correspondente a
esse arco. Com isso, 0 aluno ira construir a medida de radiano e podera observar o que acontece
guando a medida do raio aumenta. Assim, pode-se concluir entdo que nao importa a medida do
raio a ser utilizado, o angulo sera sempre o0 mesmo. Além disso, é possivel estabelecer a relagdo
de que uma circunferéncia possui como medida 2x radianos.

Ja na atividade de construcdo dos graficos das funcdes trigonométricas, os alunos irdo
construir o grafico das fun¢des seno, cosseno e tangente, a fim de observar o comportamento de
cada funcdo. A forma para a construgdo de cada fungdo segue a mesma ideia, entdo mostraremos
aqui apenas a construcdo da fungéo seno. Para isso, utilizaremos folhas milimetradas, um pedaco
de barbante, tachinhas ou fita adesiva, régua, transferidor, compasso e EVA. Segue 0 passo a
passo para a construc¢ado da funcao seno:

1. No papel milimetrado vocé ira tragcar um circulo e um par de eixos x e y;

2. Fixar o barbante no centro da circunferéncia (para isso, posicione o EVA em baixo do papel
milimetrado e prenda o barbante com a tachinha);

3. Com o auxilio do transferidor, marcar os angulos 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° e 315°;

4. Medir o tamanho do arco de cada um desses angulos com o barbante e transferir para o
eixo x, a partir da origem do eixo;

Fonte: Os autores, 2022

5. Apds transferidos os pontos, tracar uma reta perpendicular no primeiro ponto, paralela ao
eixo y. Em seguida, tragar uma reta paralela ao eixo x no ponto do angulo correspondente.
Por fim, marcar o ponto na intersecéo dessas duas novas retas, e esse sera o primeiro ponto
do gréfico;
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Fonte: Os autores, 2022

6. Repetir esse mesmo processo para 0S outros pontos.
Referéncias:
[1] BRASIL . Base Nacional Comum Curricular. Ensino Médio. Brasilia: MEC.

[2] SKOVSMOSE, Ole. Cenérios para investigagdo. Bolema-Boletim de Educac¢do Matemaética,
v. 13, n. 14, p. 66-91, 2000.

[3] OLIVEIRA, Hélia; BROCARDO, Joana; DA PONTE, Jodo Pedro. Investigagdes matematicas
na sala de aula. Auténtica, 2016.
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Palavras-chave: Matematica, Graduagdo em Matematica, Evento de Extensao.
Resumo:

A Semana da Matematica (SMAT) € um evento realizado pelo grupo Programa de
Educagao Tutorial-PET Matematica na Universidade Federal do Parana-Centro
Politécnico, no qual sdo apresentadas as varias frentes nas quais um profissional da
Matematica pode atuar como: pesquisa em uma carreira académica, docéncia na
educagao basica, saude mental durante a graduagéo ou até mesmo a atuagao no
setor financeiro e na industria. Esse evento teve como publico alvo os alunos da
Matematica, principalmente os calouros ingressantes em 2021 e 2022, mas também
é aberto para alunos dos demais cursos. Nesse ano de 2022, a SMAT ocorreu
presencialmente, apds o retorno das aulas presenciais, nos dias 06, 07 e 08 de
junho, sendo o primeiro dia do evento voltado para a apresentacdo da grade
curricular do curso a comunidade matematica, de forma que os alunos dos turnos da
tarde e da noite ficassem a par de como funciona o curso. Além disso, no primeiro
turno foram realizadas uma mesa-redonda com professores e uma palestra com o
tema “HQs como recurso didatico”.

No segundo e terceiro dias de evento foram ministrados os minicursos de Latex e
Geogebra, realizadas outras duas mesas-redondas - conversa com alunos e sobre
carreira no exterior - e ministradas as palestras “Sadde mental na graduagdo” e
“Matematica e arte”. Contando com a presenca de alunos(as), ex-alunos(as) e
professores(as) da UFPR.
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RESUMO: Motivados pelos trabalhos do professor Ubiratan D" Ambrosio e suas ideias
sobre a Etnomatematica é que este trabalho, resultado de um Trabalho de Concluséo
de Curso (TCC), em andamento, esta sendo desenvolvido. Tem como questao central
0 seguinte questionamento: quais sdo 0s saberes matematicos empiricos dos
pescadores presentes em suas atividades profissionais? Desta forma, foram
escolhidos para a pesquisa os pescadores dallha do Mel, no municipio de Paranagué.
Considerando que o objetivo deste estudo consiste em analisar os saberes de um
grupo, buscando um maior entendimento acerca de aspectos que ndo podem ser
facilmente observados, tampouco quantificados, optou-se pelo uso de uma
abordagem qualitativa. Desta forma a pesquisa de campo sera realizada no més de
setembro de 2022,através de entrevistas semiestruturadas, aplicadas aos pescadores
da comunidade. As entrevistas constituem um roteiro simples de perguntas e
guestbes que serdo levantadas e, posteriormente, serdo complementadas pelo
entrevistado, de modo que haja flexibilidade entre o entrevistador e o entrevistado na
coleta de informag6es, incluindo, por exemplo, perguntas néo inicialmente previstas
no roteiro e possiveis opinides do entrevistado. Para levantamento dos dados seréo
realizadas entrevistas de modo que, metade dos pescadores ou das casas da vila,
sejam abordados. Serdo solicitadas informacBes sobre o perfil social do pescador
(como idade, sexo, estado civil, nivel de escolaridade, nimero de filhos) e sobre o
perfil econdémico (como tipo de habitagdo, acesso a servigos publicos como: agua
tratada, energia elétrica, posse e uso de embarcagles, e sobre a forma de
conservagdo e comercializagdo do pescado). Serdo abordados também outros
aspectos como recebimento de seguro defeso, tipo de influéncia para o inicio da
atividade pesqueira e o motivo pela permanéncia na atividade. Com relacdo a
fundamentacao tedrica do trabalho , inicialmente foi feito um resgate historico sobre a
histéria da educacdo matemdtica, perpassando pelas tendéncias em educacéo
Matematica, entre as quais a Modelagem Matematica, a Resolugao de problemas, a
Histéria no Ensino da Matematica, Educagdo Matematica Critica, 0 uso das
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo, serdo aprofundados estudos na
tendéncia Etnomatematica, visto que ela podera apresentar subsidios para o
entendimento da pergunta norteadora deste estudo. Para o entendimento da
Etnomateméatica serdo  realizados  estudos utlizando  autores  como:
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D “Ambrosio (1993, 2012), Knijinik (2019), Gerdes (1991), Ascher (1986), dentre
outros. Além disso, serdo feitos estudos sobre o conceito de cultura, que vem sendo
difundido na atualidade, embasados nos autores Bauman (2012) e (Eagleton, 2005),
Maksenas (2005), Cunha (1982), dentre outros. Apds os estudos tedricos, sera
executado um resgate histérico a respeito das comunidades a serem pesquisadas e
0s motivos pelos quais elas ainda se mantém como tais, bem como suas expectativas
de continuarem na atividade pesqueira e quanto ao futuro das vilas. Em pesquisas
preliminares observou-se que a pesca artesanal na Ilha do Mel estd ameacada por
diversos fatores. No caso da Ponta Oeste, esta é ameacada, além da crise dos
estoques pesqueiros, pela introdugéo de unidades de conservagao que restringiu seu
espago e o uso de recursos. Na vila de Encantadas, os pescadores encontram-se
ameagados tanto pela crise da pesca, com a diminuicdo dos estoques, como pelo
avancgodo turismo sobre seu territorio. Este, por um lado, oferece oportunidades para
complementar a renda da pesca, mas, por outro, é responsavel pela aculturacdo da
comunidade bem como pelo abandono de suas atividades tradicionais. A escolha de
uma dessas duas vilas para o estudo se deu por concentrar a maioria de pescadores
da ilha e por apresentar situacdes extremas: a Ponta Oeste, uma vila pequena e
pouco desenvolvida, onde a pesca € a Unica atividade geradora de renda. A ideia
neste estudo, é de explorar a cultura de tradi¢cGes e as praticas de um determinado
grupo, as suasconviccdes matematicas e trabalhar para que tal grupo assimile seus
conhecimentos matematicos populares, com o conhecimento matematico académico,
e assim comparar os dois saberes. A llha do Mel, apesar de estar préxima a
importantes areas pesqueiras do estado, como Paranagua e Pontal do Sul,
geralmente ndo é incluida nos estudos relacionados a pesca. No finalda década de
1970 dificuldades de acesso e a falta de meios de comunicagéo reduziam a influéncia
urbana na ilha. A pesca era a principal atividade econdmica do local que era exercida
para o consumo e escambo (KRAEMER, 1978). A partir da década de 1980, as
pressdes de ocupacdo aumentaram por parte de veranistas cuja intencao era possuir
residéncias na lIlha. Com a instalacdo da luz elétrica em 1988, além da
implementag&o do servigo de barcos de transporte, a populacédo da Ilha passou a ter
maior acesso a bens de consumo como TV, radio, eletrodomésticos e mobiliario. Os
antigos habitos, valores e atitudes da populacdo foram sendo substituidos por um
estilo de vida mais urbano. Com relacao a Ilha do Mel destaca-se que o local deste
estudo foi formado por uma sucesséo de eventos naturais, 0 avango e recuo do mar
por diversas vezes, que resultou na Illha do Mel, formada por uma extensa planicie
arenosa, sendo gque a regido com maior elevagdo é o Morro Bento Alves, com 148 m
de altitude. Sua area total tem 2.894 hectares de extensdo, com 35 km de praias
belissimas, desertas ou com pouca urbanizacdo. Uma grande partede seu territorio
se constitui de area de preservagdo, onde ndo é permitido o acesso. A llha do Mel é
ristica, ndo possui asfalto e suas ruas sédo pequenas e de terra, dando a impresséo
gue o lugar parou no tempo. Localizada no estado do Parand, pertence ao municipio
de Paranagua. E uma area de preservacdo administrada pelo IAP (Instituto Ambiental
do Parana). A populagéo da Illha de pouco mais de mil habitantes se distribui entre
algumas pequenas vilas: Encantadas, Nova Brasilia, Farol, Praia Grande e Fortaleza.
Para preservar o meio-ambiente e evitar a degradacdo da llha, ndo é permitido
veiculos automotores e de tragdo animal, e 0 nimero de visitantes é limitado a 5.000
pessoas por dia e tem o recorde nas altas temporadas que se dao nas datas de fim
de ano, carnaval, e o famoso feriado de 7 de setembro, datas em que a llha
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recebe um cuidado maior, pois h4 um grande aumento no fluxo de turistas.Os pontos
turisticos de maior destaque na Ilha do Mel sdo a Gruta das Encantadas, o Farol das
Conchas e a Fortaleza de N. S. dos Prazeres, todos abertos a visitagdo publica. O
Farol das Conchas, localizado no Morro da Concha é uma constru¢cao de 1870 e o
seu objetivo é de orientar a navegagdo na Baia de Paranagua. L& do alto do farol é
possivel ter uma bela vista panoramica de quase toda a ilha e sua regido. Na llha do
Mel tudo é muito simples, afinal a comunidade em si é de uma cultura mais simples,
porém nao deixam de ser o povo animado. L& eles tém a celebragdo a Sao Pedro que
€ o padroeiro dos pescadores que se estende até a Festa da Tainha, quase um més
de celebracdo com inumeras atracdes, dentre elas, dangas, apresentagdes de
cantores locais, corrida da canoa, eleicdo da Miss Tainha, com as mocas da
comunidade. A comunidade realiza diversos tipos de pescas, esta que citamosé uma
das mais tradicionais que é a pesca da Tainha. Ha, também, a forma de pesca que
consiste em “camboar”, que significa usar pedagos de paus presos aredes menores,
onde ficam alguns pescadores em terra, saem dois ou trés na canoa sem motor para
ndo fazer barulho, enquanto uns rezam, outro vai soltando a rede, na intencéo de
cercar o cardume, até voltarem em terra novamente, e l& com ajuda de outros
pescadores, mulheres e até turistas se estiver |4 no momento, também podem ajudar
a puxar a rede. O que nos chamaatencdo é que todos, incluindo o turista que la
estava, ajudou a puxar a rede, também ganha sua parte na partilha dos peixes.

Palavras-chave: Educagao Matematica, Etonomatematica, Pescadores, llha doMel.
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Resumo:

Esta pesquisa busca contribuir para a discusséao envolvendo a afetividade e a
Educagéo Matematica nos cursos de Ciéncias e Exatas e Tecnologia da UFPR -
Universidade Federal do Parana, tendo como base o mapeamento realizado no
plano de trabalho (01/8/2019-31/07/2020) acerca das dificuldades apresentadas
pelos alunos e alunas ingressantes e nao ingressantes nas aulas das disciplinas da
area de Matematica. Este projeto se insere na abordagem qualitativa de pesquisa, a
metodologia escolhida foi a andlise de discurso onde por meio desta buscamos
categorizar as dificuldades encontradas no mapeamento anterior em abordagens
metodoldgicas a respeito da afetividade matematica. Considerando os pontos
levantados anteriormente quando falamos sobre as dificuldades dos e das discentes
conseguimos encaixa-las na dimensdo afetiva da matematica onde s&o
apresentados os conceitos de crengas e atitudes matematica que trazem uma
associagéo entre a cognicao e a afetividade matematica, o que nos traz uma
elucidacdo a respeito de como as emogdes e, portanto, o subconsciente e os
sentimentos de forma subjetiva podem afetar o comportamento do discente e a
forma como suas atitudes s&do construidas, como seu apreco e interesse na

aprendizagem € construido a partir de suas crengas pessoais, sejam elas

' Bolsista do Programa PIBIC - Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo Cientifica, pelo CNPq.
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relacionadas a matematica por si sO, ou por suas crengas em si mesmo e em seus

docentes.

Referéncias:

CUNHA, M. I. Docéncia na universidade, cultura e avaliagao institucional:
saberes silenciados em questdo. Revista Brasileira de Educagéo, v. 11, n. 32

maio/ago. 2006.

FREIRE. P. Pedagogia da autonomia: saberes necessarios a pratica

educativa. Sdo Paulo: Paz e Terra, 2003.

LEITE, S. A. S. Afetividade nas praticas pedagégicas. Temas em
Psicologia, v. 20, n. 2, p. 355-368, 2012.

MASETTO, M. T. Competéncias pedagégicas do professor universitario.
Séao Paulo: Summus, 2003.

PIMENTA, S. G.; ANASTASIOU, L. G. C. Docéncia no Ensino Superior. Sao
Paulo: Cortez, 2002.

VYGOTSKY, L. S. Psicologia Pedagégica. Sdo Paulo: Martins Fontes, 2004.

CHACON, G. M. |. Matematica Emocional: Os afetos na Aprendizagem
Matematica. Trad. Daisy Vaz de Morais. Porto Alegre: Artmed, 2003.

MCLEOD. D. B. Research on Affect in Mathematics Education: A
Reconceptualization. Grows, D.A., Ed., Handbook of Research on
Mathematics Teaching and Learning. Macmillan Publishing Company, New
York, 575-596, 1992.

LOOS-SANT'ANA. H.; BRITTO. F. R. M. Atitude e Desempenho em
Matematica, Crengas Autorreferenciadas e Familia: uma path-analysis.
Bolema, Rio Claro (SP), v. 31, n. 58, p. 590-613, ago. 2017.

70



Educacéo Financeira na Educacao Bésica: historico e
novas perspectivas

Bruna Teixeira Claro
Licenciatura de Matematica — Unespar Campus Paranagua
Brunaarthurl9@gmail.com

Prof. Liceia Alves Pires (Orientadora)

Colegiado de Mateméatica — Unespar Campus Paranagua
Liceia.pires@unespar.edu.br

Prof. Mariliza Simonete Portela (Coorientadora)

Colegiado de Matematica — Unespar Campus Paranagua
Mariliza.portela@unespar.edu.brr

Palavras-chave: Educagédo Financeira, Educagao Basica, Historico e perspectivas.
Resumo:

Com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC — 2018), abre-se mais espaco
para a implantagdo da Educacao Financeira na Educagédo Basica. No estado do
Parand, a partir dos anos 2021, vem sendo implantada a disciplina de Educacao
Financeira, no Ensino Médio e a partir desta data, também, no Ensino
Fundamental. Entende-se que a Educacéo Financeira, possa ser um tépico que
permite a abordagem num sentido, de ndo apenas, estudar contelidos e temas
gue venham prontos e acabados por meio de indicacdes de 6rgaos gestores, mas
sim, que parta dos préprios professores e dos alunos, num sentido mais critico da
educacao. No entanto, fica o questionamento: Como a Educacao Financeira esta
sendo tratada na Educagdo Basica? A indagagdo se desdobra em outras
questdes: Como o tema esta sendo abordado nos documentos oficiais da
educacao, em especial, em documentos que norteiam a educacao do estado do
Parana, nos Ultimos anos? Os professores, do Litoral do Parana, mais
especificamente das llhas, receberam e recebem capacitagdo para este trabalho?
Como é efetivamente trabalhada a Educacéo Financeira em Escolas das llhas do
Litoral do Parana? Neste sentido, este trabalho, que estd no inicio, e que é
desenvolvido a partir de um projeto de Iniciagdo Cientifica, promovido pela
Unespar Campus de Paranagud, com recursos pela Fundagdo Araucdria do
Parana e que conta com apoio do Grupo de Pesquisa em Educagdo Mateméatica
(GPEMAT-Paranagud) busca responder as questdes acima. O trabalho tem como
aporte teérico a Histéria das Disciplinas Escolares, amparando em Chervel
(1990), Bittencourt (2003), Choppin (2004), Pinto (2014), dentre outros estudiosos
sobre o tema. Entende-se que a Histéria das Disciplinas Escolares, ir4 ajudar a
entender o surgimento de um novo conhecimento ou mesmo de uma disciplina
denominada de Educacdo Financeira. Tem como objetivo geral investigar como
vem ocorrendo a implantacdo da Educagdo Financeira na Educacédo Basica,
Ensino Fundamental (séries finais) e Ensino Médio. Para isso serdo percorridos
alguns caminhos, entre eles: fazer um levantamento histérico sobre a trajetéria da
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Educacado Financeira até se configurar como um conhecimento ou disciplina na
Educacéo Basica: séries finais e Ensino Médio; entrevistar pedagogos, diretores
e professores de escolas do Litoral do Parana, especialmente das llhas do Litoral
do Parana, para coletar informagdes acerca da implantacao efetiva da Educagao
Financeira no nas séries finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio. Com
relacdo aos procedimentos de pesquisa, inicialmente sera feito um estudo de
documentos oficiais da Educacdo Basica, nacionais e estaduais, tais como:
Parametros Curriculares Nacionais (PCN, 1998), Base Nacional Comum Curricular
(BNCC, 2018), Referencial Curricular do Parana (2018), Curriculo da Rede Estadual
Paranaense (2020), além de, teses, dissertagdes e livros que abordem a Educacéo
Financeira. Esta etapa da pesquisa, tem a finalidade de tragcar uma trajetéria historica
sobre a criagéo da disciplina ou implantacéo do conhecimento, na Educagao Basica,
no Estado do Parana. Na sequéncia serdo elaborados questionarios que serao
aplicados, de forma on-line, e/ou presencial, para diretores, pedagogos e professores
de escolas estaduais do Ensino Fundamental (séries finais) e Ensino Médio, buscando
identificar como ocorreu e esta ocorrendo a implantagéo da Educagdo Financeira nas
escolas. Como resultado da pesquisa espera-se entender como vem se configurando
a implantagdo da Educagdo Financeira, na Educagdo Basica (Ensino
Fundamental — séries finais) e Ensino médio, no Estado do Paran4, e se ela vem
sendo trabalhada num sentido mais critico, levando os alunos a fazer reflexdes
sobre as questdes financeiras. Além disso, mais tarde, pretende-se elaborar
projetos a serem aplicados na escola, de forma a apresentar uma Educagéo
Financeira, desvinculada de instituicdes financeiras, que muitas vezes tem como
intensdo a comercializacao de seus produtos.
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Resumo:

O projeto intitulado “O livro didatico de Matematica do Ensino Fundamental e a
Sociedade” tem como objetivo identificar e analisar de que modo os livros didaticos
de Matemética do Ensino Fundamental Il abordam questes sociais. Do ponto de
vista tedrico apoiar-se-4& em estudos e pesquisas no campo da Educacgdo
Matematica que trabalham com as dimensdes social, cultural e politica e com o livro
didatico como politica cultural. O projeto a ser realizado insere-se huma abordagem
qualitativa de pesquisa. A metodologia escolhida para desenvolver esse projeto de
Iniciagdo Cientifica sera de natureza bibliografica e para tanto as atividades do
licenciando serdo: 1) Revisao bibliografica sobre estudos e pesquisas envolvendo o
livro didatico de Matematica e questdes sociais; 2) selecdo e leitura flutuante de
cada livro didatico de Matematica do Ensino Fundamental das cole¢Bes escolhidas;
e 3) A andlise dos livros para compreender como sdo abordadas as questdes
sociais. Dentre as possiveis contribuigcbes esta pesquisa podera contribuir para
compreender como as questdes sociais sdo abordadas na sala de aula de
Matematica a partir do livro didatico.
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Resumo:

Os alimentos esté@o presente na vida de todos os animais, sendo eles racionais
ou ndo. Na histéria dos seres humanos, isso ndo é diferente. Uma das necessidades
béasicas do homem é alimentacéo e ao longo dos anos essa necessidade foi atendida
de diversas formas, utilizando a cacga, a pesca e a plantacdo. No decorrer da historia,
o homem buscou formas de variar seus alimentos e adquirir novos produtos. No inicio,
isso ocorria através do escambo, que € a troca de produtos. Determinados grupos de
produtores trocavam seus produtos entre si e assim, conseguiam uma variagao de
produtos e diferentes tipos de alimentos. Hoje, com o avanco do comércio e da
tecnologia, podemos facilmente comprar alimentos em supermercados, feiras,
mercearias, ou ainda, de forma online. Além de encontrar variagbes de um mesmo
produto, podemos nos deparar com diferentes qualidades, custos e beneficios. Na
compra de um alimento, por exemplo, podemos encontrar tal alimento mais caro ou
mais barato que em outro local. Muitas vezes essa diferenga se apresenta em forma
de nimero decimal. No préprio valor do produto podemos perceber a presenga desse
conjunto.

A temética escolhida para esse trabalho, além de tratar dos nimeros decimais,
também traz a questdo social. O individuo como um cidad&o ativo, necessita tomar
decisdes e atuar para o desenvolvimento da sociedade na qual esta inserido. Dessa
forma, o ato de comprar se torna inevitavel e cabe ao cidadao refletir sobre as
possiblidades de desenvolvimento econémico e social.

Sendo assim, destacamos a alimenta¢cdo como uma necessidade e o ato de
comprar, como uma pratica comum do ser humano. Com isso, pretendemos trazer
essa tematica para uma aplicacdo pedagodgica em sala de aula. Nessa aplicagao
faremos o uso da modelagem matematica como uma metodologia de ensino.
Baseando-se nos estudos do autor Jonei Cerqueira Barbosa, convidamos os alunos
a desenvolver a tematica compras de supermercado, visando alcangar o contetddo de

*Académica do Curso de Matematica da UNESPAR — Paranagua.
2Académica do Curso de Mateméatica da UNESPAR — Paranagué.
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numeros decimais. Tendo em vista que este tema € algo presente na rotina da maioria
dos individuos, pretendemos demonstrar aos alunos relagbes entre situagdes
presentes na vida social e a matematica escolar, utilizando-se da modelagem
matematica.

A modelagem matematica busca resolver situacdes da realidade através da
matematica. Dessa forma, a utilizagcdo dessa metodologia auxilia no processo de
ensino e aprendizagem, além de dar maior significado aos contetdos matematicos
ensinados na escola. Barbosa (2001, p. 74) acredita que “as atividades de Modelagem
podem contribuir para desafiar a ideologia da certeza e colocar lentes criticas sobre
as aplicagfes da matematica.” Nessa perspectiva, a modelagem pode romper com a
ideia superestimada de que a matematica € uma ciéncia inalcangavel e com respostas
Unicas. Com isso, acreditamos que a matematica ndo € uma ciéncia pronta, mas que
ela pode sim, ser questionada e construida a partir de pensamentos criticos.

A concepcdo de modelagem de Barbosa est4 relacionada com duas
caracteristicas importantes: o ambiente de aprendizagem e o convite aos alunos. Para
ele, “0 ambiente de Modelagem estéd associado a problematizacéo e investigacdo.”
(Barbosa, 2004, p.75). Dessa maneira, além do aluno receber o convite para participar
do processo, ele também tem nas maos o poder de levantar questdes, buscar e
pesquisar formas de tratar as informagfes coletadas. Assim, Barbosa (2004, p.75)
define a modelagem como “um ambiente de aprendizagem no qual os alunos sao
convidados a problematizar e investigar, por meio da matematica, situacdes com
referéncia na realidade.”

Em seu texto “MODELAGEM MATEMATICA: O QUE E? POR QUE? COMO?”
(2004), Barbosa se inspira em Galbraith (1995), e apresenta trés casos de atividade
de modelagem matematica em sala de aula. Nesse trabalho, vamos nos atentar ao
caso 2, onde o aluno se encontra com um problema a ser investigado, mas precisa
sair da sala de aula e coletar os dados necessarios. E nessa perspectiva que o
presente trabalho ser& desenvolvido. Assim, temos como intuito, convidar os alunos a
resolver situagdes relacionadas as compras de supermercado, utilizando a
modelagem matematica como aporte no processo de ensino e aprendizagem.

Para o desenvolvimento desse trabalho, serdo utilizadas duas aulas de
mateméatica em uma turma do 6° ano, no Colégio Estadual Rocha Pombo, na cidade
de Antonina, no litoral do Parana.

Para a escrita desse trabalho e a aplicagdo da atividade, nos fundamentamos
na concepgdo de Barbosa (2004), utilizando como ideia principal, o convite aos
alunos. Nos atentaremos a ndo impor nada aos alunos, mas sim, convida-los a
participar.
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Resumo:

O POTI/TOPMAT (Programa de Formagdo em Matematica Olimpica) da
Universidade Federal do Parana (UFPR) é um programa desenvolvido pelo IMPA
(Instituto de Matematica Pura e Aplicada) e pelo Departamento de Mateméatica da
UFPR. Ele é voltado a preparagdo para as Olimpiadas de Mateméatica de alunos do
Ensino Fundamental Il e do Ensino Médio. O programa é ofertado aos sabados
pela manha, para estudantes de escolas publicas e particulares, gratuitamente.

Para ingressar no programa é realizada uma prova de selecdo, constituida de
questdes de multipla escolha com o contelido visto nos anos escolares anteriores e
questdes de logica. O objetivo dessa selecdo € encontrar os alunos mais
interessados em matematica e que ja tenham algum conhecimento prévio sobre os
contetidos que serdo trabalhados e aprofundados. O projeto é subdividido em trés
niveis: Nivel 1 para alunos de 6° e 7° anos, Nivel 2, 8° e 9° anos e Nivel 3, Ensino
Médio. Essa divisdo é baseada nas Olimpiadas de Matemética e neste trabalho
comentaremos especificamente sobre o Nivel 1. Os alunos de 6° e 7° anos estéo
comecando a ter contato com a matematica olimpica agora, entdo preferimos
trabalhar em equipes menores para que os professores do POTI possam incluir
dindmicas para despertar a paixao e o interesse dos alunos em suas aulas. Os
contetidos a serem abordados foram divididos em duas disciplinas: Aritmética e
Geometria. Para isso, foi criado um material autoral desenvolvido pelos professores
bolsistas e voluntarios do projeto. Nele, temos a explicacdo dos conteldos e
diversos exercicios de olimpiadas. A cada aula sao escolhidos 3 exercicios para os
alunos fazerem como ligdo de casa, referente ao assunto abordado no dia. Nestes
exercicios avaliamos a resolugdo e a justificativa dos alunos, com o objetivo de

1 Bolsista do IMPA.

2 Voluntaria do POTI/TOPMAT.
2 Bolsista do LICENCIAR.

4 Estagiaria do DMAT.

79



auxilia-los na 22 fase das olimpiadas, que é discursiva. Realizamos 3 simulados ao
longo do programa, sendo dois objetivos e o Ultimo, discursivo, com o objetivo de
simular as provas das olimpiadas. Estes contam com questbes desenvolvidas
pelos professores do projeto, referentes aos conteldos abordados até o momento,
tanto de geometria quanto de aritmética. Como incentivo para que os alunos
realizem as licbes de casa e melhorem seu desempenho nas mesmas,
desenvolvemos um jogo parecido com o trunfo que é bastante conhecido. Nele,
temos trés categorias: ataque, defesa e fraqueza, cada uma dessas categorias esta
relacionada as notas das ligbes de aritmética, as notas das licdes de geometria e
as ocorréncias da equipe, respectivamente. As 5 melhores notas de cada equipe
entram para a competicdo, que acontece na aula seguinte da aplicacdo dos
simulados. Nestas aulas, iniciamos com o jogo, em seguida fazemos uma
confraternizag@o com os alunos, para descontragdo, e, encerramos com a corre¢ao
de todos os exercicios do simulado. Os alunos que participam do programa
melhoraram seu desempenho nas olimpiadas e até mesmo na escola. Muitos
recebem medalhas e meng6es honrosas, o que indica que estamos no caminho
correto. Porém, o projeto ndo € bom apenas para os alunos, a maioria dos
professores sao graduandos do curso de Licenciatura em Matematica e relatam
gue é determinante as experiéncias adquiridas. Ter contato com a docéncia desde
0 inicio da graduagdo € essencial para aprender com situagBes praticas e
compreender 0s passos que deverdo ser seguidos ao longo da carreira.
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O MatematicATIVA é um projeto de extensédo da Universidade Federal
do Parand (UFPR), vinculado ao Departamento de Matematica (DMAT).
Desde maio de 2017, o projeto atua em escolas de Ensino Basico na regido
metropolitana de Curitiba, realizando eventos que englobam palestras sobre
matematica e uma exposigao interativa de materiais manipulaveis. Reforgo
aqui a importancia desse projeto de extensao ao colocar em didlogo docentes
da Universidade, licenciandos/as de matematica e discentes da educagao
basica a partir de atividades que procuram romper com processos de ensino
e de aprendizagem tradicionais.

O objetivo das atividades criadas é apresentar a Matematica de forma
ludica e descontraida, através do acesso a materiais educativos e de
qualidade, mostrando aspectos curiosos e divertidos relacionados a diversos
temas e, desta maneira, promover o interesse e o encanto pela Matematica.

Uma das atividades realizadas é a de criptografia, onde sao
trabalhadas a Cifra de César e a Cifra Espartana. A necessidade de

esconder, ou disfargar mensagens para que somente um certo destinatario
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possa entendé-la existe desde a antiguidade e persiste nos dias atuais. A
criptografia hoje em dia é utilizada principalmente na internet, em
computadores, celulares, aplicativos e redes sociais. Ela d4 a seguranga de
saber que os dados de quem utiliza a rede tem muito menos chances de
serem descobertos por terceiros. O que muitas criangas (e também adultos)
ndo sabem é que ha muita matematica por tras desse conceito.

A Cifra de César foi criada por volta de 50 a.C. por Julio César, e
inicialmente consistia em trocar uma letra do alfabeto pela letra que a sucede

em trés posigcdes [2], como representado na figura abaixo.

Normal [ a |b|c|d|e |[f|lg|h|i|[]j|[k]] |m
Codigo | D|E|[F|G|H JIK|L|M|N|O|P

Normal [n|o|p|lq|r|s |t |u|v|iw|x]|y]|z

Codigo |Q|R|S|T|U|VIWI|X|Y|Z|A|B

Figura 1: Cifra de César.

Fonte: Ferrando, 2014 [2].

Por exemplo, MatematicATIVA se tornaria PdwhpdwlfDWLYD. No
entanto, a cifra pode ser utilizada com qualquer niumero de posigdes a serem
trocadas. Atualmente essa cifra ndo é tdo usada por conta de ser muito
simples e, assim, ser muito facil “quebra-la”.

A Cifra ou Citala Espartana, ou ainda Bastao de Licurgo, foi
introduzida em Esparta, por volta do século V a.C. Os militares utilizavam um
bastdo de madeira e enrolavam nele uma tira de papel. A mensagem a ser
entregue era escrita na vertical, em colunas, de modo que, quando a tira de
papel fosse removida do bastdo, haveria apenas letras embaralhadas sem
sentido [1].

O destinatario, ao receber a tira de papel, conseguia decifrar a
mensagem com um bastdo de mesmo didmetro e comprimento do remetente.

Ao trabalhar essas duas cifras com as criangas, espera-se que as

mesmas consigam “quebra-las”, ou seja, decifrar mensagens previamente
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criptografadas pela equipe, utilizando uma das duas técnicas citadas acima.
N&o é informado ao estudante qual das técnicas foi utilizada, apenas
brevemente explicado como elas funcionam. Assim, espera-se que ele
compreenda a diferenga das duas técnicas e busque por uma chave para
decifrar a mensagem que tem em maos, seja via cifra de César ou
Espartana, e que se questione se existem outras formas de criptografar
mensagens e onde essas técnicas sdo usadas nos dias de hoje.
Decriptografar mensagens desperta a curiosidade e envolve muito raciocinio
légico dos estudantes.
A equipe do MatematicATIVA elaborou materiais concretos e coloridos

para trabalhar essas cifras, como pode ser visto na Figura 2, além das

mensagens criptografadas, principalmente de teor motivacional, poemas
matematicos, clichés de mensagem cotidianas, entre outras.

Figura 2: imagem retirada de evento realizado pelo MatematicATIVA no
Colégio Julio Mesquita. Curitiba, 2022.
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Resumo:

O MatematicATIVA é um projeto de extensao da Universidade Federal
do Parana (UFPR), vinculado ao Departamento de Matematica (DMAT).
Desde maio de 2017, o projeto atua em escolas de Ensino Basico na
regiao metropolitana de Curitiba, realizando eventos que englobam
palestras sobre matematica e uma exposi¢do interativa de materiais
manipulaveis. Houve uma interrupgdo destas atividades presenciais por
dois anos devido a pandemia do COVID-19. Neste ano, apoés o retorno
das atividades presenciais da Universidade, o projeto retomou os
encontros entre as discentes e as docentes participantes no intuito de
montar novos materiais concretos a partir do material digital produzido no
segundo ano da pandemia, bem como tomar conhecimento e dominar os
temas e atividades produzidas para as exposigdes antes da parada, para
que possam ser levados com exceléncia para as escolas. O objetivo das
atividades criadas é apresentar a Matematica de forma Iudica e
descontraida, mostrando aspectos curiosos e divertidos relacionados a

diversos temas e, desta maneira, promover o interesse e o encanto pela
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Matematica. Assim, com as reunides alinhadas, organizadas e ocorrendo
semanalmente - com a participagdo de todos os membros do projeto -
foram marcados os eventos de 2022. Primeiramente, foi realizada uma
exposigdo no Centro Politécnico da UFPR, em Curitiba, visando divulgar o
projeto para os graduandos e assim, conseguir mais participantes para
levar os eventos as escolas. A primeira escola a ser contemplada foi o
Colégio Estadual Professor Julio Mesquita, em agosto, a segunda foi o
Colégio Estadual Hildebrando de Araujo, agendada para o final de
outubro. O MatematicATIVA engajou-se também em um evento promovido
pela OBMEP, marcado para o inicio de novembro, para desenvolver a sua
exposigao para alunos medalhistas nas olimpiadas de Matematica e seus
professores. A metodologia consistiu na discussdo sobre os temas, na
criagao dos roteiros, na preparagédo dos materiais, além da organizacéo e
gerenciamento das visitas. O dominio das especificidades dos materiais e
das areas Matematicas envolvidas, bem como o planejamento destes, foi
uma oportunidade de aprendizado e de aplicagdo de varios tipos de
conhecimentos. Promover o acesso a materiais educativos e de qualidade
foi uma tarefa que contribuiu tanto para a formagdo académica dos
estudantes envolvidos quanto para o publico que o recebeu. Pode-se
dizer que o objetivo principal do projeto foi retomado, permitindo uma
forma mais efetiva de troca de conhecimentos entre a Universidade e a

comunidade escolar.
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Palavras-chave: Matematica, Olimpiadas, Treinamento.

Resumo:

O POTI/TOPMAT (Programa de Formagao em Matematica Olimpica) da Universi-
dade Federal do Parana (UFPR) é um programa desenvolvido pelo IMPA (Instituto de
Matematica Pura e Aplicada) e pelo Departamento de Matematica da UFPR. Ele é
voltado a preparacéo para as Olimpiadas de Matematica, e € ofertado gratuitamente a
alunos do Ensino Bésico, de escolas publicas e particulares. O programa é constituido
de aulas ministradas semanalmente por professores e estudantes da UFPR, e de ativi-
dades alternativas, como seminarios e jogos. O propésito do programa é nao apenas
oferecer uma preparagao para que os alunos se saiam bem nas principais olimpiadas
de matematica (como a OBMEP, a OPRM e a OBM), mas também algo mais amplo:
por um lado, incentivar os alunos a aprofundarem ainda mais o seu interesse pela Ma-
tematica, instigando-os com problemas incomuns e interessantes; por outro, promover
a interagdo entre universidade e escola basica, construindo uma “ponte matematica”
entre elas.

As consequéncias sdo positivas tanto para os alunos quanto para os professo-
res do programa: os alunos tém a oportunidade de desenvolver e aprofundar seus
conhecimentos e habilidades matematicas com uma abordagem diferente da usual-
mente adotada nas escolas, muito mais dinamica e desafiadora; os professores sao
incentivados a reestruturar o formalismo abstrato de parte da matematica superior

*Coordenador do Nivel 2 e Estagiario do DMAT para o Programa POTI/TOPMAT
TBolsista do Nivel 2 do POTI/TOPMAT, pelo Programa Licenciar

*Bolsista do Nivel 3 do POTI/TOPMAT, pelo Programa Licenciar

SCoordenador do Nivel 3 e Voluntario do Programa POTI/TOPMAT
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para torna-lo acessivel a criangas e adolescentes — 0 que faz com que a sua propria
habilidade matematica se torne mais flexivel e, assim, fortaleca-se.

O programa conta hoje com cerca de 30 professores, a maioria sendo alunos do
Curso de Matematica da UFPR. Eles atendem cerca de 200 alunos de Ensino Basico
no Centro Politécnico aos sabados pela manha. Mais informagdes podem ser obtidas
no website do projeto: http://poti.ufpr.br/. O projeto conta com apoio da Diregao do
Setor de Ciéncias Exatas e do Departamento de Matematica.
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Palavras-chave: Multiplicagéo, Ensino, Aprendizagem, 6° Ano.
Resumo:

As operacgdes sdo elementos matematicos que estdo presentes desde a
alfabetizagdo matemética, além de serem fundamentais para relagbes entre os
nimeros. Observando a multiplicacdo, que é a adi¢cdo de parcelas iguais, e a
divisdo, que € a reparticdo em parcelas iguais, sdo operacdes que ampliam os
conceitos de operagfes desde o 1° Ano do Ensino Fundamental. Ou seja, nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental o trabalho é mais focado no ludico e em materiais
manipulaveis e por Guérios, Agranionih e Zimer “tais atividades contribuem para a
construcdo de esquemas que favorecem o desencadear do processo de
compreensdo das operagdes basicas” (GUERIOS, AGRANIONIH e ZIMER em
BRASIL, 2014, p. 6).

Conforme o aluno vai avangando nos anos escolares o uso da ludicidade e
dos materiais concretos vai dando espaco para pela resolu¢cdo de problemas e
resolucao de exercicios em si, sem o auxilio destas abordagens. Muitas vezes isso
¢é feito de maneira abrupta, deixando de lado a manipulacdo do problema e a
ludicidade para uma melhor compreensdo dos algoritmos algoritmos a partir de
reflexdes sobre o problema e exercicios a serem resolvidos. Com isso, o ensino das
operagdes se tornam apenas exercicios para a realizagdo do algoritmo nos calculos,
ndo tendo significado para o aluno e relacdo com a constante trabalho ludico
presentes nos Anos Inicias do Ensino Fundamental.

Diante disso, o professor observa o progresso do aluno se eles “estao

avancando em relacéo a esses conteldos é muitas vezes confundido com o fato de

1 Formado em Matemaética/Licenciatura pela Universidade Federal do Parana (UFPR).
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eles saberem ou nao fazer contas” (SMOLE e Diniz, 2012, p. 23). Isso é muito
reforgado sobre o estudo e “decorar” a Tabuada de Multiplicagbes, reforgando um
aprendizado da multiplicagdo de saber fazer operagdes sem contexto somente para
falar “que sabe fazer de cabega”.

Este trabalho decorre de uma das atividades de estagio obrigatorio,
desenvolvido no contexto das disciplinas de Préatica de Docéncia | e Il, de um curso
de licenciatura em Matematica, com alunos do 6° do ensino fundamental. Neste
estagio foi possivel observar que os alunos tém conhecimentos da multiplicacédo e
divisdo fracionados, conseguem operar algoritmos, mas quando questionados sobre
como realizou ou como interpretaram 0s exercicios ndo conseguiram argumentar
sobre o que faziam. Isto se tornou um dificultador para a resolugéo de problemas. O
foco estava em fazer a conta.

Com isso, o objetivo deste trabalho apresentar algumas propostas de
atividades para a multiplicagdo e a divisdo simples para os alunos do 6° Ano do
Ensino Fundamental, apresentado metodologias para a melhora destes paradigmas
das criancas.

Sabendo que existem varias visdes e perspectivas de professores,
pesquisadores e outros envolvidos na educagdo para propostas de atividades,
projetos e/ou sequéncias didaticas para ser ensinado a multiplicagdo e diviséo,
temos que cada uma delas tem suas particularidades de acordo com o contexto em
gue estdo inseridos, além de a comparagdo qualitativa delas ndo sdo apropriadas
para uma discusséo.

Algo que é necessario para trazer mais significado é a proposta da discussdo
e andlise de seu raciocinio. Com isso, o professor precisa trabalhar com situagfes
que traga investigagbes dos alunos, tanto coletivo como individualmente. Este
trabalho faz uma reflexdo do estudante do seu raciocinio, além de diferentes
estratégias trazidas para a sala de aula. Com estas reflexdes, a construcdo do
conceito e de seus elementos coletivamente traz mais significado, além do recurso
de socializagdo das diferentes possibilidades de interpretar um mesmo conceito e de
criar estratégias variadas. Nacarato, Mengali e Passos trazem uma das implicagdes
gue a analise de registros e estratégias dos alunos para a resolucdo de um
problema de diviséo:

Um registro como este pode provocar o questionamento de ser ele um
registro escolar e de evidenciar uma possivel perda de tempo do aluno em
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desenhar o material dourado. No entanto, defendemos que o aluno, ao
proceder assim, revela compreensdo tanto da ideia de reparticdo — uma das
ideias da divisdo — quando da compreensdo do algoritmo (NACARATO,
MENGALI e PASSOS, 2009, p. 94).

Para esta a¢éo na sala de aula o professor deve ser o pivd do movimento de
estimulos de ideias. Ou seja, trazer situagBes para uma acgdo reflexiva para os
alunos, além de estar aberto a discutir com os estudantes suas estratégias e
raciocinios para que o aluno perceba o seu equivoco quanto acontecer, ou em
alguns casos o0 aluno aprimorar suas estratégias para resolver problemas
futuramente. Com isso, uma das propostas é o uso da tabuada, calculadora, a
Gel6sia, a Régua de Calculo para a multiplicacdo e Régua de Genaille-Lucas
para a diviséo.

Portanto, percebemos que mesmo com as dificuldades dos alunos nos anos
anteriores em relagdo aos conceitos de multiplicagédo e divisdo, temos que trabalhar
com os alunos que ingressam no 6° Ano para trazer um aprendizado mais
significativo para os alunos e dando possibilidade de aprimoramento de seus
raciocinios matematicos e estratégias de resolucdo de problemas, investigacdes e
calculos. Para que isso ocorra, o professor deve planejar a sua pratica olhando para
a discusséo e transposicéo de ideias dos alunos e professor, fazendo assim uma

conceitualizagao mais dinamica e presentes na compreensao dos estudantes.
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Palavras-chave: OBMEP, PIC, ONE.
Resumo:

O projeto de extensdo Caminhos Olimpicos na Matematica (COM) articula e
desenvolve na UFPR as acdes extensionistas ligadas ao Programa de Iniciacdo
Cientifica Junior da OBMEP (PIC) e ao Programa OBMEP na Escola (ONE) [2][3]. A
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) é nacionalmente
conhecida por revelar talentos em Matematica [1]. Mas o que é pouco conhecido é
todo um conjunto de ag¢Bes que ela fomenta para assegurar que os talentos
descobertos sejam incentivados a uma carreira cientifica, preferencialmente na
Matematica, alicergcada por uma forte base de conhecimento matematico. Em cada
edicdo da OBMEP, entre 6.500 a 7.475 alunos recebem medalhas, entre ouro, prata
e bronze. Todos eles séo convidados para participar do PIC no ano seguinte, como
um prémio. Os alunos que confirmam sua participagdo, fazem o PIC em um pélo
localizado na regido geografica da sua residéncia na modalidade presencial, se
possivel. Além disso, os professores de Matematica das escolas publicas que
participam da OBMEP tém a oportunidade de participar do ONE, onde recebem
formagdo continuada em Matematica e apoio para montar uma turma de estudantes
nassuas escolas, como uma atividade extracurricular,ondea Matematica é ensinada
com a metodologia de Resolucdo de Problemas, servindo, inclusive, como uma
preparagao para as provas da OBMEP [4]. Na UFPR, o PIC acontecia desde 2006 e

1 Bolsista do Programa PIC/OBMEP.
2 Bolsista do Programa PIC/OBMEP.
3 Bolsista do Programa PIC/OBMEP.
4 Bolsista do Programa PIC/OBMEP.
5 Bolsista do Programa PIC/OBMEP.
6 Bolsista do Programa PIC/OBMEP.

7 Professora aposentada.
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0 ONE desde 2015 sem estarem vinculados a um projeto ou programa de extensao.
A partir de abril de 2022, eles passaram a ser as principais a¢des do projeto COM.
Neste ano, o COM atinge 52 estudantes premiados(as) do Grupo 1 (sétimo e oitavo
ano do Ensino Fundamental (EF)), 42 do Grupo 2 (nono ano do EF e primeiro ano do
Ensino Médio (EM)), 19 do Grupo 3 (segundo e terceiro ano do EM) e 3 professores
de Mateméatica da rede publica de Ensino. Trés alunos do curso de Matematica da
UFPR, dois da UTFPR e um professor do Ensino Basico darede estadual atuam como
professores orientadores dos estudantes medalhistasda OBMEP. Cada um deles tem
entre 15 a 20 alunos sob sua responsabilidade. As aulas acontecem no Centro
Politécnico da UFPR, aos sabados, seguindo um calendario nacional. Neste ano, as
aulas comegaram em abril e terminardo em novembro, totalizando 7 ciclos com duas
aulas presenciais com o0s medalhistas. Para os professores orientadores sao
programados 7 encontros de formacéo, para prepara-los para sua atuagdo em sala
de aula. Espera-se que os resultados do projeto sejam atingidos a longo prazo com
um aprofundamento do conhecimento matematico de todos os participantes do projeto
e, em especial, do conhecimento pedagdgico do ensino dos professores e estudantes
de licenciatura envolvidos.
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Resumo:

No primeiro semestre letivo de 2022, matriculadas na disciplina de Pratica de
Docéncia em Matematica Ill, componente curricular obrigatério para o curso de
Licenciatura em Matematica, da Universidade Federal do Parana, tinha-se como
proposito a realizacdo do estagio de observagéo e intervengéo pedagoégica em uma
escola publica de ensino técnico integrada ao Ensino Médio, na cidade de
Curitiba-PR. A partir das observagdes das dificuldades dos estudantes, o objetivo
era realizar um projeto de intervencdo pedagdégica, com as duas turmas do primeiro
ano do Ensino Médio, sendo elas: TC e TPG, as abreviaturas foram utilizadas para
manter o anonimato dos estudantes.

Ao iniciar as aulas, percebeu-se que uma das turmas se encontrava bem
desunida, os estudantes ndo tinham grande interagado, o que acabou sendo algo
notavel para se trabalhar no projeto de intervengdo. Buscava-se, portanto, um
projeto que integrasse os discentes, gerando contribuicdes entre eles, e assim,
iniciou-se a procura por assuntos nos quais os estudantes tivessem dificuldades em
comum para abordar no projeto de intervengao. Todavia, diante das observagoes,
nao foi notada nenhuma dificuldade matematica convergente, isto &, os estudantes
nao apresentavam nenhuma duavida referente a temas especificos que estavam
sendo trabalhados, mas sim a conteludos que deveriam ter sido assimilados no
Ensino Fundamental Il. O fato de ndo haver um conteudo especifico a ser trabalhado
acarretou no questionamento do que deveria ser desenvolvido.

Durante uma das aulas de Pratica de Docéncia, um dos colegas, que estava
realizando o estagio com o Ensino Superior, comentou que uma estudante o
questionou sobre como realizar uma pesquisa, no sentido de conseguir sanar suas

" Em seu livro: “Talking back: thinking feminist, thinking black”, bell hooks (2015) explica que adotou
esse pseuddnimo (escrito com letras minUsculas) com a tentativa de distanciar sua identidade de sua
obra, ou seja, a autora esperava que que os leitores lessem seus textos livres de ideias
pré-concebidas a partir de sua identidade. Nas palavras de bell hooks (2015, p. 164): “o objetivo do
pseudénimo ndo era mascarar, esconder minha identidade, mas sim mudar o foco, para torna-lo
menos relevante”.
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dividas buscando esse aprendizado de maneira auténoma. Com o relato
apresentado desse colega, comegou-se a pensar no projeto de maneira que os
estudantes tivessem essa autonomia na hora de tirar as suas duvidas, e foi com
esse pensamento que se comecou a delinear a trajetoria percorrida por esses
estudantes nos ultimos anos. Os estudantes que estavam sendo acompanhados
conheciam-se, em sua maioria, ha menos de seis meses, por estarem adentrando
uma nova instituicdo de ensino, o que pode ser considerada uma justificativa para a
desunido encontrada na turma TC. Outro ponto a ser destacado é a tentativa de
volta a normalidade apds dois anos da pandemia da Covid-19, periodo no qual a
comunicagdo entre pares ficou restrita, visto que as aulas passaram a ser
conduzidas de maneira remota, a comunicagdo era realizada por meio de
tecnologias digitais e o conhecimento s6 era validado pelos docentes.

Diante do cenario pandémico e por tratar-se de estudantes do primeiro ano do
Ensino Médio, percebeu-se que a algebrizagdo dos discentes ficou defasada, foi
notério a falta de generalizagdo dos conhecimentos provenientes do Ensino
Fundamental Il. Dessa maneira, optou-se pela realizacdo de uma revisdo de
conteudos previstos até o primeiro ano do Ensino Médio. Pensada nessa retomada
de conteudos, a metodologia das aulas entrou em discusséo a partir do referencial
tedrico do livro “Ensinando a transgredir: a educagéo como pratica da liberdade”, de
bell hooks (2013), especificamente a pratica de dialogo apresentada no capitulo 10,
intitulado “A construgdo de uma comunidade pedagdgica”, no qual bell hooks e o
professor Ron Scapp desenvolvem o seguinte dialogo:

bh: No que se refere as praticas pedagogicas, temos de intervir para alterar
a estrutura pedagodgica existente e ensinar os alunos a escutar, a ouvir uns
aos outros.

RS: Por isso, uma das responsabilidades do professor é criar um ambiente
onde os alunos aprendam que, além de falar, é importante ouvir os outros
com respeito. (...) Observo que muitos alunos tém dificuldade para levar a
sério o que eles mesmos dizem, pois estdo convictos de que a Unica pessoa
que diz algo digno de nota é o professor. Mesmo que outro aluno diga algo
que o professor considera bom, util, inteligente ou seja o que for, € somente
pela validagao do professor que os outros alunos o percebem. (...) Entendo
como uma responsabilidade fundamental do professor demonstrar pelo
exemplo a capacidade de ouvir os outros a sério. (HOOKS, 2013, p. 200 e
201)

A partir da citagao apresentada, decidiu-se elaborar um projeto de intervengao
cuja metodologia fosse a Metodologia Entre Pares?, com a intengdo de criar um
ambiente de interagdo entre os estudantes, no qual os mesmos ndo esperem a
validagdo do docente. Pensando em todos esses processos que almejava-se
construir ao longo do projeto de intervengao, decidiu-se avaliar cada etapa a partir
da Sequéncia Didatica Interativa (SDI), definida como “uma proposta
didatico-metodolodgica para ser utilizada no contexto da sala de aula” (OLIVEIRA,
2013, p. 43). Optou-se por essa forma de avaliagdo, pois entende-se que a
avaliagdo deve ser continua, para que ocorra o acompanhamento da aprendizagem
dos estudantes.

2 Tal termo, “Metodologia Entre Pares”, foi cunhado a partir do exposto por hooks (2013) em didlogo
com Scapp, os quais afirmam que é responsabilidade do professor criar um ambiente no qual o
estudante é convidado a escutar seus pares, interagir e reconhecer o conhecimento trazido pelos
mesmos.
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Definido o referencial tedrico abarcado, bell hooks (2013), a metodologia de
ensino, Metodologia Entre Pares, e o processo de avaliagdo, SDI, pensou-se no
projeto de intervengdo descrito a seguir. Como etapa inicial, foi elaborado um
formulario cuja proposta deu-se como processo de reflexdo individual acerca dos
contelddos matematicos ja abordados ou previstos em alguma etapa de ensino,
pedindo para que cada estudante elencasse os conteddos nos quais havia menos
compreensdo. O formulario foi respondido por 31,25% dos estudantes de cada
turma e os conteddos por eles indicados foram aglutinados por temas. Os
estudantes da turma TC foram organizados nos seguintes temas: Fragoes;
Equacdes; Radiciagdo; Unidades de medida; Porcentagem. Enquanto os estudantes
da turma TPG foram organizados nos seguintes temas: Fragdes; Conjuntos;
Matematica Financeira; Sistemas Lineares; Interpretacéo; Equagoes.

O processo de organizagdo dos estudantes em grupos por temas deu-se
conforme explicado a seguir. Foi escrito na lousa todos os temas, tanto na turma TC
quanto na turma TPG, e em seguida foi entregue um post it para cada estudante
colocar o seu nome e elencar dois dos temas apresentados que mais possuia
dificuldade. A partir dos temas escolhidos pelos estudantes, definiu-se os grupos,
aproximando, dessa forma, os estudantes por tema de interesse. Em seguida,
explicou-se que a atividade consistia em um trabalho escrito e uma apresentagéo
oral sobre o tema escolhido. O trabalho escrito deveria conter os seguintes topicos:
duvidas em relagdo ao tema; resumo com a pesquisa realizada a partir das duvidas;
possiveis aplicagdes cotidianas; proposta de um exercicio sobre o tema e as
referéncias.

Com o trabalho escrito elaborado, os grupos deveriam realizar uma apresentagéo
oral do que haviam encontrado. Para isso, os estudantes foram organizados em
circulo, com a motivagdo de conseguir enxergar seus pares e, assim, facilitar o
didlogo. As apresentacdes foram avaliadas pelos proprios estudantes, por meio de
uma ficha de critérios, que solicitava a atribuicdo de uma nota de 0 a 1. Essa
pontuagéo converteu-se em 1 ponto do peso total do trabalho, o qual constituiu peso
3. Nos critérios de avaliagdo constava: (i) interesse, envolvimento, responsabilidade
e compromisso. (ii) comunicagéo clara e respeitosa; (iii) interacdo com a turma; (iv)
dominio do conteudo apresentado; (v) apresentacdo de aplicagbes cotidianas da
Matematica; (vi) uso de estratégias e recursos adequados; (vii) harmonia do grupo.

A intengdo dos critérios de avaliagédo, tal como a avaliagdo entre pares, era
estimular a concentragdo no que os estudantes estavam apresentando, além das
possiveis perguntas a serem elaboradas no final de cada apresentagdo. Dessa
maneira, a comunicacdo entre os discentes foi eficiente. Ademais, o processo de
validagdo do conhecimento matematico transgrediu a esfera docente e alcangou a
esfera discente.

Referéncias:

HOOKS, bell. Ensinando a transgredir: a educagdo como pratica da liberdade.
Sé&o Paulo: WMF Martins Fontes, 2013.

HOOKS, bell. Talking back: thinking feminist, thinking black. New York:
Routledge, 2015.

OLIVEIRA, Maria Marly de. Sequéncia didatica interativa no processo de
formacgao de professores. Petropolis, RJ: Vozes, 2013.
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O MatematicATIVA é um projeto de extensdo da Universidade Federal
do Parana (UFPR), vinculado ao Departamento de Matematica (DMAT).
Desde maio de 2017, o projeto atua em escolas de Ensino Basico na regido
metropolitana de Curitiba, realizando eventos que englobam palestras sobre
matematica e uma exposigao interativa de materiais manipulaveis. O objetivo
das atividades criadas é apresentar a Matematica de forma lddica e
descontraida, através do acesso a materiais educativos e de qualidade,
mostrando aspectos curiosos e divertidos relacionados a diversos temas e,
desta maneira, promover o interesse e o encanto pela Matematica.

O presente resumo descreve as atividades relacionadas a quebra-
cabecgas geométricos, aplicadas no ano de 2022, que compdem a exposi¢ao
do projeto. O tangram e os poligonos replicantes foram as atividades
exploradas nessa area. Assim, despertando o interesse dos alunos com suas
cores vibrantes, diversas formas e possibilidades, é possivel ensinar a

matematica de forma divertida na pratica.

*Aluna bolsista do Projeto de Extensdo MatematicATIVA
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A primeira dindmica que envolve quebra-cabegas geométricos é o
tangram, um antigo jogo chinés, que consiste em formar figuras por meio da
combinagéo de pecgas de diferentes formas e tamanhos. A atividade possui
algumas regras a serem seguidas, como: todas as pecas devem ser
utilizadas e nédo é permitido sobrepor nenhuma pega [1]. Durante sua
realizagao, percebe-se que quanto mais o aluno manuseia o material, maior
sera a criatividade e raciocinio geométrico que aplicara para resolver o
enigma, analisando diferentes formas, construgdes, representagdes e

desconstrugdes do tangram.

Figura 1 - Fotografia tirada pelas monitoras durante exposi¢gdo no colégio Julio

A segunda dinamica trabalha com os poligonos replicantes, figuras
geomeétricas de tamanho menor, que ao se unirem, resultam no mesmo
formato expandido. Diante desta situagdo, podemos trabalhar o conceito de
semelhanga de figuras geométricas e proporgéo. A realizagdo de atividades
com a manipulagdo de poligonos replicantes estimula a observagéo e
comparagcdo de elementos, desenvolvendo novas visualizagbes de
congruéncia e semelhanca, além de expandir a percepgao espacial e
aumentar a capacidade de analise
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Através da realizagdo dos quebra-cabegas geométricos, evidencia-se
o estimulo ao espirito de investigagdo, a criatividade, a curiosidade e ao
desenvolvimento da capacidade de resolver problemas [2]. Com isso, o
estudante desenvolve a capacidade de concentragdo e coordenagéo.
Também, valoriza-se a observagao das formas geométricas que compdem o
quebra-cabega, ajudando os alunos a compreender os conceitos de area e
de semelhangas de figuras planas.

Essas atividades foram aplicadas em classes escolares do 6° ano do
Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio. As escolas disponibilizaram
espagos com mesas, em que foram dispostos os itens confeccionados, de
forma que fosse possivel a interagao dos estudantes com o material, além de
facilitar o contato com os monitores, que possuem o papel de estimular a
curiosidade na matematica por tras de cada dinamica. Durante a pratica, é
possivel perceber que quanto mais o estudante remonta, analisa e discute

sobre a resolugao, maior sera seu raciocinio geomeétrico.

REFERENCIAS:

[1] DANTAS, Tiago. Tangram. Uol. Disponivel em:
https://mundoeducacao.uol.com.br/curiosidades/tangram.htm. Acesso em: 04
set. 2022.

[2] BENEVENUTI, Luiz Claudio; SANTOS, Rejane Costa dos. O uso do
tangram como material Ilidico pedagogico na construgao da
aprendizagem matematica. Educagdo Matematica na Contemporaneidade:
desafios e possibilidades, 2016. Disponivel em:
http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/6458_3698_ID.pdf. Acesso
em: 04 set. 2022.
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Resumo:

O presente resumo é um recorte do Trabalho de Conclusdo de Curso,
intitulado “A Etnomatematica presente nas contas de roga dos agricultores do Meio-
Oeste Catarinense”, as contas de roga sdo calculos realizados para descrever a
area aproximada de um dado terreno. As contas realizadas ndo possuem o rigor da
matematica académica, com isso sdo compreendidas como uma Etnomatematica do
Campo. O objetivo desse trabalho definiu-se por apresentar o conhecimento
matematico dos agricultores da regido do Meio-Oeste Catarinense, exemplificando o
que sdo as contas de roga. Para tal, foram realizadas entrevistas semiestruturas
com sete agricultores e agricultoras da regido pesquisa, as andlises realizadas a
partir das entrevistas, foram abordadas, principalmente, pelo referencial teérico de
Ubiratan D’Ambrosio (2020) e Gelsa Knijnik (2019; 2001), que tratam a
compreensdo e exemplificacdo do Programa Etnomatematica, a autora ainda
trabalha com o enfoque da matematica na agricultura.

Para exemplificar as contas de roga, sera descrito por meio de exemplos dos
entrevistados, como era realizado o célculo de aproximagao da area do terreno. Ja
na primeira conversa sobre o assunto, o Entrevistado 1 deu como exemplo o terreno
da Figura 1, onde é necessario fazer o recorte em varias figuras geométricas para
conseguir realizar o célculo de area, é possivel ver na imagem as areas que se
assemelham a de um tridngulo e dois retangulos.

FIGURA 1 - ESBOCO DE UM TERRENO RURAL DESENHADO PELO ENTREVISTADO 1

FONTE: Arquivo pessoal (2020)
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O Entrevistado 3 esbogou o exemplo de um terreno “retangular”, as aspas
servem para entendermos que ndo se trata de dimensbes geométricas regulares,
mas visualmente no dia a dia é a figura que mais aparenta com a realidade. Dito
isso, seguimos com o esbogo do terreno dado pela Figura 2, que é descrito como
uma figura contendo os lados com 495m, 245m, 377m e 195m.

FIGURA 2 - ESBOCO DE UM TERRENO RURAL REALIZADO PELO ENTREVISTADO 3
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FONTE: Arquivo pessoal (2020)

Ja na Figuras 3, tem-se as descrigbes de como inicia a realizagdo das contas
de roga. O Entrevistado 3 realiza a operagdo de soma das medidas dos lados
opostos, isto é, o lado com 495m esta oposto ao lado de 377m, logo, esses lados
sdo somados totalizando 872m, analogamente os lados de 245m e 195m também
possui a suas medidas somadas, por tratarem-se de lados opostos, totalizando
440m.

FIGURA 3 — CONTAS DE ROCA REALIZADAS PELO ENTREVISTADO 3
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FONTE: Arquivo pessoal (2020)

Na Figura 4, tem-se as descrigdes de como séo finalizadas as contas de roga.
O Entrevistado 3 utiliza o resultado da primeira soma dos lados opostos, nesse caso
o resultado é 872 e divide por 2, totalizando 436m. Analogamente ocorre para a
segunda soma, o resultado 440m ¢ dividido por 2, totalizando 220m. Por fim, basta
realizar o calculo de area, o Entrevistado 3 realiza o produto de ambos os lados,
assim 436m vezes 220m, resulta em 95.920m?2.
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FIGURA 4 — CONTAS DE ROCA REALIZADAS PELO ENTREVISTADO 3
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FONTE: Arquivo pessoal (2020)

Exemplificada as contas de roga, temos que esse método é similar a cubagao
de terra, descrita por Knijnik (2001), é interessante pensarmos na ancestralidade
dessas contas, a pesquisadora ainda traz no seu artigo, que esses calculos
possuem uma referéncia histérica do Antigo Egito, como retratada na citagéo a
seguir.

Pesquisadores como o egiptélogo Eric Peet afirmam haver evidéncias
histéricas que os levam a afirmar que o método de célculo acima descrito
[cubagdo de terra] era usado ja nos periodos ptolomaicos, romanos e
copticos do Egito, para fins de taxacédo. (KNIJNIK, 2001, p. 88)

Portanto, fica evidente o carater histérico dessas contas de roga, e o modo
como a sua perpetuagdo, por meio da comunicagdo, deu-se como forma de
sobrevivéncia de um povo originario da agricultura familiar.

Referéncias:
D’AMBROSIO, U. Etnomatematica — elo entre as tradigdes e a modernidade. 6. ed —
Belo Horizonte: Auténtica Editora, 2020. (Colegao Tendéncias em Educagéo

Matematica).

KNIJNIK, G. et al. Etnomatematica em movimento. 3. ed — Belo Horizonte: Auténtica
Editora, 2019. (Colecdo Tendéncias em Educagao Matematica).

KNIJNIK, G. A matematica da cubagao da terra: Trabalhadores rurais do sul do pais

desenvolvem técnicas alternativas de medir o terreno. Revista Scientific American
Brasil, Edicdo Especial Etnomatematica, n° 11, p. 86-89, 2001.
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Resumo:

O Brincando de Matematico € um evento de extensao e educacéo promovido pelo
PET Matematica da UFPR que tem como publico alvo alunos do 8° e 92 anos do
Ensino Fundamental e Ensino Médio. Ele é realizado desde 2005 e tem como objetivo
enriguecer a formagao desses alunos com um contelldos matematicos.

Devido a pandemia, ocorreu de forma remota em 2019 e 2021 e nao foi realizado
nos anos 2020. Este ano ocorreu de forma presencial, no Centro Politécnico, nos dias
23 e 24 de julho de 2022, abordando o tema "Poliedros Além da Imaginacéo”.

O primeiro dia do evento foi desenvolvido a partir da Férmula de Euler Para Polie-
dros, onde trabalhamos: Poliedros de Platao; Fita de Mébius; introducédo a Topologia e
Teoria de Grafos. A teoria de Grafos foi exemplificada com Padrao de Dobras de origa-
mis e Planificagdes. J& no segundo, foi abordado o contelido de nimeros complexos
com os alunos. Esse conteudo foi utilizado para desenvolver uma caga-ao-tesouro
com questdes sobre o tema.

O objetivo principal foi tratar de forma ludica assuntos da matematica que nor-
malmente ndo sao vistos na trajetéria escolar dos alunos. Também é esperado que os

*Membros do Programa de Educagéo Tutorial - Matematica

103



integrantes do PET tenham experiéncia na pesquisa para a escrita do material didatico
e na atividade docente.
A organizagao do Brincando de Matematico é feita da seguinte maneira:

1) Algumas equipes sao divididas com os integrantes do PET, cada uma defen-
dendo um tema para basearmos o evento;

2) Decidido o assunto, separamos uma equipe para cuidar do evento e a mesma
realiza seminarios internos semanalmente com o intuito de aprender o contetido
em grupo;

3) Dentro da equipe do evento, nos dividimos em subequipes para escrita do mate-
rial de cada dia. Geralmente, os professores sédo os escritores da sua parte do
material;

4) Préximo ao evento, os livros sdo impressos e preparamos as aulas. Normal-
mente esse processo ocorre durante um ano. Mas, devido ao COVID-19, em
2022 ele foi realizado em cinco meses.

Todo o processo de divulgacao, inscricao, e outros aspectos logisticos foram reali-
zados pela equipe do PET. Obtivemos os seguintes resultados: a produgao do material
impresso junto a marca paginas e camisetas do evento; a inscrigao de 38 alunos, dos
quais 36 participaram; e feedbacks positivos em relagdo a clareza do material e a
condugao das aulas e atividades ludicas. Algumas reclamagoes foram feitas sobre a
duragéo do evento: dois dias, ao invés de trés, como usual.

Os participantes do PET foram capazes de avaliar seu processo de escrita e docéncia
de forma critica a fim de melhorar esses aspectos. Devido a boa experiéncia propici-
ada, o XVIII Brincando de Matematico ja esta sendo pensado.
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Resumo:

Conforme aprofundamento em discussdes com professores e colegar sobre
educagado matematica no decorrer do curso de graduagéo em licenciatura, tornou-se
evidente que questdes de linguagem relacionadas com o ensino e aprendizagem
constituem-se como um objeto de estudo no campo de pesquisa em educacgéo
matematica. Nestas pesquisas, relata-se que a linguagem matematica adequada
atua como uma barreira no entendimento das questdes a serem resolvidas,
compondo pauta de discussdo e problematizagdo por diversos autores, como nos
trabalhos apresentados por Sadovsky (2007) e Silveira (2020).

Inclusive, durante a elaboracdo do Trabalho de Conclusdo do Curso, estou
olhando com mais atengao para estas questdes, de modo que pretendo avaliar a
linguagem matematica utilizada nos livros didaticos para a introdugdo de novos
conceitos matematicos. Para além do que o livro didatico apresenta, Silveira (2020)
cita a necessidade de que o professor utilize palavras adequadas para esclarecer o
significado do que se quer transmitir, sem priorizar por um vocabulario simples. Com
estas inquietacbes em mente, durante a minha atuagdo docente no estagio
supervisionado, esta vivéncia apresentou-se como um lugar de problematizagdo do
uso da linguagem matematica adequada, especificamente em relagdo ao contetido
de potenciagéo, que foi o qual eu lecionei.

Sendo assim, o objetivo deste trabalho é relatar a atengédo a atuagdo docente
durante o periodo do estagio no que tange a utilizagdo da linguagem matematica
adequada no ambiente escolar, bem como observar a assimilagdo de novos
conceitos matematicos por parte dos estudantes.

Durante a atuagéo docente neste periodo de estagio, me atentei no momento
de preparar as aulas para que eu estruturasse as frases e conceitos com uso da
linguagem matematica adequada. Além disso, me preocupei em repetir estes
conceitos diversas vezes ao longo do periodo de docéncia. Este estagio foi realizado
no Colégio de Aplicacdo da Universidade Federal de Santa Catarina (CA/UFSC),
localizado em Florianépolis/SC, no 7° ano do Ensino Fundamental. O periodo de

' Bolsista do PET-Matematica/UFSC.
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realizagéo do estagio foi de 09/05/2022 a 15/07/2022, sendo compreendido por uma
etapa de observacdo do ambiente escolar e pela pratica docente. Esta docéncia,
que ocorreu no periodo de 23/05/2022 a 15/06/2022, com 5 horas/aula semanais,
resultou em um lugar principal de problematizacdo das questdes de linguagem
matematica em relagdo ao contetido de potenciagao.

Nestas aulas, durante a abordagem do conteudo de potenciagéo, pude refletir
sobre o uso da linguagem matematica adequada como ferramenta para evitar erros
e interpretagbes equivocadas. Até porque para o aprendizado de conteudos
matematicos mais aprofundados nos anos seguintes de escolarizagdo, se faz
necessario que os estudantes possuam dominio de conceitos matematicos
fundamentais (FERREIRA, 2013). Sendo assim, uma compreensdo adequada de
potenciagédo é fundamental para o acompanhamento de contetdos posteriores que
utilizam de seus conceitos, como radiciagéo e fung¢des (SILVA, 2019).

Os conceitos mais repetidos foram de multiplicagdo e de potenciagao,
frisando a diferenca entre eles, pois, como observado durante as aulas e constatado
na analise realizada por Silva (2019), os erros relacionados a técnica da definigdo
sdo os mais frequentes. Ou seja, os estudantes possuem dificuldades em distinguir
potenciagdo de multiplicagdo. Sendo assim, constantemente eu repetia que:
“Multiplicacdo é a repeticdo da operagdo soma. Potenciacdo é a repeticdo da
operagdo multiplicagdo.”. Destaca-se que no contexto do 7° ano do Ensino
Fundamental, trabalha-se apenas com potenciagao tendo na base um numero inteiro
e no expoente um numero natural. Sendo assim, as definigbes apresentadas sao
fundamentadas neste universo matematico. Durante as aulas de resolugdo de
exercicios, pude notar que alguns estudantes repetiam as definicbes para
resolverem as questdes, como uma forma de lembrete a si mesmo.

Evitei ao maximo utilizar vocabulario e expressdes mais simplificados para o
assunto, uma vez que, de acordo com Sadovsky (2007), a superficialidade
pedagodgica ao se ensinar matematica e o uso de expressdes como “vai um”, “pegar
emprestado”, “passa para o outro lado”, dificultam o entendimento do que estas
operagdes, de fato, significam. Entendo que tal vocabulario pode ser utilizado para
ilustrar a regra, uma vez que eu mesma utilizei algumas vezes durante as aulas,
mas creio que no decorrer da fala do professor, a linguagem matematica deve ser
corretamente estabelecida, bem como a correta explicagdo de o que, de fato, esta
sendo desenvolvido. Por exemplo, eu evitei falar expressdes como “o numero de
baixo e o niumero de cima” e quando o fazia, logo na sequéncia falava a linguagem
matematica apropriada, ou seja, “0 niumero da base e o numero do expoente”, de
modo a conceituar de forma correta e significativa.

Como apontado, o vocabulario adequado é importante para esclarecer o
significado do que se quer transmitir. Afinal, como destacado por Ferreira (2013), a
dificuldade com o uso da linguagem matematica e desconhecimento do vocabulario
especifico da matematica por parte dos estudantes é algo presente em todos os
anos escolares e dificulta o desenvolvimento do aprendizado.

E isto, de fato, foi observado no decorrer do periodo de estagio. Cito
situagdes em que alguns estudantes da turma na qual atuei mostravam-se confusos
com o algoritmo da divisdo, uma vez que eles haviam decorado tal operagéo, sem o
entendimento do porqué o algoritmo funciona. Nesta linha, Sadovsky (2007) observa
que a falta de formalidade na linguagem matematica no ambiente escolar acarreta
perdas significativas na aprendizagem de conteudos sequenciais por falta de
compreensao de conceitos elementares.
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Para além das leituras e discussdes sobre a importancia do uso da linguagem
matematica adequada, pude perceber o reflexo de se tentar simplificar os termos
corretos, uma vez que se perde significados e o correto entendimento dos conceitos
trabalhados. Destaco que, sabendo da importancia da linguagem matematica
adequada na apresentagdo de novos conceitos, bem como em todas as etapas do
processo de ensino-aprendizagem, tomei um cuidado extra em elaborar minha fala
de modo apropriado. E, apesar disso, houve confusdes por parte dos estudantes nas
definicbes apresentadas. Deste modo, pude constatar que as dificuldades sédo mais
complexas do que o uso da linguagem matematica adequada. O mesmo foi
observado por Richartz (2005) em seu trabalho, que foi motivado pela preocupagao
referente a aprendizagem do conteido de potenciagcdo. Suas conclusdes nio
abordam especificamente sobre a linguagem matematica, mas sim sobre a
dificuldade no entendimento do conceito de potenciagao por parte dos estudantes
que, concordando com o citado anteriormente, confundem com a multiplicagéo.

Sendo assim, surge aqui a inquietagéo sobre a possibilidade de que, evitar
simplificar o vocabulario em detrimento dos significados dos conceitos matematicos
deva ser uma postura adotada desde a alfabetizagéo das criangas para potencializar
0 ensino e aprendizagem de matematica. Outro questionamento que persiste é
sobre o fato de muitos estudantes considerarem a matematica como uma disciplina
dificil. Mas, sera que tal desgosto é realmente pelo contetido ou por ser algo que os
estudantes ndo entendem, logo, evitam e rejeitam?

Desde que eu ingressei no curso de licenciatura em Matematica, me vejo
desconstruindo diversas opinibes sobre ensino-aprendizagem da matematica.
Durante o periodo de estagio, vivenciando o ambiente escolar, pude problematizar
outras questdes que tinha como ‘resolvidas’.
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Resumo:

A pesquisa no ambito de uma Universidade tem como um dos objetivos contribuir
no processo de formacdo de futuros professores. Sendo um modo de intervir
positivamente na formagéo de sujeitos atuantes na educagéo, os seus resultados
sdo agentes que podem cooperar com as transformagdes. Nesse sentido o
trabalho em questdo, derivado do Programa de iniciacdo cientifica (PIC) tera
como objetivo geral: estudar a presenga da educacdo financeira nas propostas
escolares, na perspectiva histérica buscando compreender como esse contetdo
de ensino esteve presente em documentos oficiais normativos. As fontes de
pesquisa que se pretende utilizar sdo trés, dois deles normativos na esfera federal
e um na esfera estadual: a Base Nacional Comum Curricular (2018), os
Parametros Curriculares Nacionais (1997) e o Curriculo para a Escola Basica do
estado do Paran& (1990). Tratando-se de uma pesquisa em Histéria da educacéo
Matematica, os escritos de historiadores como Valente (2020), Pinto (2014), Vidal
(2010) e Mendes (2015) dardo suporte tedrico. Entendendo que a cultura escolar
e a histéria das disciplinas estardo presentes nos estudos, os escritos de Chervel
(1990) norteardo a pesquisa. Assim, a proposta aqui apresentada visa a
oportunidade de oferecer aos discentes, tempo e espago para discutir com
pesquisadores experientes, 0s saberes constituintes da profissionalizagdo do
educador matemético e a prépria histéria do ensino da matematica. Acreditando
gue assim o discente tem possibilidade de desenvolver a capacidade critica para
melhor exercer a docéncia futura. Estudar as propostas e os saberes da
profissionalizacdo” devem assegurar aos professores uma formagcdo com
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qualidade que possa ser repercutida sobre o conjunto do sistema educativo”
(BORER, 2017, p. 173). No bojo dos saberes voltados para cada area do
conhecimento, h& aqueles necessarios para o ensino de matematica, entretanto o
olhar sobre os saberes também precisa ser discutido. Essas discussfes, na
perspectiva historica, tém sido apresentadas na forma de livros e artigos,
fundamentando novas pesquisas aplicadas a temas especificos. Isso tudo, no
contexto da Histéria da educagao matematica, um campo recente de pesquisas e
gue segundo Valente (2020) é em finais da década de 1980 que surge como um
novo campo disciplinar e profissional. E, como vertente desse novo campo, abre-
se 0 caminho para uma nova ramificacdo, a Histéria da educagdo matematica
(Hem). A educacgao Financeira, esta presente na atual proposta da BNCC
(Base Nacional Comum Curricular) 2018, no conjunto das ideias que
compdem a Matematica favorecendo um estudo interdisciplinar nas
dimensdes “culturais, sociais, politicas e psicolégicas, além da econdmica, sobre
as questdes do consumo, trabalho e dinheiro” (BRASIL, 2018, p. 271). Essa
abertura permite além das relagdes com os conceitos matematicos, a discusséo
da fungdo e uso do dinheiro, do consumo em momentos histéricos diversos
promovendo desenvolvimento de competéncias pessoais e sociais para a vida
pratica. O documento anterior que direcionava a educagdo, Parametros
Curriculares Nacionais (1997), aponta a matematica como um componente
importante na construcéo da cidadania que deveria estar ao alcance de todos.
Faz uma abordagem histérica da disciplina e apresenta-se numa perspectiva
diferenciada da atual proposta e segue atendendo a organizagdo de uma
escolaridade em ciclos que no caso do estado do Parand, esta presente nos
documentos orientadores de 1990. Os estudos preliminares mostram que o
Curriculo da Escola Basica do estado do Parana (1990), apresenta o tema na
perspectiva de uma escola renovada. Para entender como cada proposta é
construida se faz necessério um olhar da cultura local e da cultura escolar. Esses
estudos sdo necessarios para que o pesquisador situe seu objeto de pesquisa no
espago e no tempo que lhes séo proprios. Assim € possivel entender o presente e
nele intervir se considerar importante. Nesse contexto, temos questdes muito
interessantes para serem investigadas a comecgar pela atual proposta (BNCC,
2018): Como esta proposta a abordagem desse tema no documento em questédo
e quais os saberes indicados para esse ensino? O aprofundamento dessa
tematica na perspectiva historica, se darA com o estudo dos documentos
anteriores propostos direcionados pelas questdes que derivam da inicial: Como
estavam propostos, nos documentos anteriores, os direcionamentos para as
discussdes no ambito da educagdo financeira? Qual(is) as nomenclaturas
utilizadas? Como figuravam os saberes na matematica a ser ensinada? Os
professores tinham orientacdes nesse sentido? Espera-se com essa pesquisa
compreender elementos importantes na educacdo matematica, como a educagao
financeira e poder promover discussdes ao processo de ensinar e aprender
matematica no Ensino Fundamental.
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Resumo:

Neste estudo, buscamos definir as transformagbes de Mébius e suas proprieda-
des. Antes de definir as transformagdes propriamente ditas, precisamos introduzir a
projecao estereografica, uma bijecdo da esfera menos seu polo norte, no plano com-
plexo C.

Com a projegao estereografica, conseguimos introduzir o plano complexo esten-
dido C U {cc}, denotado por C.., no qual temos o infinito sendo representado como
a imagem do polo norte pela extensao da projecdo estereografica a esfera. Deste
modo, podemos enxergar que retas e circulos sdo objetos com papéis semelhantes
na geometria do plano complexo estendido, vendo as retas como circulos que pas-
sam pelo ponto no infinito. Na esfera, imagem do plano complexo estendido pela
inversa da projegao estereografica, as retas sao levadas em circulos que passam pelo
polo norte. Mais precisamente, usando coordenadas complexas, veremos que retas e
circulos podem ser descritas por um Unico tipo de equagdo: Azz+ Ez+Ez+D =0, a
qual representara uma reta se o parametro A for zero, e um circulo se esse parametro
for diferente de zero. Com essa descri¢cao sera mais simples trabalhar as propriedades
das transformag6es de Mébius no plano complexo estendido.

No plano complexo estendido, podemos definir as transformagdes de Mobius. Ve-
remos que elas formam um grupo e que sempre podem ser decompostas em trans-
formacdes de Mdbius mais simples: rotagdes, translagdes, homotetias e inversées.
Essas transformacdes tém a propriedade de levar circulos em circulos, considerando
circulo na forma generalizada, o que inclui retas.

Verificaremos que a quantidade de pontos fixos de uma transformacéo de Mdbius
determina como é o comportamento geométrico de sua agao no plano.

Utilizando a escrita matricial e os pontos fixos, classificaremos as transformagdes
de Mobius em parabdlicas, hiperbdlicas (e loxodrémicas) ou elipticas. Também mos-
traremos como conseguir a classificagdo apenas analisando o trago da matriz associ-
ada.

*Bolsista do PET-Matematica.
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Para falar sobre a projegao estereografica e entender as propriedades das transformagdes
de Mébius utilizamos [1] e para solidificar os conceitos e definigdes, utilizamos [2].
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Resumo:
A geometria Hiperbdlica € uma das ditas geometrias ndo-euclidianas. Nessa nocéo
de geometria substitui-se o quinto postulado de Euclides:

“Para toda reta r e todo ponto P fora de r, pode-se tragar uma Unica reta paralela a r
que passe por P”. - (Postulado Equivalénte de John Playfair)

Pelo seguinte:

“Para toda reta r e todo ponto P fora de r, pode-se tragar pelo menos duas retas
paralelas a r que passem por P”.

Historicamente, esta nogao surgiu apds inimeras tentativas sem sucesso de pro-
var o quinto postulado a partir dos outros quatro. Muitas das tentativas baseavam-se
na redugao ao absurdo, e seus insucessos culminaram em uma nova geometria apa-
rentemente consistente.

Posteriormente, Eugenio Beltrami [1], em 1868, provou a consisténcia das geo-
metrias ndo-euclidianas, tanto da geometria hiperbdlica, quanto da geometria esférica
(que assume a ndo existéncia de retas paralelas). Inclusive mostrou que a incon-
sisténcia das geometrias ndo euclidianas implicaria na inconsisténcia da prépria Geo-
metria Euclidiana.

Nesta apresentacao iremos mostrar algumas definicdes basicas da Geometria Hi-
perbdlica, comegando por dois modelos interessantes para as construgdes poste-
riores, sendo eles o semi-plano superior (H) e o disco de Poincaré (D). Falare-
mos como é definida a métrica nessa geometria, apresentando entdo quem séo as
geodésicas do plano Hiperbdlico, ou seja, quem sdo os caminhos que minimizam o

*Programa de Voluntariado Académico
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comprimento entre dois pontos. Abordaremos as isometrias do plano hiperbdlico, que
seriam as bijecoes do plano que preservam a métrica, dando énfase ao grupo das
transformagoes de Mdbius.

Ja com essas nogdes estabelecidas falaremos da trigonometria do plano hiperbdlico:
angulos, a construgao de triangulos hiperbdlicos, o teorema de Pitagoras para ge-
ometria hiperbdlica, as relagbes e trigonométricas e as fungdes trigonométricas hi-
perbdlicas. Faremos entdo um comparativo com a geometria euclidiana.

Mencionaremos também a nogao de areas para a geometria hiperbdlica e como
esse conceito se relaciona com a trigonometria hiperbdlica através do Teorema de
Gauss-Bonnet para poligonos hiperbolicos. Este teorema fornece uma férmula que
descreve a area de um poligono em termos de seus angulos internos.

Concluiremos apresentando o que seriam ladrilhamentos do plano hiperbolico por
meio de poligonos (exemplos em Fig. 1 e 2), a riqueza de exemplos desse tipo de
construgdo em comparagdo com a geometria euclidiana, e como podemos utilizar o
Teorema de Gauss-Bonnet para obter uma condigdo necessaria para a existéncia de
ladrilhamentos.
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Figura 1: Ladrilhamento por Triangulos  Figura 2: Ladrilhamento por Hexagonos
Os detalhes dos conceitos citados acima podem ser encontrados em [2], [3] e [4].
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Resumo:

O conceito de Integral é muito utilizado no célculo diferencial para obter compri-
mento de curvas, areas de superficies ou até mesmo de volume de sélidos. Ao tra-
balhar com objetos abstratos, como variedades diferencidveis, queremos generalizar
essa ideia.

Utilizando o fato que toda variedade é localmente um espaco Euclidiano, natural-
mente podemos definir a integral de uma fungao em um dominio de uma carta da
variedade fazendo a integral multipla usual, que vemos nos cursos de Calculo, da
fungdo dada em coordenadas locais. Em intersecgbes de cartas, podemos usar a
férmula de mudanga de coordenadas em integrais para ver se este conceito estd bem
definido. A férmula de mudanca de coordenadas em integrais é dada por

/V fdy = /L(f o ¢)| det dp|dx

onde U e V sao subconjuntos abertos e limitados de R™, f : V — R é uma funcao
continua e limitada, ¢ : U — V é um difeomorfismo, e det d¢ é o determinante da
matriz Jacobiana de ¢. Considerando f uma fungao escrita em carta locais de uma
variedade e ¢ a fungéo de transigédo de cartas, a férmula acima implica que em geral

/V fdy # /U(f o ¢)dx, j& que em geral | det d¢| # 1. Isto é, a nogao de integracao de

funcoes dessa maneira natural nao esta bem definida. Isso nos motiva a defini¢cao
de um objeto para corrigir o termo extra (valor absoluto do determinante da Jacobiana)
que aparece na formula de mudanga de coordenadas na integral.

Para corrigir a ideia acima e estender a integragdo em variedades abstratas, po-
demos usar do conceito de formas diferenciaveis de grau n, onde n é a dimenséao
da variedade. Para ilustrar, considere ¢ = (z1,...,2,) uma carta local com dominio
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conexo U e f uma fungdo suave na variedade. Em U podemos definir a forma di-
ferencial w = fdxy A ... A dx, e considerar a integral de f em U como sendo [,w =
Jowy(fop)day ... dx,, em que, a direita da igualdade, a integral € uma integral usual em
n variaveis. Sendo ¢ = (yi,...,y,) uma outra carta com mesmo dominio U, podemos
fazer a conta da mesma maneira e chegamos ao mesmo resultado, a menos de um si-
nal, devido a seguinte propriedade: fdzA...Adz, = (fo¢).(det do)dy, A. . .Ady,, onde
¢ = ¢ o). Isso resolve parte do problema, pois ndo é sempre que (det d¢) > 0. Com
isso, surge o conceito de cartas compativeis, que esta relacionado com a nogao de
orientagao, ou de uma maneira de medir conjuntos (forma volume). Assim, este tra-
balho tera o objetivo principal de estudar os detalhes dessa conta (local) que cor-
rige parcialmente o problema (a menos de um sinal), e os conceitos necessarios
para corrigir integralmente (orientabilidade e existéncia de forma volume na va-
riedade).
Formas diferenciais também séo usadas para descrever fendmenos fisicos. Neste

trabalho apresentaremos o exemplo das Equagoes de Maxwell [2], que escritas em
termos de campos de vetores temos:

div(vg) =q
curl(vg) = — g VM
div(vy) =0

Eeurl(vy) = w + 2 VE

em que v € vy sdo, respectivamente, os campos elétrico e magnético, ¢ € a densi-
dade de carga, w é a densidade de corrente e ¢ é a velocidade da luz.

Sejam wy =y — v Adt € wg = pp — vy Adt 2-formas, e A = ¢Q + 1,2 A dt uma
3-forma. Usando formas diferenciais, podemos escrever essas quatro equagoes em
apenas duas, como [2]:

de =0
dwE =A
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Resumo:

O estudo contemporaneo da Geometria Euclidiana e Nao Euclidiana pode ser de-
finido como o estudo inspirado nos axiomas presentes no trabalho de David Hilbert,
Fundamentos da Geometria (Grundlagen der Geometrie). Os objetivos de Hilbert fo-
ram criar uma colegao de axiomas independentes para o estudo dessas areas [2].

Uma formulagdo mais recente é apresentada por [1], baseada na axiomatica su-
pracitada. Em ambos os trabalhos, o estudo axiomatico da geometria se inicia a partir
de axiomas basicos, chamados comumente de Axiomas de Incidéncia. Esses axio-
mas apresentam a base para se fundamentar conceitos mais complexos da area: as
nogoes de congruéncia, orientagao de retas e angulos, angulo, “estar entre” (ponto en-
tre pontos), etc. Os Planos de Incidéncia sdo as bases para o estudo de, por exemplo,
Planos Dasarguesianos e nao-Dasarguesianos, Euclidianos e nao-euclidianos, Plano
Absoluto, etc [1].

No presente trabalho apresentamos uma generalizagcdo do plano de incidéncia.
Essa generalizagdo ocorre de duas maneiras: a primeira € que enxergamos esses
planos de incidéncia como apenas um tipo de plano em uma familia de (n, k)-planos de
incidéncia. A outra faceta da generalizagao é que a linguagem empregada independe
de uma linguagem de teoria de conjuntos, como ocorre em [1].

Desenvolvemos uma teoria de primeira ordem com igualdade [4] e um predicado
binario (—), chamado de incidéncia. A ideia intuitiva € a seguinte: dados dois termos
dessa teoria a e b, se a — b entdo dizemos que “a incide sobre b”. Nessa teoria os
principais conceitos sdo os de pontos, retas e planos. Definimos os (n, k)-planos de
incidéncia nesse novo sistema.

Poderiamos definir os (n, k)-planos de incidéncia no sistema Zermelo-Fraenkel ou
outra teoria de conjuntos. Porém temos como principio tomar a nogéo de incidéncia
como independente da pertinéncia (€) entre conjuntos.

*Bolsista do Programa de Educagéo Tutorial (PET) - Matematica e voluntario no Programa Instituci-
onal de Bolsas de Iniciagdo Cientifica (PIBIC)
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Posteriormente sera feita uma analise a luz da Teoria de Modelos [3]. Queremos
verificar se essa generalizagdo proposta € um modelo parcial de alguma teoria de
conjuntos. Em caso positivo, teremos argumentos para afirmar que a geometria de
Euclides esta muito mais préxima dos métodos axiomaticos contemporaneos do que
se pensava anteriormente.
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Resumo: A conjectura de Toeplitz propde o seguinte problema a respeito de curvas
planas: "qualquer curva plana simples fechada (Curva de Jordan) contém os quatro
vértices de algum quadrado”. Conforme [3], este problema surgiu em 1911 em um
relatério de uma conferéncia onde Toeplitz ministrou uma palestra. Uma das partes
do relatério tinha como titulo “sobre alguns problemas em topologia” e neste breve
relato ele cita uma conjectura, conhecido atualmente como o problema do quadrado
inscrito. Segundo o artigo survey [1], a conjectura de Toeplitz foi resolvida para curvas
convexas e curvas com varias condigdes de regularidade, porém ainda é um problema
em aberto em toda sua generalidade.

Em 2017, Othechar [2] abordou a conjectura de Toeplitz com foco na matematica
ensinada no ensino basico. A conjetura foi demonstrada para poligonos regulares de
3, 4 e 5 lados, a circunferéncia e a elipse utilizando a Geometria Euclidiana Plana e a
Geometria Analitica. Inspirados no trabalho de Othechar [2], propomos a investigagao
da conjectura de Toeplitz para poligonos regulares. Assim, o objetivo deste trabalho
€ demonstrar a conjetura para poligonos regulares utilizando somente a Geometria
Euclidiana Plana. O resultado principal é enunciado no teorema a seguir.

Teorema 1 Todo poligono regular contém os quatro vértices de algum quadrado.

O desenvolvimento deste trabalho consiste em demonstrar o Teorema 1 para al-
guns poligonos regulares, como o triangulo equilatero, o quadrado, o pentagono regu-
lar e o hexagono regular. Com base nestes casos e nas construgdes geométricas uti-
lizando o software de geometria dindmica (GeoGebra) dividimos essa demonstragdo
nos seguintes tépicos:

1. Poligonos regulares com o nimero de lados multiplo de 4;

120



2. Poligonos regulares com 4k + 2 lados;
3. Poligonos regulares com o nimero impar de lados.

Este trabalho de conclusdo de curso ainda estad em andamento e j& temos uma
demonstracdo para os casos 1 e 2, porém para o caso 3 temos algumas ideias pro-
missoras de como demonstrar este caso.
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Resumo:

O Teorema de Gauss—Bonnet é um dos mais célebres resultados na geometria di-
ferencial classica das curvas e superficies. Além disso, sua generalizagdo moderna
para variedades de dimensao maior, devida a Chern, também é tratada com o mesmo
apreco. Ao estabelecer que a integral da curvatura Gaussiana de uma superficie se
iguala a caracteristica de Euler da mesma multiplicada pela constante circular, esta-
mos relacionando dois invariantes diferentes: uma propriedade geométrica local e uma
caracteristica topoldgica global, o que torna o resultado, no minimo, contraintuitivo e,
por tal motivo, surpreendente.

Sem muitos pormenores, uma superficie pode ser vista como uma capa bidimen-
sional, assim como uma pelicula super maleavel ou a fronteira de um sélido tridi-
mensional. Por sua vez, tendo esta superficie, podemos modela-la como quisermos,
puxando-a, sem furar ou rasgar, em um processo que chamamos de difeomorfismo
[1]. Ao fim desta deformagao obteremos uma nova superficie, ainda com as mesmas
nogdes de conjuntos abertos e fechados, chamado de topologia homeomorfa, mas
possivelmente com uma geometria diferente. Outro conceito importante se trata de
quando uma superficie € compacta, o que acontece quando, ao recobrirmos ela por
abertos, temos um subcobertura finita destes abertos que a cobrem por completo.

Intuitivamente, vamos imaginar que estamos sobre uma superficie. Podemos nos
debrugar sobre varios dos seus aspectos. Por exemplo, ao percorrermos um caminho
sobre ela, teremos a velocidade com a qual seguimos neste trajeto, dada por um vetor
tangente a superficie em cada instante do percurso. Teremos também, ao menos
localmente, a nogao de “para cima”, de uma forma que possamos nos orientar com
um chao e uma nogao de perpendicularidade de onde ficaria o céu, que chamamos
de “campo normal”, composto dos vetores normais [2]. Além disso, uma vez que a
superficie € uma pelicula moldada, temos o conceito de curvatura, que é uma medida

122



de variacdo do campo normal. Essa fungédo curvatura captura o quanto a superficie
se curva em um ponto, e, portanto, vai sendo alterada conforme andamos, préximo
daquele ponto, nessa superficie. Uma outra maneira de descrever a curvatura em um
ponto p na superficie consiste em analisar as curvaturas das curvas que passam por
esse ponto [3]. Estas curvas podem ser obtidas através da intersegdo de um plano
contendo o vetor normal no ponto com a superficie. Isso nos da uma fungéo continua
que, a cada diregao tangente, retorna o numero atribuido a curvatura naquela direcao.
No entanto, uma vez que essa fungéo é continua em um conjunto compacto, possufi
valor minimo e méaximo. O produto destes valores € chamado de curvatura gaussiana
em cada ponto p, que denotamos por de K (p).

Por outro lado, ao dividirmos uma superficie em "tridangulos”e tomarmos o nimero
resultante de vértices menos o niimero de arestas mais o nimero de faces, obtemos
um numero chamado “Caracteristica de Euler”, que denotamos por . Perceba que
esse numero € invariante por homeomorfismos, pois, sob sua agao, um triangulo é
deformado em outro [4]. Este valor também pode ser visto, para uma superficie com-
pacta e orientavel, como 2 — 2¢g, onde g € o0 género da superficie, grosso modo, ‘o0
numero de buracos” que a superficie tem.

Uma terceira forma de se obter y, disponivel em [5], é através das cadeias de
homologia e cohomologia singulares, 0 que conecta esse invariante, e consequente-
mente também o teorema de Gauss—Bonnet, com a topologia algébrica. A homologia
singular H,(S) é um importante invariante algébrico associado a uma superficie S ob-
tido via o estudo dos simplexos singulares, isto &, fungdes continuas o : A — S, sendo
A o simplexo candnico em R". As cadeias de tais simplexos cujo bordo zera capturam
informagdes topoldgicas de S, organizadas em uma sequéncia de espagos vetoriais
H;(S). E possivel demonstrar que x(S) aparece como a soma alternada

dim(S)
x(8)= 3 (—1)"dim H;(S).
i=0

Outro detalhe importante se trata da prépria percepcao de integral [6]. Como es-
tamos trabalhando em superficies, as nogdes do calculo, utilizando vetores, podem
ficar complicadas. A resposta é utilizar a ferramenta correta para integrar: as formas
diferenciais. Uma k-forma diferencial associa cada ponto na superficie a um k-tensor
alternado covariante em 7,S. Isto nos permite alternar as parametrizagdes sem pre-
cisar corrigi-las com o jacobiano, conforme o Teorema de Mudanga de Variaveis, uma
vez que a k-forma jé& carrega consigo tal nogao, através do produto tensorial. Com
elas, podemos definir a integral utilizando a fungao “pullback”, e assim, para calcular-
mos a integral sobre uma superficie, basta integrarmos sob a sua parametrizagao e
corrigir as alteragdes de variavel através de sua forma diferencial [7].

Unindo todas estas nogdes, o que o resultado do teorema de Gauss-Bonnet nos
diz é que ao integrarmos a curvatura K de uma superficie compacta, obteremos a
caracteristica de Euler y da mesma multiplicada por 2, ou seja,

/ KdS = 2nx(S).
S

Esse belo resultado decorre de outro, noménimo, a versao local do teorema de
Gauss—Bonnet. A versdo que foi descrita pelo préprio Gauss em seu livro Disquisitio-

nes generales circa superficies curva [8] se trata apenas do caso em que o bordo do
triangulo em questao é determinado por trés geodésicas. Neste caso, Gauss enunciou
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como segue: “A soma total da curvatura gaussiana de um tridngulo é igual ao excesso
sobre m da soma de seus dngulos” [1]. Atualmente, podemos reescrever esse teo-
rema em sua versao local de maneira mais geral. Seja o : A?> — S um simplexo nao
degenerado e ¢;, com i = {1, 2, 3} seus angulos externos, entao:

3
K+ / K+ e =or
./U(A) Joo(a) ;

Um fator que chama a atengao e motiva a construgao da demonstragao de tal
teorema se trata de sua interdisciplinaridade. Para chegarmos no resultado final, utili-
zaremos uma série de resultados e discussoes, interligando algebra linear, topologia,
célculo, algebra e andlise através da geometria diferencial. Desta forma, estaremos
costurando grande parte dos temas vistos na graduagao mas também acrescentando
conceitos vistos fora dela, em materiais da pds-graduagao. O intuito por tras da es-
colha deste formato de apresentagao é trazer tal teorema utilizando a linguagem e as
ferramentas da matematica moderna, de modo a mostrar um pouco do real trabalho
de um gedmetra atual. Além disso, 0 uso desta linguagem moderna é empregada
de modo a permitir que o teorema de Gauss—Bonnet possa ser generalizado para
dimensdes maiores, utilizando o conceito de variedades, em trabalhos futuros.
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Resumo:

Fractais sdo formas geométricas que apresentam padrdes infinitamente compli-
cados. Em uma primeira andlise notamos que os fractais que estamos habituados
possuem a caracteristica de serem auto-similares, ou seja, as partes sao feitas de
vers0es menores do todo. Visualmente € possivel perceber este tipo de padrao, mas
fazendo uso de conceitos da Topologia podemos formalizar a definigao de um fractal.

Fungdes contragdo sao transformagdes em um espago métrico com a propriedade
de aproximar seus pontos quando aplicadas. Tais fungdes sao a base do Teorema do
ponto fixo de Banach, que nos permite encontrar conjuntos auto-similares a partir de
um sistema de fungoes iteradas (ou SFI). Para construir contragcdes com propriedades
interessantes, iremos nos restringir a R? e ao estudo das isometrias lineares devido
seu forte significado geométrico no plano.

A juncéo dos resultados topolégicos com a forma matricial das fungdes contragéo
fundamentou a criacdo de um codigo de computador capaz de gerar fractais com
resolugao tao boa quanto for necessario, implementar restricdes e configurar parametros
para uma exibicdo mais agradavel. O cdédigo foi escrito na linguagem de alto nivel e
alta performance "Julia”.

*Bolsista do Programa de Iniciagao Cientifica CNPq
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Abaixo dois exemplos de fractais gerado pelo codigo:

Figura 1: Fractal gerado por um SFI com 6 fungoes sem restricoes

Figura 2: Fractal gerado por um SFI com 3 fungdes com restrigoes
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Resumo:

O estudo de Sistemas Dinamicos e suas propriedades sdo de suma importancia
para diversas areas da ciéncia. A partir da necessidade de discretiza-los para melhor
compreendé-los, surge a area da Dinamica Simbodlica.

O objeto de estudo desta pesquisa foram os espagos shift. Podemos visualiza-
los como conjuntos de sequéncias formadas por simbolos, com certas restricoes. O
conjunto de simbolos recebe o nome de alfabeto, e ao conjunto de restricbes damos
o0 nome de blocos proibidos.

Se A é um alfabeto finito e F é um conjunto de blocos com simbolos de A, defi-
nimos X como sendo o conjunto das sequéncias formadas com simbolos de A que
nao contém os blocos de F. Um conjunto X de sequéncias com os simbolos de A que
pode ser escrito como X = Xz para algum conjunto F de blocos € um espago shift.
Se F for finito, dizemos que X é um espaco shift de tipo finito.

Em um sistema dindmico, trabalhamos com um conjunto e uma fungéo. Ao apli-
carmos a fungéo iterativamente em um ponto do conjunto, criamos uma sequéncia,
conhecida como a 6rbita desse ponto. Pensando em como podemos aproximar uma
sequéncia de pontos por meio de 6érbitas, surge a nogao de sombreamento.

Dizemos que um sistema dindmico (X, F'), onde X é um espago métrico com
métrica d e F' € uma aplicagao continua, tem a propriedade do sombreamento (re-
presentada na Figura 1) quando

Ve >0, 36 >0, Vag, x1,...Vi, d(F(2;),2i41) <3 = o, Vi, d(F'(z),z;) < e.

*Bolsista de Iniciagao Cientifica CAPES/CNPq
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Fonte: Petr Kurka, 2003

. F(xo) . .
o I _—]
e €

e e
. .

X F(x) F(x)
Figura 1: Representacao da propriedade de sombreamento

Neste trabalho, demonstramos o seguinte teorema, que relaciona espagos shift de
tipo finito com a propriedade do sombreamento, de autoria de Peter Walters em 1978:

Um espago shift é de tipo finito se, e somente se, possui a propriedade do
sombreamento.

Este teorema é notavel, dado que associa um conceito discreto a uma propriedade
continua.

Dizemos que um sistema dindmico (X, F'), onde X & um espago métrico com
métrica d e F' é uma aplicagdo continua, tem a propriedade do sombreamento de
Lipschitz quando

36(),(51 > 0, Vag, 21, ... Vi, d(F(l,).(L'H,l) <d§< 50 - 31', Vi, d(thY(I)) <4 -0.

Neste estudo, demonstramos que a propriedade do sombreamento de Lipschitz
é equivalente a propriedade do sombreamento em espagos shift de tipo finito. Este
resultado é relevante visto que em algumas situagées € mais simples provar que a
propriedade do sombreamento de Lipschitz ocorre do que a propriedade do sombrea-
mento.

Referéncias

[1] LIND, D.; BRIAN, M. An Introduction to Symbolic Dynamics and Coding. Cam-
bridge: Cambridge University Press, 1995.

[2] KURKA, Petr. Topological and Symbolic Dynamics. Paris:  Societé
Mathématique de France, 2003.

[3] PILYUGIN, S.; SAKAI K.. Shadowing and Hyperbolicity. Cham: Springer, 2010.

128



Otimizacao

Banca Avaliadora:

Professores:

Prof. Ademir Alves Ribeiro

Profa. Lucelina Batista dos Santos
Profa. Mael Sachine

Estudantes da pds graduacao:
Heber Cristina Teixeira
Pedro Henrique Antunes de Oliveira

129



Aprendizagem por Refor¢co com Q-Learning

Dennis Gongalves Lemes*
Bacharelado em Matematica Industrial - UFPR
dennis.lemes@gmail.com

Prof. Lucas Garcia Pedroso (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
lucaspedroso@ufpr.br

Palavras-chave: Aprendizado de maquina, Aprendizado de Reforgo, Q-Learning, .

Resumo:

Aprendizagem por Reforgo (ou Reinforcement Learning) € uma area de Aprendi-
zagem de Maquinas que se baseia em um ambiente onde agentes tomam ac¢des em
estados especificos, 0 que resulta em recompensas (tanto positivas como negativas),
com o agente aprendendo a maximizar a recompensa recebida escolhendo as melho-
res agoes possiveis.

Com isso, Q-Learning, ou Quality Learning é um algoritmo de Aprendizagem por
Reforgo livre de modelos, ou seja, se baseia estritamente em experiéncias passadas
para criar sua politica de escolhas. Q-learning faz o uso da definida “Q-Function”, que
representa a recompensa acumulativa descontada de uma agao especifica em um es-
tado especifico (que nao € conhecida no inicio do treinamento) para descobrir qual é
a melhor agao para ser tomada no momento, com a prépria fungdo sendo estimada
durante todo o processo usando aprendizado de diferengas temporais. Usando a de-
finida “Q-Table”, as estimativas dos Q-valores de cada agao em cada estado de um
ambiente sao salvas para futura comparagao e atualizagao de quantias, com multiplas
revisdes de valores. Eventualmente a nossa tabela pode representar a verdadeira
fungéo Q com confianga, o que representa o0 nosso agente obtendo um bom conheci-
mento do ambiente.
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Resumo:
Os métodos de direcoes de descida sdo métodos iterativos para resolugéo de
problemas de otimizagao irrestrita:

min  f(z)

sujeitoa = € R",

em que f : R" — R é uma fungao continuamente diferenciavel e com gradiente Lips-
chitz. Tais métodos, a partir de um ponto inicial z, € R dado, geram uma sequéncia
{z1}32, C R" dada por:

Tpt1 = Tp + tedy, (1)
em que d, € R" é tal que Vf(z;)'dy < 0 et, > 0 é o tamanho de passo, em geral
escolhido de modo a garantir f(zx11) < f(zx). A diregdo d;. e o tamanho passo ¢; sdo
obtidos mediante determinadas regras que variam conforme cada método.

Neste trabalho discutimos sobre métodos nos quais a diregao d;, € um multiplo de
—V f(z;) e damos énfase ao método de Cauchy [4], e variagbes recentes, como o
método de Nesterov [3] e 0 método do gradiente espectral [1]. Para estes métodos
estudamos tanto a complexidade de pior caso quanto o desempenho pratico.

No método de Cauchy, também conhecido como método de maxima descida, em
(1) temos d, = —V f () e 0 tamanho de passo ¢, > 0 pode ser calculado de diferentes
maneiras. Se a constante de Lipschitz L > 0 para V f(x) é conhecida, podemos usar
t;. = 1/L. Outra escolha possivel & dada pela busca linear exata:

t, = arg min f(z, — tV f(x)).
>0
Para este método, é possivel mostrar (veja [4, Teorema 5.2]) que quando f é
também convexa, com minimizador global z* € R™, vale

_ Uz — 2|

fla) = fla) < S @
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Assim, dizemos que este método tem taxa de convergéncia O(1/k).

O método de Nesterov (ou gradiente acelerado de Nesterov), descrito a seguir,
é um método que garante a taxa de convergéncia 6tima O(1/k?) para métodos de
primeira ordem [3].
Dados zy € R, 6y = 1, vy = x9, O processo iterativo é definido por:

(1—01¢)tk < tp —1

Se k >1: escolha 6, € (0,1) tal que 3 <7
b3 b1

Yy = (1 — Qk) Ty + Gkvk
Te =y — UV (y)
V41 = Tk + o (Tp1 — k)
B
Neste método, ao invés de z;, o gradiente é avaliado em um ponto y que é definido
como uma extrapolacéo de z;_; ao longo da diregao x; — xp_1.
Além das escolhas de tamanho de passo ja discutidas para o0 método de Cauchy,
para este método podemos considerar também ¢, > 0 tal que

Flanar) < ) = ZIV @O,

A esta escolha de tamanho de passo, que pode ser determinando com um procedi-
mento de backtracking, damos o nome de busca linear inexata.

Em comparagao com (2), para f convexa e com gradiente Lipschitz, o método de
Nesterov (3) com tamanho de passo constante ¢, = ¢t € (0,1/L] e com 6, = 2/(k + 2)
satisfaz (veja [3, Teorema 5.1]):

J@) - @) < e — 2| 4

_2
(k+1)%

Outro método de primeira ordem, bastante conhecido na literatura de otimizagédo
continua é o método do gradiente espectral. Introduzido em [1], este método usa a
diregdo de busca d;, = \;'V f(z;), em que o escalar

(2 — 23-1) " (Vf (@) — Vf(21-1)) }}

(xr — xp—1)T (2 — TH—1)

A\ = max {&nm, min {(5,1,3,(,

é conhecido como parametro espectral € 0 < din < Jmax < 00 SA0 salva-guardas para
evitar que este fique muito grande ou muito préximo de zero.

Neste método, o tamanho de passo ¢, foi determinado usando busca linear nao-
monotona: dados v € (0,1), 0 < duin < dmaxs M € Z% , escolha ¢, > 0 que satisfaga a
condigao:

Flan +tedy) < max f(re-;) + tiyV f (ax) " dy

em que m;, € uma sequéncia de inteiros ndo-decrescente e limitada por um inteiro
conhecido M, mo =0eparak > 0,0 < my < min{my_, + 1, M}.

Para este método é possivel provar que para e € (0, 1], e f convexa e com gradiente
Lipschitz, temos que f(z)) — f(z*) < ¢, em no maximo O(1) iteragdes. Para maiores
detalhes, consulte [2].

Para avaliar o desempenho pratico dos métodos, estes foram implementados em
Matlab e consideramos experimentos numéricos envolvendo fungdes quadraticas com
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Hessiana simétrica definida positva com dimensao variando de 2 a 5000, em que
f(z) = 22T Az. Naimplementag&o utilizamos como critério de parada ||V f (z) < 107°
ou um ndimero maximo de iteragdes k = 2000. No gradiente espectral usamos os
pardmetros 8,,;, = 1075 ,,0. = 105, M = 5 e no método de Cauchy consideramos
busca linear exata.

Os resultados numéricos indicam que o método de gradiente espectral, em média,
alcanga o primeiro critério de parada em menos iteragdes que os demais, como ilustra
o grafico abaixo para uma quadratica de dimenséo n = 100.

" Métodos de Maxima Descida

—=— Meét.Cauchy - inverso const Lipschilz
—— Mét.Cauchy - busca linear
Mt Nesterov - inverso const Lipschitz
Mét Nesterov - backiracking
—— Grad Espectral - passo especiral

f(x,)

. .
0 200 400 600 800 1000 1200
lteragio

Neste grafico observamos também que todos os métodos foram capazes de redu-
zir o valor funcional até préximo do valor 6timo f(z*) = 0. Ainda, observa-se que os
métodos de Cauchy garantem um decrescimento monétono da fungdo, em oposicéo
aos métodos de Nesterov e gradiente espectral. E curioso notar que, apesar de pos-
suir taxa de convergéncia 6tima O(1/k?%), o método de Nesterov foi superado pelo
gradiente espectral nos testes que realizamos.

Em trabalhos futuros, faremos testes computacionais com a “pior fungao do mundo”
[3, Pagina 2.1.6] a fim de evidenciar a performance de pior caso dos métodos estuda-
dos.
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Resumo:

Este trabalho aborda a precificagao de imoéveis com o uso de modelos de Apren-
dizagem de Maquina. Para tal, foram usadas bases de dados com caracteristicas
dos imoveis e bases do Censo de 2010 que, por meio de diferentes técnicas de
geolocalizagao, fornecem informagdes sobre a regido dos imoéveis.

Precificar um imével € um desafio enfrentado por muitas empresas e isso € usado
para diversas finalidades. As imobilidrias necessitam disso, pois séo focadas na com-
pra e venda de imoveis. Os bancos, que retomam os imdveis de financiadores inadim-
plentes ou que precisam precificar o imével de garantia do cliente para gerar um score
de crédito e, até mesmo, as empresas focadas exclusivamente nessa precificagdo.

A precificagdo de um imével depende de diversos fatores, como metragem qua-
drada, preco do metro quadrado na regido, nimero de quartos, banheiros, vagas de
garagem, geolocalizagao, caracteristicas internas e externas do imovel etc.

Com base em tantos fatores, € um desafio para as empresas fazer uma precificagdo
assertiva. E o erro na estimativa de prego de um imével é um problema por varios mo-
tivos. Por exemplo, para quem esté vendendo, sobrestimar o preco pode causar uma
demora demasiada na venda do imével, ao passo que subestima-lo causara a venda
abaixo do prego ideal, gerando uma diminui¢éo da receita.

O projeto é composto por 4 etapas principais:

*Pesquisador de Iniciagao Cientifica no CiDAMO e Integrante do PICME
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Figura 1: Etapas do projeto.

Todas as etapas contribuiram para o bom desempenho do modelo final, mas vale
um destaque para engenharia de atributos. Depois da inclusao dos dados do Censo,
da criagao e da expansao de atributos, o percentual de acerto da precificagao aumen-

tou significativamente.
Durante a etapa de modelagem, foram testados, essencialmente, trés modelos:

- Regressao Linear: método de regressao baseado na minimizagao da soma dos

quadrados dos erros ao aproximar um conjunto de pontos usando uma reta;

* Random Forest (Floresta Aleatéria): um ensemble de Arvores de Decisao
(agrupamento de diferentes Arvores de Decisdo). Uma Arvore de Decisdo € um
algoritmo de Aprendizagem de Maquina baseado em probabilidade condicional;

« XG Boost (Extreme Gradient Boosting): ¢ um algoritmo de aprendizado de
méaquina baseado em Arvores de Decisdo e que utiliza uma estrutura de Gradient
boosting. Esse tipo de estrutura utiliza o gradiente descendente como técnica
para minimizar o erro em um ensemble de modelos sequenciais.

O tipo de avaliagdo dos modelos depende do contexto da precificagdo. Entéo,
supondo que estamos do lado dos vendedores de iméveis, € menos prejudicial so-
brestimar o prego pois, tendo esse tipo de erro, basta implementar um desconto no
preco do imovel a cada periodo de tempo ou a cada nimero de tentativas frustradas

de venda. Portanto, para avaliar os modelos, foi criada seguinte métrica de avaliagao:

Cenario Acerto
Ypred < Ytrue Ypred — Ytrue S 0.05 - Ytrue
Ypred Z Yirue Ypred — Ytrue S 0.15 - Ytrue

Com isso, os modelos tiveram uma tolerancia maior ao erro de sobrestimar o prego
(15%) do que ao erro de subestimar (5%). Os resultados obtidos foram os seguintes:
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Valorm2* |Regressao |Random
Descricdo Area Imovel |Linear Forest XG Boost
Caract. Imob 17% 12% 36% 23%
Caract. Imob. + Censo 17% 13% 34% 21%
Caract. Imob. + Var. Externas 17% 17% 38% 26%
Caract. Imob. + Censo + Var. Externas 17% 15% 39% 28%
Caract Imob. + Censo + Var. Externas + Tunagem 17% 15% 56% 46%

Figura 2: Percentuais de acerto dos modelos.

No grafico abaixo, ficam evidentes os incrementos no percentual de acerto a me-
dida que a base de dados foi enriquecida e os modelos foram tunados:

Acerto por etapa da modelagem
== Valorm2 * Area Imével == Regressio Linear Random Forest == XG Boost
Random Forest
50% XG Boost

40%

30%

Acerto

20% Valor m2 * Area Imével

12
10% Regress3o Linear

Caract. Imob. Caract Imob. + Censo  Caract. Imob. + Var. Caract. Imob. + Censo Caract. Imob. + Censo
Externas + Var. Externas + Var Externas +
Tunagem

Etapa da modelagem

Figura 3: Acerto por etapa da modelagem.

Por fim, o melhor resultado obtido foi 56% de acerto, com um modelo de Random
Forest.
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Resumo:

N&o ha duvidas de que a Aprendizagem de Maquina vem ganhando cada vez mais
espago em nossas vidas. Muitas vezes longe das expectativas de ficgao cientifica,
a &rea proporciona uma gama de ferramentas sem as quais muitas das facilidades e
recursos cotidianos nao seriam possiveis. Em uma outra face desse complexo po-
litopo que é o conhecimento humano, encontra-se a Otimizacdo, segmento da Ma-
tematica Aplicada bastante em voga que fornece elementos para a resolugdo tanto
de problemas praticos e imediatos como de oriundos de outras areas, por exemplo, a
prépria Aprendizagem de Maquina. Tendo em vista saberes de tamanha importancia,
cabe a Universidade formar seus discentes para que estejam preparados para atuar
nesses setores, seja em carreiras académicas ou no setor privado. Nesse contexto,
surgiu em 2019 na UFPR o grupo CiDAMO (Ciéncia de Dados, Aprendizagem de
Maquina e Otimizacéo), que congrega alunos de diversos cursos, em especial Ma-
tematica e Matematica Industrial, em um ambiente colaborativo de estudo, pesquisa,
desenvolvimento de habilidades interpessoais e divulgagado de conhecimento. Nesta
apresentacdo, abordaremos o funcionamento do grupo, as responsabilidades dos in-
tegrantes, os métodos de ingresso e os beneficios de fazer parte de uma equipe que
tem enriquecido os curriculos, as carreiras e as vidas de seus participantes.
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Resumo:

Neste trabalho abordamos o Gradient Boosting e algumas modificagoes. Este método
consiste em uma técnica de aprendizagem de maquinas supervisionado para proble-
mas tanto de classificagdo como de regressao que produz um modelo de previsdo na
forma de um ensemble de modelos de previsao fracos, geralmente arvores de decisao.
Ele constréi o modelo em etapas, como outros métodos de boosting, e os generaliza.
Tal estratégia utiliza ideias provenientes do método do gradiente descendente com o
intuito de minimizar uma fungéo de perda associada ao problema.

Tendo em vista a possivel lentidao na convergéncia do método do gradiente des-
cendente, estudamos artigos que propdem modificagées do gradiente boosting base-
adas em dois algoritmos conhecidos da area de Otimizagao: o0 Momentum e o0 método
de aceleragao de Nesterov. O intuito de tais modificacdes é tentar acelerar a con-
vergéncia, ou seja, utilizar menos arvores, porém mantendo o bom desempenho do
gradient boosting e sem aumentar a variancia.

Uma implementacao computacional dessas propostas foi feita e os resultados ob-
tidos serdo apresentados.

Referéncias
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Resumo

Nesta apresentagao sera evidenciada uma formulagédo para resolver o problema da
alocagao de unidades hidrelétricas, comumente chamado de Unit Commitment (UC).

Este problema consiste de minimizar a quantidade de agua utilizada para aten-
der as restricbes do sistema, sendo aqui aplicadas para um horizonte diario com
discretizagdo horaria. A modelagem deste problema é baseada em uma pesquisa
que determina o status (ligado/desligado) e o nivel de geragao de cada unidade ge-
radora (UG) para atender as restricdes da usina e UGs, expandindo sua formulagao
para uma cascata.

O modelo proposto foi implementado em Julia, sendo executados os experimentos
numéricos com dados de operagdes de duas usinas e comparados com a operagéo
real. O modelo se comportou adequadamente para aquilo que se propds a fazer,
sendo que os resultados se mostraram promissores com relagdo a economia da agua
nos reservatorios.

Uma implementagao computacional dessas propostas foi feita e os resultados ob-
tidos serdo apresentados.
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Resumo:

O Aprendizado por Reforgo é uma area de Machine Learning que estuda como
um agente consegue maximizar uma recompensa em um ambiente para que consiga
tomar as melhores agdes em cada situagao.

O processo de decisdo de Markov, MDP, é uma parte essencial do Aprendizado
por Reforgo. Ele é definido por uma tupla = (s, t, A, S, R). O agente inicia em um
estado s, do ambiente, onde os estados possiveis sdo S = (s, s1, ..., $,), €M um tempo
t=0,1,...,n, tomauma agao A = (ag, a1, ..., a,) disponivel no estado atual, recebe uma
recompensa R : S — R e de forma iterativa vai para um estado novo s’ até o episodio
terminar.

Com a MDP queremos achar uma politica = : S — A que define a forma que o
agente se comporta, ou seja, tem como objetivo maximizar as recompensas descon-
tadas para cada par estado-agao (s,a).

A qualidade da politica é definida pela fungao valor, V;, que indica a recompensa
esperada descontada de comegar no estado s, e seguir a politica = nos préximos
estados.

Em uma MDP a fungao valor é denotada como

o0
Ve =E, (Z V¥ Reyps1|Se = s> )
k=0

Note que foi adicionado uma constante v na recompensa esperada, v € (0,1],
para limitar as recompensas infinitas. A mesma também define a importancia das
recompensas futuras.

Como queremos maximizar as recompensas esperadas descontadas, podemos
achar a fungao valor 6tima, V., iterativamente atualizando a equacéo 6tima de Bellman,
denotada por

“Aluno Pesquisador do grupo Cidamo
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Q.(s) = E|Ripy +ymax V.(s',d')| Vs € S.

Essa fungao retorna os valores étimos para os estados e permite, em particular,
avaliar quao bom é a politica. Porém, nao nos retorna uma politica 6tima para o
agente.

Para isso introduzimos uma nova fungao, Q.(s,a), que estima os valores 6timos
dos pares de estados-acéo (s,a), denotados como Q-Valores. Essa fungao é tal que

Qu(s,a) = E |Rypy + ymax Q.(s',d') |V s €,V a € A,

qual mostra que se o agente estiver em um estado s, tomar uma agao a, e seguir a
politica étima 7, o resultado sera a média da recompensa ao tomar a agao a no estado
s mais o retorno esperado descontado de todos os possiveis pares de estado-acao
(s’,a’) seguindo a politica 6tima.

Com os Q-Valores 6timos definir a politica étima, ..(s), € trivial. Para cada estado
s basta o agente escolher a agédo que retorna o maior Q-Valor, ou seja,

m.(s) = argmax Q.(s, a).
o
Com a politica étima, sabemos quais sdo as melhores agdes para cada estado no
nosso ambiente e assim podemos escolher o caminho que maximiza a recompensa

esperada descontada.
<https://deeplizard.com/course/rlcpailzrd>
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Resumo:

Em Aprendizagem de Maquina, existem diversos métodos para modelar um pro-
blema de classificagdo. Em particular, neste trabalho estudamos as Maquinas de Ve-
tores Suporte (SVM do inglés), que utilizam uma base de dados supervisionados, isto
é, para cada dado = conhecemos o respectivo rétulo y. As ideias deste modelo po-
dem ser estendidas para um novo tipo de problema de classificagdo chamado de SVM
Transdutivo que, diferentemente do anterior, ndo conta com a rotulacdo de todos os
seus dados, tratando-se entdo de um problema semi-supervisionado.

Com respeito ao SVM cléssico, a proposta inicial para se obter um classificador
linear que separa um conjunto de dados foi feita por Vapnik e Lerner [7] em 1963. A
ideia proposta pelos autores foi usar um classificador linear para separar os dados em
duas classes, tentando maximizar a distancia entre os dados e o classificador. Este
problema foi denominado Support Vector Machine (SVM - Maquina de Vetor Suporte)
e pode ser formulado da seguinte forma: considere + = (2{”,...,2)') um vetor em

R"e y; € {—1,1} parai=1,...,m, o classificador linear w”z 4+ b = 0 é obtido a partir
da resolucéo do problema de otimizagao,

e . 1 2
minimizar =||w||
wh AV 1)
sujeitoa  y; (wa(z) + b) >1, i=1,...,m,

em que w € R", b € R. A obtengdo do modelo acima pode ser encontrada em [1] (pp.
19-20). Observe que, conhecido o hiperplano separador w'z + b = 0 e introduzindo
uma nova amostra 7, é possivel usar o classificador para rotular este dado como per-
tencendo & classe positiva se w”z 4+ b > 0 ou negativa se w”z + b < 0. Na Figura 1
temos um exemplo de um hiperplano 6timo para uma base de dados genérica, sendo
que os quadrados representam os dados pertencentes a classe positiva e os losangos
a classe negativa:
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Figura 1: Hiperplano Separador que melhor separa o conjunto de dados. Fonte: [1].

Note que, por se tratar de um classificador linear, o problema (1) é usado apenas
para o caso onde os dados estdo distribuidos da forma linearmente separavel.

No intuito de generalizar as ideias de SVM para o contexto de aprendizagem semi-
supervisionada, foi proposto em [6] 0 Modelo Transductive SVM (TSVM), de expressao

by*.&

1 n k
minimizéar 3 lwl* + CY & + C* Y&
w,b,y*,£,E* i1 =1 -
sujeito a yi(sz(i)er) >1-¢, i=1,...,n

g/;f(u;Tx(i)er >1-&, j=1,...,k
5120, lzlv*”
§ 20, j=1,...k

comw € R* b € R,y* € {~1,1},& € R", & € R*. O modelo realizara a classificagio
levando em conta tanto os dados rotulados, quanto os nao rotulados, sendo que es-
tes serdo estimados pelo préprio modelo. O problema acima nao é convexo, logo
dificil de resolver, por isso estudamos dois métodos para aborda-lo: Concave-Convex
Procedure [3] e SYM'9ht [g].

Realizamos a implementacdo desses algoritmos usando o software Octave junto
a biblioteca LIBSVM [2, 5] para a base de dados de digitos manuscritos MNIST [4],
frequentemente usada em aprendizagem de maquina. Estes dados foram modificados
para obtermos um problema semi-supervisionado, e por fim comparamos o desempe-
nho entre os métodos.
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