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Apresentacao

Prezado Estudante!

E uma grande alegria té-lo conosco na 1* edi¢ao do Brin-
cando de Matematico Junior! Tenho absoluta certeza de que
vocé ird aprender muito nestes dias!

O Brincando de Matematico ¢ uma atividade de extensao
gratuita da UFPR planejada, organizada e conduzida pelos
alunos do PET - Matemética com o intuito de oferecer aos
estudantes de Ensino Fundamental e Médio a oportunidade
de estudar e aprender sobre um tema matematico relevante
apresentado de forma acessivel, lidica e interessante. Além
de oferecer ao estudante uma excelente oportunidade de inte-
ragir com os estudantes do Curso de Matematica da UFPR,
o Brincando também funciona como ponte entre a Universi-
dade e a Escola Basica, reafirmando o compromisso de nossa
Universidade em oferecer conhecimento de primeira quali-
dade de forma gratuita aos estudantes brasileiros.

Esta edicao, idealizada de forma totalmente remota por
conta da pandemia, constitui-se um marco nas atividades
do PET - Matematica. A preparacao deste evento neste
novo formato trouxe um significativo aprendizado para toda
a equipe, reafirmando uma das premissas do PET (Programa
de Educacao Tutorial), que é a de oferecer aos estudantes a
possibilidade de transcender o aprendizado meramente for-



mal e permitir ao aluno que este seja protagonista em seu
proprio aprendizado. Neste ano, teremos duas frentes: uma
para os alunos de 6° e 7° anos do Ensino Fundamental (O
Brincando Junior) e outra para os estudantes das séries se-
guintes.

O tema do Brincando Junior deste ano é baseado na obra
do matematico brasileiro Julio Cesar de Mello e Souza, mais
conhecido como Malba Tahan, e tem despertado interesse
em geracoes de brasileiros hé varias décadas. Nao tenho
davidas de que vai despertar sua curiosidade para aprender
mais Matematica também!

Gostaria de agradecer, de maneira especial, a cada um
dos estudantes do PET - Matematica pela dedicagao, zelo
e foco com que realizam todas as atividades e também a
Administracdo da UFPR por sempre apoiar esta iniciativa.

Prof. José Carlos Eidam

Tutor do PET-Matemadtica
Departamento de Matemdatica - UFPR
Julho de 2021
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Capitulo 1

Revisao de conceitos do
12 Dia

Nossa jornada pelo mundo do Homem que Calculava ira
abordar diversos problemas divertidos!

Entretanto, antes de iniciar a nossa aventura, precisare-
mos de algumas ferramentas matematicas.

1.1 Operacoes Basicas

Dando inicio a nossa revisao, iremos relembrar as qua-
tro operagoes basicas: adicao, subtragao, multiplicacao e di-
visao. E depois, vamos conversar um pouquinho sobre as
expressoes numéricas!

Adicao e Subtracgao

Vamos comecar com duas operacoes bem simples, as quais
nos aprendemos logo no comecinho da nossa vida escolar: a
adicao e a subtracao.



Exemplo: Aladim é um famoso colecionador de lampadas.
Ele comecou sua cole¢ao com 1 lampada, depois adicionou
mais 1 lampada... e assim por diante. No final, Aladim deci-
diu somar quantas lampadas ele adquiriu em sua aventura
de colecionador.

De modo visual, Aladim esta fazendo o seguinte:

D 2R ZEdh ZENENEE

Ou seja,
1+141+1+...4+1=7

Desta forma, podemos definir a operacao de adi¢gao, como
segue:

Definicao 1.1.1. Sendo a, b e ¢ nimeros quaisquer, a operacao
adicao é definida da seguinte forma: a + b = c.

Para definirmos a operagao de subtragao, iremos visitar
um evento que ocorreu com um pobre lenhador arabe, ha
muito tempo atras.

Ali Baba tinha 6 camelos, uma quantia que pode ser con-
siderada exorbitante para um homem como ele. Apesar do
pouco dinheiro, o lenhador tentava manter todos os camelos
bem alimentados. Certa vez, 2 dos 6 camelos foram rouba-
dos.

Analisando de forma matematica, temos que o nimero de
camelos de Ali Baba diminuiu, 2 camelos foram subtraidos
de um total de 6.

Neste caso, temos



Ou seja,

Logo, Ali Baba ficou com 4 camelos.

6—2=4.

o

7.8

Conhecendo a historia dos camelos de Ali Baba, podemos

definir a operagao de subtragao como:

Definicao 1.1.2. Sendo a, b e d nimeros quaisquer, a operagao
subtracgao é definida da seguinte forma: a — b = d.

Multiplicacao e Divisao

Avancando na nossa caminhada matematica, temos as
operacoes de multiplicacao e divisao, que também sao nossas
velhas conhecidas de empreitadal

Certa vez, o extraordinario calculista Beremiz Samir es-
tava estudando sobre a operagao de multiplicagao. Em meio
aos seus estudos, o homem que calculava percebeu que é
possivel enxergar a multiplicagdo como sendo a soma de um
nimero por ele mesmo n vezes.

Vejamos um exemplo pratico da descoberta de Beremiz:

2x3=2+2+2=3+3=60.



Note que na primeira soma o niimero 2 aparece 3 vezes,
e na segunda soma o numero 3 apareceu 2 vezes.

Logo, podemos definir a operacao de multiplicacao da
seguinte forma:

Definicao 1.1.3. Sendo a e b niimeros quaisquer, a operacao
multiplicacao ¢é definida da seguinte forma:

axb=a+a+---+a=b+b+---+b.

b vezes. a vezes.

Definida a multiplicagdo, vamos agora voltar para Ali
Baba. Chateado por ter perdido 2 de seus camelos, o pobre
lenhador decidiu se arriscar na colheita de magas.

Depois de muito colher, Ali Baba chegou ao total de 12
macas em seu cesto.

XXXXX

XXX XX
Muito feliz com esta conquista, o lenhador corre para di-
vidir as magas entre seus 4 camelos restantes. Ja préximo de

seus camelos, Ali Baba percebe um problema: como dividir
igualmente 12 macas para 4 camelos?

Sabemos que a resposta para esta pergunta é simples:
basta dar 3 macas para cada um e vocé tera uma divisao
perfeita.



Matematicamente falando, expressamos esta divisdo do
seguinte modo:

12

T

Portanto, a definicao desta operagao segue abaixo.

3.

Definicao 1.1.4. Sendo a e b niimeros quaisquer, a operacao

divisao ¢ definida da seguinte forma: ¢ = e, onde e X b = a.

Ufa! Terminamos a nossa revisao de operagoes bésicas!

No préximo tépico iremos estudar a aplicagao destas operagoes
em uma expressao numérica.

~ I d [

1.2 Expressoes Numéricas

Como veremos em breve, o Problema dos Quatro Qua-
tros consiste em escrevermos numeros de 0 a 100 utilizando
uma expressao numérica com apenas quatro algarismos 4.

Mas vocé sabe o que é uma expressao numérica?

Podemos dizer que uma expressao numérica nada mais



é que um conjunto de niumeros sujeitos a operagdes ma-
tematicas em uma determinada ordem.

Falando assim parece dificil, mas é bem de boa e muito
provavelmente vocé ja mexeu com algo parecido!

Bem, existem certas regrinhas a serem seguidas para que
possamos resolver uma expressao numérica. Entao vamos
relembra-las a seguir!

Ordem dos Simbolos e das Operagoes

Vocé ja deve ter visto pelo menos uma vez na vida a tal
da “ordem das operacoes”. Iremos relembra-las na tabelinha
abaixo.

Ordem dos Simbolos Ordem das Operagoes

Parénteses ( ) Potenciagao e Radiciacao

Colchetes [ | Multiplicacao e Divisao
Chaves { } Adi¢ao e Subtracao

Exemplo 1.2.1. Vejamos alguns exemplos de expressoes
numeéricas.

e 54[12x(4—1)+7 1.
e 15 x {8+[3%(9—-5)]}.
e 445x2—12/6+42 — 10.

E importante ressaltar que se duas operac¢ées do mesmo
grau de prioridade estiverem juntas, fazemos a resolug¢ao na
ordem em que as operagdes aparecem.

Perceba que apareceram duas operagoes novas na nossa
tabelinha, e também nos exemplos: a potenciacao e a radi-
ciagdo. Ambas serdo abordadas na proxima secao.



1.3 Potenciacao e Radiciacao

Para resolver nosso problema também precisaremos ver
conteidos novos, como a Potenciacao e a Radiciacao. Mas
nao se preocupe, é molezinha!

1.3.1 Potenciacgao

Como ja sabemos, existe uma operacao chamada “mul-
tiplicacao”, que ja foi relembrada na secao 1.2.1. Para en-
tender o que é Potenciagao, é importante entender bem a
multiplicagao!

A Potenciacao é nada mais que uma multiplicacdo do
mesmo numero varias vezes. Por exemplo, se tivermos a
multiplicacao a seguir:

10 x 10 = 100.
também poderiamos escrevé-la da seguinte forma:
10% = 100.

isto é, escrever 10 x 10 é o mesmo que escrever 102. Ok,
mas por que utilizamos isso se é uma simples multiplicacao?
Lembre-se que a multiplicacdo pode ser feita com mais de
dois ntimeros, ou seja, podemos ter uma multiplicacdo como
a seguinte:

10x10x10x10x10x10x10x10x10x 10 = 10000000000.

Um pouco chato ter que escrever essa multiplicagao, nao
é? Gragas a existéncia da potenciacao, podemos escreveé-la
simplesmente como:

10'° = 10000000000.



E claro que nao existem somente poténcias de base 10.
Podemos ter poténcias de qualquer nimero! Desse modo,
vamos definir, de forma simples, o que é a potenciacao:

Definicao 1.3.1. Sendo a e b niimeros quaisquer, a operacao
potenciacgao ¢ definida da seguinte forma:

Ad=axax---xa.

b vezes.

Exemplo 1.3.2. Calcule o valor de 2°.
Segundo a defini¢ao de potenciagio, sabemos que

P =2x2x2%x2x%x2.

5 vezes

Desse modo, basta fazermos a multiplicagdo: 2 x 2 x 2 x
2x2=32.

Podemos dar nomes aos niimeros com os quais estamos
trabalhando. Veja abaixo:
Expoente

Base +— aP® =¢

Poténcia

Assim, no exemplo anterior, teriamos que 2 seria a base,
5 seria 0 expoente e 32 seria a poténcia.

Observacao: Quando temos uma base elevada ao ex-
poente 2, também podemos dizer “base ao quadrado”.

X : - lé- um elev. 1 u “um ua-
Exemplo: 12 - 1é-se elevado a dois” ou “ a0 qua
drado”.



Da mesma forma acontece com o expoente 3, podemos dizer
“base ao cubo”.
Exemplo: 23 -1é-se “dois elevado a trés” ou “dois ao cubo”.

Quando calculamos poténcias, existem algumas coisas,
também chamadas de propriedades, que facilitam os calculos.
Considere a, b, m e n nimeros naturais (positivos) diferentes

de 0:
Propriedades da Potenciacao :

e Todo ntmero elevado a 1 tem como resultado ele mesmo:
1
a = a.

Exemplo: 5! =5.

e Todo ntmero natural nao nulo elevado a 0 tem como
resultado 1: a° = 1.
Exemplo: 90° = 1.

o Todo nuimero negativo elevado a um expoente par tem
resultado positivo: (—a)? = a?.

Exemplo: (—3)? = (-3) x (=3) = —(-9) =9 = 3.

e Todo nimero negativo elevado a um expoente impar
tem resultado negativo: (—a)®**! = —(a?*1).
Exemplo: (—4)% = (—4) x (—4) x (—4) = —(—16) x
(—4) =16 x (—4) = —64 = —(4?).

Note que, nos tltimos dois itens acima, as poténcias estao
escritas da forma “2b” e “2b+ 1”7 somente para representar,
respectivamente, um nimero par e um impar, e nao uma
multiplicagao ou soma.

Exemplo 1.3.3. Calcule:



 (=5)*
Pelas propriedades vistas acima, sabemos que, como
temos uma base negativa e um expoente par, entao
nosso resultado serd um nimero positivo:

(=5)* = (=5) x (=5) x (=5) x (=5) = 25 x 25 = 625

Mas note que 5* = 625 também. Assim, (—5)* = 5% =
625.

« (=5)°
Ao contréario do anterior, esse resultado sera negativo,
ja que temos uma base negativa e um expoente impar:

(=5)x(—=5)x(—=5)x(=5)x(—b5) = 25x25x(—5) = —3125

Mas note que 5° = 3125, ou seja, temos mudanca ape-
nas no sinal. Assim, (—5)° = —(5°) = —3125.

Veja que, no exemplo acima quando calculamos (—5)°; o
que fizemos na verdade foi multiplicar um resultado que ja
conheciamos, o (—5)*, por (—=5). Ou seja, (—5)° = (—5)* x
(—=5). Mas nao somente isso, também podemos escrever
(—5)% como (—5)% x (—5)%. Faca o teste! Teremos o mesmo
resultado. Veremos isso na proxima propriedade.

Mais propriedades da Potenciacgao :

1. Produto de poténcias de mesma base: o™ xa" =
aern

Exemplo: 2! x 22 =2 x 4 =8 = 23 = 212,

2. Divisao de poténcias de mesma base: — =

m—n

a



107 ~ 10000000

Vo =100 = 102 = 1075,
105 100000

Exemplo:

3. Poténcia de poténcia: (a™)" = a™*".
Exemplo: (5?)% = (25)? = 625 = 51 = 52%2.

4. Distributiva em relacao a multiplicacao: a" x
" x " = (axbxc).
Exemplo: 22 x 5% x 10? = 4 x 25 x 100 = 10000 =
(100)% = (2 x 5 x 10)2.

n a n
5. Distributiva em relagao a divisao: -— = () :

62 36 6\
Exemplo: 22:4:9:32:<2>.

Por fim, temos uma tultima definicdo importante. Caso
tivermos um expoente negativo:

Mas e o 0°?
Uma curiosidade é que nao podemos afirmar que 0° = 1.
Ele é indeterminac¢do matematica, o que quer dizer que nao
conseguimos determinar seu resultado. Uma outra indeter-

N . 0
minag¢ao muito famosa é o —. Vamos tentar calcular g para

mostrar que ¢ uma indeterminacao:

Veja que, por um lado, podemos considerar que um niimero

1 1270
dividido por ele mesmo é igual a 1, assim como — =1, —— =
1 1270



... Desse modo, poderiamos chegar a conclusao de que
=1.

No entanto, por outro lado, sabemos que 0 dividido por
qualquer nimero resultara em 0, assim, poderiamos chegar

1,
v
0

a conclusao de que — = 0.
Mas qual o resultado? 0 ou 1?7 Ou sera ainda outro
niumero? Nao hd como saber, e é por isso que 0 é uma in-

determinacao.

Agora, voltando ao 0Y, veja o seguinte:

0° =0 =0t x 07! = 8 = indeterminacao

0
Temos novamente o 0’ o qual ja sabemos que é uma in-

determinacdo. Logo 0° também é uma indeterminacao.

E muito importante entender essas propriedades, mas nao
se preocupe em decora-las. Caso vocé se esqueca de alguma,
relembre-a e faca alguns exercicios envolvendo essa proprie-
dade, para fixa-la em sua cabeca! Assim, com o tempo, vocé
lembrara de todas.

1.3.2 Radiciacao

Se vocé parar para pensar, para toda (ou quase toda)
acao, existe uma acgao inversa, como por exemplo “fechar”
e “abrir”, “subir” e “descer”, etc. Assim como na vida, na
matematica também existem operacgoes inversas.

Operagao inversa:



A ideia da operacao inversa é “desfazer” o que uma outra
operacao fez. Por exemplo, se estamos tratando da operacao
soma, o inverso dela é a subtracdo, afinal, se queremos des-
fazer uma adicao, devemos retirar o que foi adicionado.

Veja um exemplo: Inicialmente um aventureiro tem 5 mo-
edas na carteira, porém, enquanto caminha, encontra outras
10 moedas, ficando com 15 moedas.

5+ 10 = 15.

No entanto, um vendedor o para e lhe diz que as 10 moe-
das eram suas. O aventureiro, como é um bom moco, decide
devolver as 10 moedas que havia adicionado a sua carteira,
ficando assim com suas 5 moedas iniciais.

15 —-10 =5.

As operacoes multiplicacdo e divisdo também sao inver-
sas.

A radiciagao é a operagao inversa da potenciacdo. O que
significa que, se tiramos, por exemplo, a raiz quadrada de
um numero a, queremos na verdade descobrir qual ntimero
b elevado ao quadrado tem como resultado a.

Por exemplo: Se calcularmos a raiz quadrada de 9, de-
notada como /9, temos que pensar qual nimero elevado ao
quadrado é igual a 9. Nesse caso, ji sabemos que /9 = 3,
pois 32 =3 x3=09.

Repare que no exemplo anterior, a resposta também po-
deria ser —3, j4 que (—3)* = 9. Isso acontecerd sempre
quando estivermos tratando de raiz quadrada, teremos um
resultado positivo e um negativo. No entanto, aqui nessa



apostila, utilizaremos apenas a raiz positiva, portanto nao
se preocupe com o resultado negativo.

Nao existem somente raizes quadradas, podemos tirar a
raiz cubica, quarta, ou até décima de um ntimero. Por exem-
plo:

V8=2 jaque 22 =2x2x2=28

V8l =3, jaque 3*=3x3x3x3=281
Vi=1,jdque 1"=1x1x---x1=1

10 vezes

A raiz mais utilizada normalmente é a raiz quadrada.

Agora que ja sabemos como a raiz funciona, vamos de-
fini-la:

Definicao 1.3.4. Sendo a e b nimeros inteiros quaisquer, a
operagao radiciagao é definida da seguinte forma: a = c,

sendo ¢ um ntmero tal que ¢® = a.

Existem algumas raizes que nao sao tao simples de cal-
cular, como por exemplo v/2. Quando estamos tratando de
numeros inteiros, nao existe resposta para essa operacao. A
resposta estd em um outro conjunto de nimeros chamado de
conjunto dos nimeros irracionais. Como esse nao é o foco
do curso, nao comentaremos mais sobre esses nimeros, no
entanto, veja abaixo algumas raizes que nao tém resultado
nos numeros naturais:

o V2 =1,4142135623730;
e /3 =1,7320508075688:
e 20 = 4,4721359549995.



Podemos nomear os niimeros com os quais estamos tra-
balhando da seguinte forma:

Indice +— /a = ¢ — Raiz

1
Radicando

Assim, em /8, por exemplo, 3 seria nosso indice, 8 seria
nosso radicando, e 2 seria nossa raiz.

Propriedades da radiciagao:
Sendo a e b nimeros inteiros, e m e n nmeros racionais,
as propriedades da radiciagao sao as seguintes:

1. a™ =a™.
Exemplo: V=T

=

e Dessa propriedade sai outra: +/a® = a, ja que

1
n

Exemplo: V/210 = 2.

2. Vam = " amxr.
Exemplo: 4 = 2, e também *V/41x2 = /16 = 2.
Logo, V4 = v/16.

3. Yax Vb= axb.
Exemplo: v/100 x v4 = 10 x 2 = 20. Mas também
temos que /100 x 4 = /400 = 20. Logo, v100x /4 =
+/100 x 4.

a a
4. 7/— = ——= com b # 0.
Vo= o7
/36
Exemplo: 9= V4 = 2. Por outro lado, temos:



E

6 36
_2_9o 1, 2
/9 3 °8% |79

5. (a)™ = a™.
Exemplo: (v/16)? = (4)> = 16. Por outro lado,
utilizando a propriedade 1, temos: v 162 = 163 = 16.

Logo, (v/16)? = V162,

6. {/ a = "%/a.
Exemplo:  1/1/1000000 = /1000 = 10. Também

temos que /1000000 = /1000000 = 10.
Logo, \3/ /1000000 = *7/1000000.

83

E claro que calcular a raiz de um ntmero nao é tao sim-
ples quanto calcular poténcias. Porém, existe um jeito que
facilita o calculo da raiz: a decomposicao em fatores primos
do radicando. Consiste em dividir o radicando por fatores
primos (se for um ntmero par, por exemplo, comece divi-
dindo por 2) e ir dividindo até nao podermos mais dividir.
Veja no exemplo a seguir:

Exemplo 1.3.5. Calcule:

o 144,

Utilizando a decomposi¢ao em fatores primos, podemos
dividir 144 por fatores primos até que nao possamos
mais dividir:

144 | 2 Comecamos dividindo 144
722 por 2, pois, como 144 é
36 | 2 par, com certeza um de
18] 2 seus fatores primos é 2. A

913
313
1[22x22x 3




divisao resulta em 72. Se- vamente por 2, resultando
guimos dividindo 72 no- em 36, e assim por diante.

Os numeros a esquerda do risco vertical sdo os que
serao divididos, enquanto os da direita sdo por quem
dividiremos. Deixamos eles anotados pois, quando che-
gamos no resultado 1, o que resta é juntar os fatores
primos em forma de quadrados (expoente 2 na poténcia).
Note que, se multiplicarmos todos os fatores primos
(ntimeros no lado direito do risco), obteremos o niimero
inicial, nesse caso, 144. Assim, 144 = 22x22x32. Logo:

V144 = V22 x 22 x 32 = /22 x /22 x V32
/]\

Utilizando a propriedade 3 da radicia¢do

Por fim, podemos utilizar a propriedade 1 da radiciacao
para mostrar que:

V22 x V22 x /32 =27 x 27 x 37 =2x2x3
Assim, finalmente temos que:

V144 =2 x 2 x 3 = 12.

Como nao precisaremos calcular raizes dessa forma nessa
apostila, fica a seu critério se aprofundar nesse assunto.

Raizes de nimeros negativos:

Na defini¢ao 1.3.4, temos que o radicando é um numero
inteiro, ou seja, ele pode ser um nimero negativo. Veja que,
por exemplo, /—8 = —2, j4 que (—2)® = —8. No entanto,
nao ha como calcular raizes de ntimeros negativos e indice



par no mundo dos nimeros inteiros (e nem no mundos dos
reais!). Por exemplo, ndo existe a raiz inteira \/—4, ja que
(—2)? = 4, assim como nao existe a raiz inteira v/—16.

Mas, quando olhamos para um outro mundo, ou melhor,
outro conjunto numérico, essas raizes com radicandos ne-
gativos existem. E chamado de conjunto dos numeros
complexos, onde /—1 = i, sendo i a unidade imagindria.

Nao utilizaremos raizes de niimeros negativos aqui, logo
nao precisaremos dos niimeros complexos, porém, caso tenha
curiosidade, pesquise mais sobre eles, sao niimeros muito in-
teressantes e totalmente diferentes dos quais estamos acos-
tumados!

1.4 Fatorial e Termial

Veremos agora duas outras operagdes muito simples e in-
teressantes: fatorial e termial.

1.4.1 Fatorial

O fatorial n! de um nimero natural n é calculado pela
multiplicacao desse ntimero por todos os seus antecessores,
até chegar em 1. Tome os seguintes exemplos:

Bl=5x4x3x2x1=120

(lé-se “5 fatorial”)

10 =10 X9 Xx8XTX6xXx5Hx4x3x2x1=23628800

(1e-se “10 fatorial”)



=1

(1é-se “1 fatorial”)

Definicao 1.4.1. Sendo n um ntmero natural, definimos a
operacao fatorial como: n!l =nx(n—1)x(n—2) x---x 1.

Por convencao, temos que:
0'=1.
Propriedades do fatorial:

I.nl=nx(n-1)!
Exemplo:  Vamos calcular 6! = 6 x (5 x 4 x 3 X
2 x 1) = 720. Mas, note que a parte em parénteses
(5x4x3x2x1) =05l pela definigdo de fatorial. Logo
6! =6 x 5!

Essa propriedade nos ajuda muito quando trabalhamos
com simplificacao de fatorial, que veremos daqui a pouco.
Veja que ela também simplifica muito os calculos. No exem-
plo anterior, como ja sabiamos que 5! = 120, ja que tal resul-
tado ja foi passado no livro, entao para calcular 6! bastaria
multiplicar 120 por 6.

Tome cuidado ao fazer operacoes com fatorial. Em
somas, subtracoes e divisoes, o fatorial nao se conserva! E
necessario calcular cada fatorial separadamente e depois re-
alizar a operacao:

e 2043145

e 41— 3141



e 50 x 2! £ 10!

Vamos mostrar como resolver corretamente as operagoes
acima:

e A43l=2x1)+(Bx2x1)=2+6=8.
e 41 -3l=(4x3x2x1)—(3x2x1)=24—6=18.
e HIx2l=(5x4x3x2x1)x(2x1)=120x 2= 240.

Simplificacao de fatoriais:

A divisao de fatoriais é muito utilizada em andlise combi-
natoria, algo que vocé conhecera melhor em sua escola futu-
ramente. Algumas dessas divisdes podem ser simplificadas.
Por exemplo:

6!
Exemplo 1.4.2. Calcule 3

Primeiramente vamos “abrir” o fatorial do numerador
conforme a definigao:

6xHx4x3x2x1
3!

Mas veja que a parte em destaque 3 x 2 x 1 é justamente
igual a 3!. De fato, temos pela propriedade 1 de fatorial que:
6! =6x5=6x5x4=6x5x4x3.

Logo, podemos reescrever o que tinhamos como:

6! 6x5x4x3
3 A
Como temos o fator comum 3! tanto no numerador
quanto no denominador, podemos dividi-los, ficando com o
denominador 1. Por isso os termos se “cancelam”.

=6x5x4=120.



2!
Exemplo 1.4.3. Calcule a

Veja que, dessa vez, o denominador é maior que o nume-
rador, assim, vamos abrir o fatorial do denominador dessa
vez, até chegar em 2!

2 o 1
4 4 x3x2A 12

Fatoriais gigantes??

Uma curiosidade é que, se vocé reparar, conforme aumen-
tamos o valor de n, nosso n! também aumenta. E aumenta
muito! Veja a diferenca de 4! para 5! e para 10!. Assim, se
pegamos um n muito grande, o fatorial de n serd muuuuito
maior.

Os fatoriais de nimeros grandes sdo tao enormes que nem
uma calculadora cientifica consegue calcular, pois a mesma
tem um limite de digitos.

O maior fatorial que uma calculadora cientifica é 170!, e
existem calculadoras que nem conseguem chegar até o 170!.

Para ter uma ideia, 170! tem um total de 307 digitos
decimais, ou seja, ¢ um numero gigantesco. Imagine sé o
tamanho do fatorial de 1000000!.

1.4.2 Termial

Agora que vocé conhece o fatorial, vocé pode estar se
perguntando: mas sera que existe uma operacao em que, ao
invés de multiplicarmos um nimero por seus antecessores,
somamos este niimero por seus antecessores?

Bem, a resposta para esta pergunta é: SIM!



O termial n? de um ntmero natural n é calculado pela
soma desse ntimero por todos os seus antecessores, até chegar
em 1. Podemos dizer que trata-se de um “fatorial da soma”.
Vejamos os exemplos a seguir:

47 =44+3+2+1=10.

(lé-se “4 termial”)

5?7 =5+4+3+24+1=15.

(lé-se “5 termial”)

107=104+9+ ... +4+3+2+1=55

(lé-se “10 termial”)

Definicao 1.4.4. Seja n um numero natural qualquer, a
operacao termial pode ser definida como sendo

n?=n+Mn-1)4+Mn-2)+..+1

ou ainda:
n®>+n

7=
n! 5

Se vocé quiser saber sobre as propriedades do termial, vai
perceber que sao bem semelhantes as do fatorial que vimos
anteriormente!

Propriedades do termial:



l.n?7=n+(n-1)7
Exemplo: Vamos calcular 87 =8+ (7T+6+5+4+
3+2+41) = 720. Mas, note que a parte em parénteses
(T+64+5+4+342+1) = 77, pela defini¢ao de termial.
Logo 87 =8+ 57

Operacgoes com termial:

Assim como no caso do fatorial, precisamos calcular cada
termial separadamente para depois realizar as operagoes. Ve-
jamos alguns exemplos:

o« AT+ 37£T

o 77 —57#27

o 27 X 67 #£127

Resolvendo corretamente as operacoes acima, temos:

e 474+37=(4+3+2+1)+(3+2+1)=10+6=16.

o T0—57=(T+6+5+4+3+2+1)—(5+4+3+2+1) =
28 — 15 = 13.

¢ 27x67=(24+1)x(64+5+4+3+2+1) =3x21=63.

Numeros Triangulares

Aqui vai uma curiosidade interessante para vocé, meu
jovem aventureiro!

Existe uma segunda forma de definir a operagao termial,
conhecida como a féormula de um ntimero triangular.

Okay, mas o que ¢ isso?



De modo direto, podemos dizer que um niimero triangu-
lar ¢ um nimero natural que pode ser representado como um
triangulo equilatero. Veja os 6 primeiros niimeros triangula-
res abaixo:

o 00 o000 o0
Tl:]- Tz:3 szﬁ T4=l(]
/
@ o0
o0 000
00 0000

T} representa o primeiro nimero triangular, assim como
T,, representa o n-ésimo numero triangular. A férmula para
encontrar o n-ésimo nimero triangular segue abaixo:

nx(n+1)

T,="— - neN

Sabemos, por exemplo, que T3 = 6, vejamos se a férmula
confere isso:

3><(3+1)_3><4_E_6
2 2 2
Note que 37 = 3+ 2+ 1 = 6 também! Como dito an-
teriormente, podemos definir o termial como na férmula dos
nimeros triangulares, ou seja:
nx(n+1)
—y

TgI

n? =

Com os exemplos apresentados, estamos mais do que pre-
parados para enfrentar o Problema dos Quatro Quatros!



Capitulo 2

O Problema dos Quatro
Quatros

Antes de iniciarmos a abordagem do problema em si,
gostariamos de explicitar qual o contexto no qual ele esta
inserido na histéria do livro “O Homem que Calculava”, de
Malba Tahan.

Nosso cenéario é a tenda “Os quatro quatros” pertencente
a um mercador sirio, no suque de Bagda, por volta do séc.
XIII. Nesta tenda, todos os produtos sao vendidos por 4 dina-
res, inclusive um belo turbante azul-claro; objeto de interesse
do calculista Beremiz Samir.
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O Problema dos Quatro Quatros consiste em formar to-
dos os ntmeros inteiros de 0 a 100 utilizando apenas quatro
algarismos 4 e operagoes.

E importante ressaltar que existem varias formas de es-
crever um mesmo numero utilizando o sistema de quatro
quatros, entao os métodos apresentados a seguir nao sdo os
unicos!

2.1 Resolucao

Nesta resolugao, iremos apresentar algumas representacoes
de numeros inteiros escritos no formato de quatro quatros.

Como iremos utilizar as expressoes voltadas mais espe-
cificamente para o ntmero 4, deixaremos alguns resultados
importantes que serao utilizados na resolucao abaixo.

e 4x4=16;
. 4% = 256;
. Vi=2
o 4! = 24;

o 47 =10;

. 4V =16.

Como representar niimeros de 0 a 107

Para exemplificar o que foi dito anteriormente sobre as
varias formas de representar um numero utilizando quatro
quatros, iremos comecgar com algumas op¢oes para o numero
Zero.



Se vocé pensa em expressar o numero zero de forma sim-
ples e compacta, segue abaixo duas sugestoes nesse parametro:

44 — 44 = 0;
4 4_0
4 4

Bem, se vocé preferir deixar esta representagdo mais ex-
tensa, por exemplo, podemos escrever o niimero zero como
sendo:

44+4—4—-4=0;

Vi+Vi—Vi-Vi=o.

Além destas 4 formas apresentadas, existem varias outras
que podem ser utilizadas! Poderiamos inclusive escrever uma
apostila apenas com as representagoes do nimero zero no
sistema de quatro quatros.

Dando seguimento a nossa resolugao, uma possivel repre-
sentacao do nimero 1 seria

44_1'
44

gV4

4vi
Nada mais facil do que representar o nimero 2

4 n 4 5
447
Utilizando um numero 1 conveniente (%), realizamos a soma

que resulta em 2.



Vejamos um método interessante para a obtencao do niimero

4+4+4
=

Perceba que também podemos representar o numero 3
da mesma maneira que a apresentada anteriormente, mas
substituindo os quatros por \/é_l, COImo segue:

VA+VA+VE
N -

Agora, a estrela principal do nosso problema, o niimero
4, pode ser escrito como sendo:

3.

3.

4-4
=

onde a parcela 4;—4 seria nula.
Podemos também utilizar a seguinte expressao:

A+VA+VE
e

O numero 5 pode ser obtido utilizando diversas expressoes;
deixaremos aqui duas opg¢oes interessantes:

4+ 4,

4.

4 x4+4

4 )
4+4+V4
7\/1 —

Vejamos agora as representagoes dos ntimeros 6, 7, 8 ¢ 9
no sistema quatro quatros:

44+ VA+Vi—Vi=¢;

5.



4
\/ZJ”/ZJ”/LFZ:?;

4X\/ZX\/ZI—8'
T_’

4
A+4+-=09.
A+

Por fim, podemos utilizar da expressao abaixo para re-
presentar o nimero 10:
44 — 4

— = 10.
4

Como representar niimeros de 11 a 207

De modo a aumentar o nivel de dificuldade desta lista,
o que vocé me diz de encontrarmos os nimeros de 11 a 20
neste formato dos quatro quatros?

A partir deste topico, iremos utilizar as operacoes fato-
rial e termial, que até o momento nao haviam dado as caras
por aqui.

Mas vem com a gente que vai ser legal!

Damos inicio a esta exposi¢cao com o ntmero 11 e sua
representacao no sistema dos quatro quatros, como segue

4! 4
NZE!
O triplo do protagonista deste capitulo também tem seu

lugar nesta humilde apostila!l O nimero 12 pode ser escrito
da seguinte forma

=11.



4 x4
V4

Se quisermos obter o nimero 13 como uma expressao de

quatro quatros, podemos utilizar o termial de 4 para escrever
o nimero 10 e formar o ntimero 3 utilizando trés quatros:

4+V4
Vi
Para o ntimero 14, podemos fazer novamente uso do ter-

mial de 4, além de escrever o numero 4 como sendo 4 + 0.
Desta forma, teremos a seguinte representacao:

+4=12.

47 + 13.

A7 +44+4—-4=14.

Um método simples para escrever o ntimero 15 esta des-
crito abaixo

4
Axd—=—15
AT

Podemos escrever o quadrado do ntmero 4 utilizando
multiplicacbes sucessivas de v/4 por ele mesmo. E uma forma
elegante de escrever o nimero 16:

V4 x V4 x V4 x V4= 16.

De modo prético, podemos escrever o nimero 17 como
sendo

4
4 x4+ —=1T7.
X —|—4

Utilizando fatorial, o nimero 18 pode ser escrito da se-
guinte forma:

4 —Vi—Vi—-Vi=18.



A soma de dois termiais de 4 subtraidos de um numero
1 escrito de forma conveniente nos dao o nimero 19 escrito
em quatro quatros.

4
47447 -2 =19,
T

Finalmente, finalizamos este topico com uma das formas
de escrever o nimero 20:

4x 44+ V1+V4=20.

Algumas representacoes de ntimeros maiores

Para finalizar a resolu¢gdo do Problema dos Quatro Qua-
tros, iremos conhecer a representacao dos nimeros 24, 74 e

100.

Utilizando o fatorial de 4 e as operagoes de adicao, sub-
tragao e divisao, podemos obter facilmente o ntimero 24. Per-
ceba que assim como na primeira representacao do ntimero
4, utilizamos de uma segunda parcela nula nesta expressao:

41 — 41
TR 24.

O numero 74 pode ser escrito utilizando apenas as operagoes
de adi¢ao e multiplicacao, como segue

4! +

4x4x4+47 =T74.

Nosso tltimo e tao esperado ntmero, o algarismo 100,
pode ser representado do modo descrito abaixo

4 x 41 + V4 + V4 = 100.



Se fizermos a operacao 4 x 4! iremos obter 4 x 24 = 96.
Sabemos que Vi = 2, portanto,

96 + 2 4 2 = 100.

E assim, escrevemos o nimero 100 no sistema dos quatro
quatros!

Perceba que apesar de serem niumeros maiores, a difi-
culdade continua sendo a mesma: pensar nas operagoes que
permitem que possamos escrever um numero inteiro qualquer
entre 0 e 100 utilizando apenas quatro algarismos 4.

O Problema dos Quatro Quatros é simples e divertido, e
agora nos convidamos vocé a testar seus conhecimentos sobre
ele na secao de Exercicios!

2.2 Exercicios

Ao longo deste capitulo, nds revisamos as quatro operagoes
basicas e conhecemos mais outras quatro novas operagoes,
além de termos aprendido sobre expressoes numéricas. Todo
esse conteudo foi necessario para que pudéssemos realizar a
resolucao do Problema dos Quatro Quatros.

Mas vocé pode estar se perguntando: serd que existe a
possibilidade de escrever os ntimeros inteiros dessa mesma
forma, mas com outros nimeros?

Pensando nisso, convidamos vocé a se aventurar nos exercicios
abaixo:

1. Escreva nuimeros inteiros utilizando apenas trés alga-
rismos 3 e as operagoes que vimos.



2. Escreva nimeros inteiros utilizando apenas cinco alga-
rismos 5 e as operagoes que vimos.

Como comentado anteriormente, a resolucao apresentada
nao é unica. Além disso, existem varios outros numeros que
nao foram expressados neste material que podem ser escri-
tos com quatro quatros. Entdo ai vai um outro desafio que
consiste em:

3. Procure formas diferentes das apresentadas de escre-
ver numeros inteiros utilizando o sistema dos quatro
quatros.

4. Utilizando cada operagdo apenas uma vez, tente es-
crever o maior nimero possivel usando o sistema dos
quatro quatros.






Capitulo 3

Revisao de Conceitos do
22 Dia

Antes de apresentarmos os problemas, precisamos relem-
brar de algumas ferramentas matematicas que vamos preci-
sar!

3.1 Equacoes de 1° grau com 1

Assim como expressoes numéricas, as equagoes de 1°
grau definem a igualdade entre valores. A grande diferenca
entre essas duas expressoes matematicas é a apresentacao de
incognitas. Incognitas sao simbolos utilizados para represen-
tar valores que ainda nao sdo conhecidos. Por exemplo:

3 X =15, ousomente 3z = 15.

Essa equacao expressaque existe um numero para x tal
que o triplo dele é igual a 15. Entretanto, ainda nao sabemos
qual é esse nimero, entao utilizamos a letra x para simbolizar
esse valor.
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Para descobrirmos o valor de x, vamos utilizar as operacoes
aritméticas com as mesmas regras utilizadas nas contas com
numéros. Nosso objetivo ¢ isolar o  em um dos lados da
expressao. Nesse caso, iremos dividir ambos os lados por 3:

1 1
3r X — =15 X —
S 3

3 15
= Zxp=" o 1xz=5.
3)(37 3 X T

Portanto, nossa incognita x é equivalente a 5.

De maneira geral, equagoes do 1° grau sao expressoes
numéricas que possuem incognitas e podem ser resolvidas
através de operagdes aritméticas elementares (soma, sub-
tragao, divisao e multiplicagao).

3.2 Regra de trés

Vocé ja ouviu falar sobre proporcao?” Na Matematica,
quando nos referimos a esse termo queremos encontrar a
relacao existente entre duas ou mais grandezas. Um exemplo
no nosso dia a dia é a comparacgao de pregos que fazemos no
mercado.

Quando voceé se depara com uma promocao do tipo “Leve
4, Pague 37, vocé faz as contas para saber se realmente esta
pagando o que foi prometido ou s6 aceita o preco exposto?
Vamos imaginar que um pacote de bolachas esteja sendo
vendido a R$3,46, mas a promocao “Leve 4, Pague 3”esta
R$10,99.

Para descobrir se a oferta estd correta, vocé pode sim-
plesmente comparar os valores. Vamos calcular o valor que
vocé pagaria levando 4 pacotes nao promocionais:



1 pacote por 4 pacotes por
R$ 3,64 R$ 10,99

3,46 x 4 = 13, 84.

A diferenca entre esse valor e o valor promocional, R$10, 99,
é de R$2, 85. Isso quer dizer que, com a promocio, vocé estd
pagando menos pelas bolachas, mas o desconto nao equivale
ao pre¢o de mais um pacote.

O que acabamos de fazer é uma compara¢ao de grande-
zas. Nos relacionamos a grandeza da quantidade de pacotes
com a do preco. Observe a tabela abaixo.

Quantidade (unidade) | Preco (reais)
1 pacote R$3, 46
4 pacotes R$13,84

Agora, veja as seguintes igualdades.

1 3,46

Z 0,925 -
;=0 13, 84

0,25.

Se a proporc¢ao entre nossas grandezas esta correta, ao
transformarmos os valores encontrados em cada coluna da
nossa tabela em fragoes, devemos sempre obter o mesmo re-
sultado. Com a regra de 3 utilizamos esse raciocinio para
descobrir valores proporcionais entre si. Para entendermos
sua aplicacao, vamos utilizar mais um exemplo.



Imagine que sua mae pede que vocé compre 1kg de arroz.
Chegando ao mercado, vocé descobre que nao sao mais ven-
didos pacotes com esse peso, apenas pacotes de 200 gramas.

Para descobrir quantos pacotes vocé deve levar, é s6 apli-
car a regra de 3. Vamos comecar montando a tabela com os
valores que temos:

N° de pacotes (unidades) | Peso (?)
1 pacote 200 g
x pacotes 1 kg

Na segunda coluna, temos dois valores com unidades de
medida diferentes, um em gramas e um em quilos. Para apli-
carmos nossa proporc¢ao, precisamos que as grandezas utili-
zadas em cada uma das colunas sejam as mesmas. Portanto,
iremos converter o valor expresso em quilogramas para gra-
mas, obtendo assim a tabela:

N° de pacotes (unidades) | Peso (gramas)
1 pacote 200 g
x pacotes 1000 g

Agora, com as unidades de medida definidas, podemos
afirmar que a proporc¢ao entre 1 e x deve ser igual a proporcao
entre 200 g e 1000 g. Com isso, podemos transformar nossos
valores na equacao:

1 200

1000

Reduzindo nossa fracao numérica, obtemos:

! 1: 5
- == T = o.
z 5



Portanto, para levarmos 1 kg de arroz, precisamos de 5
pacotes de 200 g. Generalizando nossa resolugao, temos o
passo a passo:

1. Encontre as grandezas com as quais ira trabalhar;

2. Monte a sua tabela com as informacoes que vocé pos-
sui;

3. Confira se as unidades de medida de suas grandezas
coincidem. Em caso negativo, transforme um de seus
valores para igualar as unidades de medida de cada
coluna;

4. Construa e resolva sua equacio.

Considerando que os passos 1 e 2 ja foram cumpridos,
podemos continuar nossa generalizacao construindo a tabela:

Grandeza 1 (u.m.) | Grandeza 2 (u.m.)
Gh 91
G 92

De acordo com esses valores, podemos escrever a equacao:

G _a
Go 92'

Multiplicando ambos os lados por Gs:

x G
7XG2:&XG2:>G1:M.
Go 9o )

Multiplicando ambos os lados por gs:



g X G
G1><92:172><92
['p)

= G1 X go = g1 X Gy

E por esse motivo que costumamos afirmar que, para
aplicar regra de 3, “multiplicamos cruzado”. Observe:

Gl _ 9 = Gi v = Gy X g, =g, X Gy

G B Gy G 9o

Com essas aplicacgoes e conceitos em mente, podemos vol-
tar a nossa historia e entender como o matemaético fez para
solucionar o problema dos 60 meloes.



Capitulo 4

Problemas dos 21 Vasos

Ao passarem em frente a hospedaria durante um passeio
pela cidade, o calculista e o narrador, Hank Tadae-Maid,
encontram seu amigo xeque Salém, que os chamava dizendo
que passava por um caso Sério.

O zeque os leva para dentro da hospedaria, onde se en-
contram com trés viajantes sentados em uma mesa redonda.
FEsses trés sao apresentados como criadores de carneiros em
Damasco, que entdo explicam da situacdo em que se encon-
tram.

Em uma venda recente de um lote de carneiros receberam
um quantidade de vinho fino como pagamento. FEsse vinho
veio separado em 21 vasos iguais, mas a quantidade da bebida
em cada um deles foi dada da sequinte forma:

7 cheios

7 meio cheios

7 vazios

Os wvendedores querem repartir o pagamento de forma
igual, ficando cada uwm com 7 vasos e a mesma por¢ao de
vinho. Como isso poderd ser feito?

47



4.1 Resolucao

Primeiro, vamos rever as informagoes que nos foram da-
das pelo enunciado da situagao:

1. Sao 7 vasos cheios de vinho, 7 vazios e outros 7 meio
cheios.

2. O numero de vasos deve ser o mesmo para cada um
dos comerciantes.

3. A quantidade de vinho deve ser repartida igualmente
entre eles.

Se tentarmos dividir igualmente a quantidade de vasos
cheios, vazios e pela metade para cada um dos comerciantes,
percebemos que a divisdo nao pode ser feita dessa maneira.
Isso porque, o nimero de vasos em cada um dos grupos (7)
nao é divisivel pelo nimero de vendedores (3).

Entao, precisamos encontrar uma forma de distribuir os
vasos deixando cada mercador com 7 vasos, além da mesma
quantidade de vinho.

Para descobrirmos como efetuar essa partilha, vamos comecar
pensando na quantidade total de vinho disponivel nesses 21
vasos.

As informacoes que temos a respeito do volume de bebida
em cada vaso é baseado no fato deste estar vazio, meio cheio
ou totalmente cheio. Entao, podemos atribuir a cada vaso
meio cheio uma unidade de vinho, enquanto cada vaso cheio
possui duas e os vazios possuem zero. Com esses valores
em mente, podemos chegar a quantidade total de vinho nos
vazos

TXx1+7x24+7x0=21.



Se dividirmos esse resultado por trés, chegaremos a quan-
tidade de vinho que cada vendedor deve receber

21

7.
3

Agora, basta pensar em formas de dividir os vasos que
contém o vinho de modo que alcancemos 7 unidades da be-
bida em cada por¢ao. Para completarmos o ntimero de vasos
devidos a cada mercador usamos os que nao possuem vinho
dentro de si.

Como solugao podemos obter: O primeiro sécio, de acordo
com a partilha, recebera trés vasos cheios, um vaso meio
cheio e trés vasos vazios, totalizando

24+ 2+2+1=7 unidades da bebida.
34+1+4+3=7T vasos.

E cada um dos outros dois sécios recebera dois vasos
cheios, trés meio cheios e dois vasos vazios, totalizando

24+2+14+1+1=7 unidades da bebida.
24+3+2=7T vasos.






Capitulo 5

Problema dos 60 Meloes

Ao deizarem o paldcio do poeta lezid, Beremiz e o nar-
rador encontram com o jovem Harim Namir. Harim pede a
ajuda do matemdtico com um problema enfrentado por ele,
seu irmdo, Hamir, e um mercador.

Os irmaos, Harim e Hamed, encarregaram um mercador
de vender duas partidas (remessas) de meloes. O mercador
deveria vender 30 meloes a razao de 3 por 1 dinar e outros 30
meloes a razao de 2 por 1 dinar, totalizando 25 dinares. En-
tretanto, ao chegar a feira, o vendedor decidiu que a melhor
estratégia de venda seria juntar as duas partidas e aumentar
proporcionalmente o preco. Portanto, ele comegou a vender
os meloes em grupos de 5 por 2 dinares.

Apos vender os 12 lotes de 5 meloes cada um, o mecador
recebeu 24 dinares. O que aconteceu? Como pagar os dois
irmaos, se o primeiro deve receber 10 e o sequndo 15 dinares?

o1



5.1 Resolucao

Segundo a historia, apos a venda dos meldes, o comerci-
ante recebeu 1 dinar a menos que o esperado. E facil perceber
que o total da venda deveria ser 25 dinares. Vejamos:

e 30 dos meldes deveriam ser vendidos em grupos de 3

por 1 dinar = 3;? x 1 =10;

e Os outros 30 deveriam ser vendidos em razao 2 por 1

30
= — x1=15;
2 )

e Ou seja, a venda dos 60 meldes deveria totalizar 25
dinares.

Entretanto, o vendedor recebeu apenas 24 dinares ao final
do dia. Sabendo disso, nos resta responder a uma pergunta:
por que vender os meloes em grupos de 2 e 3 frutos por 1
dinar nao ¢ a mesma coisa que vender logo 5 deles por 2
dinares?

Para compreendermos melhor o problema ocorrido na
venda dessas frutas, vamos organizar nossas informacoes em
uma tabela. Vamos recapitular: ambos irmaos entregaram
30 meloes ao mercador, porém cada um propos uma es-
tratégia de venda diferente. Enquanto Hamed encarregou
o mercador de vender 15 lotes de 2 meloes por 1 dinar cada,
Harim encarregou o mesmo homem pela venda de seus 10
lotes de trés meldes cada, também, por 1 dinar. Ou seja:

Representando as partidas graficamente, iremos conside-
rar que os circulos em laranja representam os meloes de Ha-
med e em azuil os meldes de Harim.

Ao receber todos os meldes, o mercador os juntou e,
entao, os redividiu em lotes com 5 frutas cada. Vamos fazer
0 Mesmo:



Irmao Hamed Harim
Total de frutas 30 30
Tipo de venda 2 meloes por lote | 3 meloes por lote
Quantidade de lotes 15 10
Total da venda 15 dinares 10 dinares

Repare que até o 10° lote conseguimos formar novos lo-
tes de frutas com 5 unidades em cada utilizando 3 meloes
de Harim e 2 meloes de Hamed. Entretanto, para formar-
mos nossos ultimos dois lotes de 5 frutas, utilizamos apenas
meloes pertencentes a partida de Hamed.

Sabemos que cada um dos 10 primeiros lotes deve ser
vendido por 2 dinares. Isso pode ser afirmado, pois cada um
desses lotes é formado por um lotes de meloes de Hamed,
que custa 1 dinar, e um lotes de Harim, que custa mais 1
dinar, totalizando 2 dinares.

1x14+1x1=1+4+1=2 dinares.

Entretanto, os dois ultimos lotes de 5 frutas foram forma-
dos utilizando apenas frutas provindas da partida de Hamed.
Podemos descobrir o valor que deveria ser cobrado por essas
remessas montando a tabela com as informacées que temos:

Utilizando o que apresendemos sobre regra de 3:



0000000000
0000000000
o0000000O0GCOO
ooo0000000O0O0ONOO
ooo0o0000000O00OO
Y
o000 0O0O0OGOGOGOGO
oo000O0OGOGOGOGOO®
oo000OGOGOGOGOGOO
ooo0o0o0000000
ooo000000000
Quantidade de meldes | Preco
(unidades) (dinar)
2 1
) x

1 2 5
5T 2 = 2r=95 = 217—2 = T=25.
Portanto, as ultimas duas partidas deveriam ser vendidas
por dois dinares e meio. O real preco de venda dos 60 meloes
organizados em lotes de 5 seria de 10 lotes por 2 dinares cada
(os lotes com meloes azuis e laranjas) e 2 lotes por 2,5 dinares
cada (os lotes apenas com meloes laranjas). Totalizando:

10 x 2+2x2,5=204 5= 25 dinares.



Como o mercador nao percebeu essa diferenca de precos,
vendeu os 12 lotes de 5 meloes pelo preco de 2 dinares, tota-
lizando:

12 x 2 = 24 dinares.

Descobrimos assim como o mercador perdeu 1 dinar na
venda dos 60 meldes!






Capitulo 6

Problema da Pérola

Mais Leve

Um mercador de Benares, na
fndz’a, dispunha de oito pérolas
iguais - na forma, no tamanho e
na cor. Dessas oito pérolas, sete
tinham o mesmo peso; a oitava,
entretanto, era um pouquinho mais
leve que as outras. Como poderia
o mercador descobrir a pérola mais
leve e indica-la, com toda sequranca,
usando a balanca apenas duas vezes,

isto €, efetuando apenas duas pesagens?

Sabendo que a balanga que serda usada ¢ de dois pra-
tos, como na imagem, como podemos solucionar o problema

dado?
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6.1 Resolucao

Como o problema exige que a pérola mais leve seja des-
coberta e determinada com duas pesagens apenas, sabemos
que nao podemos pesa-las individualmente. Precisaremos
agrupar as pérolas. Primeiramente, precisamos enteder que
agrupar as pérolas nao é um problema.

Supondo que cada pérola regular pese 10 gramas, sabe-
mos que um grupo de 4 pérolas regulares deve ter 40 g. Como
temos uma pérola com peso menor, ao separarmos nossas 8
pérolas, em dois grupos de quatro, certamente um serd mais
pesado. Entao, ao colocarmos cada grupo em um lado da
balanga, conseguimos determinar onde estd a pérola mais
leve.

Nossa primeira hipotese, é dividir nossas 8 pérolas em
duplas e fazer suas pesagens colocando uma em cada prato.
Se chamarmos os pares formados de A, B, C e D seguiremos
da seguinte forma:

1. Colocamos o par de pérolas A em um prato, e no outro
o par B. Se a pérola mais leve estiver em um destes,
saberemos porque seu prato subira.

2. Assim, podemos dividir esse par, colocando cada uma
de suas pérolas em um dos pratos, de forma a descobrir
qual é a mais leve.

3. Caso a pérola mais leve nao esteja em um destes dois
primeiros pares, passamos a comparar o par C com o
par D.

4. Dal, basta pegarmos destes grupos o mais leve, e com-
pararmos o peso das duas pérolas para encontrarmos a
mais leve.



Entretanto, se a pérola que procuramos for uma das tltimas
a serem pesadas, seriam necessarias quatro pesagens no to-
tal para descobri-la. O que podemos fazer pra contornar essa
situagao, ¢ aumentar o namero de pérolas por grupo.

Montando dois grupos (A e B) com trés pérolas em cada
um, e um terceiro (C) com apenas duas. Comparando os
pesos dos grupos A e B podemos nos deparar com duas si-
tuacgoes distintas:

1. O grupo A e B tém o mesmo peso;

2. Os grupos A e B tém pesos diferentes.

Na primeira hipétese, podemos garantir que a pérola mais
leve nao pertence ao grupo A nem ao grupo B. A pérola
procurada ¢ uma das duas que formam o grupo C. Tomando
essas duas pérolas e levando-as para a balanca (pondo cada
uma em um dos pratos), a balanga indicard qual a mais leve.

Na segunda hipotese, a pérola mais leve ¢ uma das trés
pérolas do grupo A ou B. Entao, levamos duas pérolas quais-
quer, do grupo mais leve, para a balanca. Novamente, temos
duas possibilidades:

1. Se a balanga ficar em equilibrio, a terceira pérola (que
ficou de lado) é a mais leve;

2. Se houver desequilibrio, a pérola mais leve estard no
prato que subiu.

Dessa forma descobrimos a pérola mais leve com apenas
duas pesagens independentemente do grupo inicial ao qual
ela pertence.






Capitulo 7

Revisao de Conceitos do
32 Dia

7.1 Fracoes

A primeira noticia do uso das fracoes vem do Egito an-
tigo, por volta de 3.000 a.C., quando as terras em volta das
margens do rio Nilo eram distribuidas entre os grupos fami-
liares em troca de pagamento de tributo ao Fstado.

Nesta época, como o rio Nilo sofria constantes mudancas
de nivel, a necessidade de medir e demarcar novos limites
para cada pedaco de terreno era recorrente. Porém, as de-
marcagoes de terra, que eram antes feitas de maneira muito
simples, acabavam sendo constantemente apagadas nas inundagoes
do rio, gerando um imenso trabalho para os egipcios a cada
desnivel vivenciado.

O farao, entao, visando acabar com este problema de vez,
decretou o uso de cordas nas novas demarcacoes de terrenos,
instruindo seus geometras a ajudarem seus suditos na im-
plementacao desta nova ferramenta. No entanto, em meio
a esta pratica, os geometras notaram que as terras concedi-
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das a alguns grupos familiares compunham medidas que nao
eram inteiras, de modo que, a solucao imediata encontrada
por eles ao tratar com estes “novos tipos” de medidas, foi
utilizar o conceito que hoje conhecemos popularmente como
fracoes.

Formalmente, uma fracao é representada por meio da ex-

pressao
a

57
onde a e b sdo nimeros inteiros, com b # 0. Mais ainda,
existe uma classificacao especial dada a este tipo de notacao,
sendo a parte superior a da fragado dita como numerador e a
parte inferior b como denominador.

Quando olhamos para uma fragao, assim como os gebmetras
do fara6 pensaram pela primeira vez neste conceito, conse-
guimos enxergar nela duas perspectivas simples e comple-
mentares: como parte de um todo ou como o resultado da
divisao entre dois numeros inteiros. No geral, estas duas
perspectivas seguem praticamente inseparaveis no campo da
matematica, mas, aqui, para fins de melhor entendimento,
vamos abordar de inicio cada uma delas separadamente.

o A fracdo como divisao entre dois niimeros inteiros.

Quando pensamos em uma fracao como resultado da di-
visao entre dois niimeros inteiros, enxergamos a representacao

a . o~
— como sendo exclusivamente uma divisdo da forma a : b.

Para entender melhor essa perspectiva vamos observar a
seguinte situacao:

Suponha que tenhamos em maos uma barra de choco-
late e queremos reparti-la igualmente com um grupo de trés
amigos. Logo, precisamos dividir a barra em quatro partes
iguais, uma para cada amigo e uma para noés

1:4.



Nesta situagao, cada pessoa envolvida ficara com uma de
quatro partes da barra, de modo que a divisao feita pode ser
representada como

Note que aqui enxergamos a fracdo como uma repre-
sentacao do quociente entre dois nimeros naturais, onde a
barra de chocolate representa o todo, e a quantidade de pes-
soas representa o nimero de partes em que este todo foi
repartido.

o A fracao como quantidade a de partes, tomadas de um
todo que foi repartido em b partes iguais.

Esta forma de abordar fragoes pode ser entendida a partir
de uma simples manipulagao com uma tira de papel, como
nessa figura:

Veja que, se dobrarmos essa tira ao meio e pintarmos
uma das partes, podemos representar a parte colorida dela

por meio da fragdo —, visto que, do total de partes iguais

em que a tira foi repartida - denominador - pintamos apenas
uma - numerador.

Mais uma vez, se resolvermos agora dobrar cada metade
da tira novamente ao meio e marcar com um X trés das



quatro partes obtidas, teremos que a fragdo que representa

a parcela marcada da tira é T

Note que em ambos os topicos descritos acima, tomamos
nosso inteiro como sendo “algo” — uma barra de chocolate,
uma fita... — porém, é importante ressaltar que podemos
tomar fracoes de qualquer coisa que represente uma ou mais
unidades, inclusive, podemos tomar fracées de quantidades
numéricas.

Imagine o seguinte: ao invés de apenas um inteiro, temos
agora 12 inteiros e, destas 12 unidades, estamos interessados

3
em obter apenas 1 delas.

Bom, para realizar este procedimento, basta focarmos na
no¢ao de fracdo como sendo a quantidade a de partes tomada
do total repartido em b se¢oOes iguais.

Na nossa situacao em especifico, essa definicao nos diz

que para encontrarmos o quanto vale 1 de 12, temos que

repartir nosso total de unidades em 4 partes iguais e tomar
3 destas. Matematicamente falando, este processo se da ao
dividirmos 12 por 4 e, depois, multiplicarmos o resultado por
3



7.1.1 Fracoes equivalentes

Agora, ja tendo introduzido o conceito de fragoes, pode-
mos finalmente comecar a falar sobre algumas peculiaridades
importantes deste conteido, iniciando assim o tema “fragoes
equivalentes”.

Observemos entao as seguintes imagens:

| =
]
w

Veja que nos trés casos apresentados acima, temos a parte
colorida do retangulo correspondendo exatamente a sua me-
tade, ou seja, mesmo com quantidades diferentes de reparticoes
e representacoes fracionarias distintas para cada figura, no
fim, ainda estamos nos referindo a uma mesma parte do todo.

Em termos de fragoes, percebemos entao que

1 2 3

2 4 6

as quais descrevem exatamente a mesma quantia de partes
coloridas da figura total.

Estes tipos de fragoes, que representam a mesma porcao
da unidade, sao chamadas de fracoes equivalentes.

Um conjunto de fragoes equivalentes, como diz o nome,
é composto por fragoes que equivalem a uma mesma quanti-
dade do todo. Este tipo de relagao, que serda muito util mais



adiante, nos revela a existéncia de uma certa “compatibili-
dade” matematica entre este tipo de fracoes, de modo que,
sem maiores esforgcos, podemos enxergar com facilidade no
exemplo acima a seguinte relacao:

x2 x3

Y %
1_2 1 3
2 4 2 6

e
e

X2 X3

Esta relagao é decorrente de uma importante propriedade
das fracoes, a saber,

“Ao multiplicar ou dividir o numerador e o de-
nominador de uma fracdo pelo mesmo numero
(diferente de zero), obtém-se uma fragao equiva-
lente a esta.”

e que, no geral, é muito utilizada quando precisamos reduzir
duas fragoes ao mesmo denominador.

7.1.2 Reducao ao mesmo denominador: Calculo
do MMC
1 1

Tomemos as fragoes S¢r conforme as figuras abaixo.

Agora, vamos “redesenhar” nosso esquema, representando
novamente as mesmas quantidades do todo, mas, dessa vez,
com fragoes equivalentes as primeiras e de mesmo denomi-
nador.

Veja que, matematicamente, esta transicao pode ser re-
presentada por meio dos seguintes célculos



(S

x5 X2

onde o novo denominador obtido consiste em um multiplo
comum entre os dois denominadores iniciais.

Esta estratégia de tomar duas fragoes de denominadores
diferentes e representa-las por meio de fragoes equivalentes de
mesmo denominador formula o que chamamos de “reducao
a um denominador comum”.

Representar duas fragoes distintas a partir da reducao ao
um denominador comum ¢ algo que pode ser feito com qual-
quer par de fragoes. Para tanto, basta procedermos conforme
o exemplo acima, encontrando sempre um multiplo comum
entre os denominadores inicias.

5

Tome como exemplo as fracoes — e —.

Se quiséssemos reduzir ambas a um mesmo denominador,



bastaria achar um multiplo comum entre 4 e 6. Sabemos que,
ao fazer 4 x 6, com certeza obtemos um miltiplo de ambos os
nimeros, logo, tomando 24 como o denominador em comum,
temos

3 2 5 2

4 24 6 24
N S
X6 X4

Mais ainda, tendo das sec¢oes anteriores a forma correta de se
trabalhar com fragoes equivalentes, basta agora multiplicar-
mos os numeradores pelos mesmo nimeros que os denomina-
dores foram multiplicados, chegando no seguinte resultado:

X6 X4
N N
3 18 5 20
4 24 6 24
\ \
X6 X4

Esta é uma das formas de se realizar a reducao de um par

de fracgoes a fracoes equivalentes de mesmo denominador.

. . 18 20 N
Agora note o seguinte, ja sabemos que 2 e o1 sao fracoes

. 3 5 .
equivalentes a — e — com denominadores em comum. Porém,

se realizarmos uma simplificacdo na primeiras, em especial,
dividindo o numerador e o denominador por 2, chegamos em

E facil ver que estas novas simplificagoes, além de nova-
mente apresentarem um denominador em comum, também

>

equivalem a — e —.
Desta maneira, fica clara a existéncia de mais de uma
forma de reducgao de fragoes a um mesmo denominador, de



9 20 10
24 12 24 12

e A

modo que, ao avaliar esta “duplicidade” de representacao, é
natural que surja o seguinte questionamento:

“Se existe mais de uma forma de reduzir as fragoes,
como saberemos qual é a correta?”

A resposta para essa pergunta ¢ que, assim como no caso
de fragoes equivalentes, nao existe uma forma mais “cor-
reta” de se reduzir as fragoes a um denominador comum.
Porém, visto a nossa iminente necessidade de sempre buscar
multiplos comuns entre denominadores, toma-se como uma
forma mais “pratica” e formal de realizar este processo as
ideias de minimo multiplo comum (MMC).

Vamos tomar novamente — e — como exemplo. Assim

como antes, estamos em busca de um multiplo comum entre
os denominadores, mas, agora, ao invés de encontrar algum
nimero que satisfaga esta condicao aleatoriamente, vamos
calcular o MMC entre 4 e 6, visando assim obter o menor
entre esses multiplos:

Disto, sabemos que o menor denominador em comum

. , 3
para as fracoes propostas é 12 e, portanto, 1 e 6 podem

ser representados como

Esta estratégia de utilizar o MMC para encontrar o de-
nominador comum, nos garante, além da praticidade, que
as fragoes finais obtidas sejam sempre as menores repre-
sentacoes de denominador comum possiveis para as fragoes



4,6 | 2
2,3 | 2
= MMC(4,6) =2 x 2 x 3 x 1 = 12.
1,3 |3
1,11

X3 X2
Y Y
3.9 5 10
4 12 6 12
\ \
X3 X2

iniciais. Além disso, este método do MMC é muito util ao
trabalharmos com soma ou subtragao de fragoes, visto que
0 manuseio com numeros menores durante estas operacoes é
certamente mais facil.

7.1.3 Adicao e Subtracao de fragoes

Tendo ja uma boa base de entendimento acerca das fragoes,
passaremos agora a discutir finalmente sobre as operagoes de
adicao e subtracao realizadas entre elas.

A partir da imagem na proxima pagina, vemos que a

parte laranja representada consiste em 9 da imagem toda,

enquanto a parte roxa consiste em —. Assim, no geral, se

formos considerar a parcela colorida total da figura, temos
) 7

que esta é dada por —.

Em termos matematicos, a constatacao feita pode ser



=g
o

representada por meio da soma

5 2 7

+ .

9 9 9
Um processo muito similar vale para a subtracao, veja a
figura abaixo. Nela, os pedacgos azuis representam a parcela

da tira que foi colorida e as marcacoes com X representam
as partes que foram “apagadas”.

5

N

1 3 1
e
1 1

Note que, neste caso, podemos representar qual é a parte
colorida do todo por meio do calculo

5

9

3

2_
9 9



Percebemos entao que, dos exemplos expostos acima, as
operacoes de soma e subtracao de fragdes para elementos de
igual denominador sao dados da seguinte forma: a operacao
pedida é realizada entre os numeradores e o denominador
comum se mantém.

Com isto definido, é natural que surja a seguinte per-
gunta: E se os denominadores das fragoes que quero somar
ou subtrair nao forem iguais?

Bom, como ja vimos na se¢ao anterior, somos sempre ca-
pazes de realizar a reducao a um denominador comum entre

qualquer conjunto de fragoes. Desta forma, se temos fragoes

1
como, por exemplo, 5 © 3 para soma-las basta encontrar

suas fragoes equivalentes de denominador comum e, apds este
procedimento, somé-las conforme o exposto acima:

» Tirando o MMC:

2,3| 2
1.3 3 = MMC(2,3) =2 x 3 x 1 = 6.
1,1 1

» Encontrando as fra¢oes equivalentes:

X3 X2

Y

)

DO
D

Wl =
[N\

e
e

X3 X2



» Somando as fragoes de mesmo denominador:

3 2 5

676 &






Capitulo 8

Problema das Macas

Apos seu estabelecimento em Bagdd a fama do calculista
progrediu exponencialmente. Uma visita ao diva do califa
colocou o nome de Beremiz na boca do povo e, como era
de se esperar, cada vez mais pessoas apareciam para consul-
tar a grande inteligéncia do homem. Todos os dias dezenas
de pessoas vinham visitd-lo com algum novo questionamento:
contadores com cdlculos que nao batiam, soldados turcos bus-
cando maneiras sequras de vencer jogos, e até mesmo supers-
ticiosos que buscavam saber que niumeros deveriam escrever
nos antebracos para obter sorte. Beremiz atendia a todos
com paciéncia e bondade, recusando sistematicamente todo
o dinheiro que lhe era proposto pelas solucoes e redistribuindo
aos pobres qualquer tipo de lucro que obtinha nos atendimen-
tos.

No entanto, certa vez, mesmo guiado por seu grande ins-
tinto de generosidade, o calculista recebeu uma oferta in-
distribuivel. Apds resolver com muita calma e apontar com
muita destreza os erros de cdlculos realizados por um grande
mercador, o homem insistiu em levd-lo a um passeio na ci-
dade. Desta maneira, alegando a excepcionalidade de um

5



café que se encontrava na praga principal e oferecendo com-
panhia ao calculista na visita ao estabelecimento, o mercador
o guiou dentre as grandes ruas da cidade.

Neste café, por coincidéncia, se encontrava no momento
um grande contador de historias. Um homem com seus cin-
quenta anos, negro, com barba densa e dois grandes olhos
cintilantes prendia a atencao do povo com sua grande eloquéncia,
empolgacao e pairao ao contar uma bela historia de amor.
A narrativa encantava a todos e, como era de se esperar, seu
fim foi sequido de avidos aplausos e grandes elogios.

Aproveitando o momento, o mercador, que parecia ser ex-
tremamente popular na regidgo, acompanhou Beremiz ao cen-
tro da sala e anunciou com empolgacdo a ilustre presenca
de seu convidado. Que noite agitada para o café! Centenas
de olhos pousaram sobre o calculista e, assim como todos, o
contador de historias dirigiuv um respeitoso sala ao famoso
Homem que Calculava. Apds as honrosas referéncias, o con-
tador anunciou entao:

— Meus amigos! Tenho contado historias maravilhosas
de génios reis e efrites, mas, agora, em homenagem ao lumi-
noso calculista que acaba de chegar, vou narrar uma historia
que envolve um problema cuja solucdo, até agora, ndao foi
descoberta!

“Vivia outrora, em Damasco, um bom e esfor¢ado
camponés que tinha trés filhas. Um dia, conver-
sando com o cddi, declarou o camponés que suas
filhas eram dotadas de alta inteligéncia e de raro
poder imaginativo. O cddi, invejoso e implicante,
irritou-se ao ouvir o rustico elogiar o talento das
jovens e declarou:

— Jd € a quinta vez que ouco de tua boca elogios



exagerados que exaltam a sabedoria de tuas filhas.
Vou apurar se elas sao, como afirmas, dotadas de
engenho e perspicacia de espirito.

Mandou o Cddi chamar as trés raparigas e disse-
lhes:

— Aqui estdo 90 macgas que vocés deverao vender
no mercado. Fatima, que € a mais velha, levard
50. Cunda levard 30 e Siha, a cacgula, serd en-
carregada de vender as 10 restantes. Se Fatima
vender as mag¢as a 7 por um dinar, as outras de-
verao vender, também, pelo mesmo preco, isto
¢, a 7 por um dinar; se Fdtima fizer a venda das
macas a trés dinares cada uma, serd esse o preco
pelo qual Cunda e Siha deverdao vender as que le-
vam. O negocio deve fazer-se de sorte que as
trés apurem, com a venda das respectivas magas,
a mesma quantia.

— FE nao posso desfazer-me de algumas magads
que levo? — perguntou Fdtima.

— De modo algum — obstou, de pronto, o im-
pertinente cadi. — A condicao, repito, € essa:
Fdtima deve vender 50. Cunda venderd 30 e Stha
so poderd vender as 10 que lhe tocaram. E pelo
preco que Fdtima as vender, pelo mesmo preco
deverdo as outras megociar as frutas. Facam a
venda de modo que apurem, ao final, quantias
1quUais.

Aquele problema, assim posto, afigurava-se ab-
surdo e disparatado. Como resolvé-lo? As macgas,
sequndo a condi¢ao imposta pelo cadi, deviam ser
vendidas pelo mesmo prego. Ora, nessas condicoes,
¢ claro que a venda de 50 macas devia produzir



quantia muito maior que a venda de 30 ou de 10
apenas.

E, como as mocas nao atinassem com a forma
de resolver o caso, foram consultar, sobre o com-
plicado problema, wm tma que morava nas vizi-
nhancas.

O ima, depois de encher vdrias folhas de nimeros,
formulas e equagoes, concluiu:

— Meninas! FEsse problema é de uma simplici-
dade cristalina. Vendam as noventa macgas, con-
forme o cddi ordenou, e chegarao, sem erro, ao
resultado que ele mesmo determinou.

A indicacdo dada pelo ima em nada esclarecia
o intrincado enigma das 90 magas proposto pelo
cadi.

As jovens foram ao mercado e venderam todas as
magds, isto é, Fatima vendeu 50, Cunda vendeu
30 e Stha encontrou logo comprador para as dez
que levara. O preco foi sempre o mesmo para as
trés mocas e, por fim, cada uma delas apurou a
mesma quantia.”

8.1 Resolucao

Aqui termina a nossa histéria e, agora, cabe a nés, assim
como coube ao grande calculista Beremiz na época, explicar
como foi resolvido este novo e intrigante problema das macas.

Comegaremos entdo lendo o enunciado exposto acima
mais uma vez. Neste primeiro momento, buscaremos identifi-
car informagoes pertinentes a resolu¢ao do problema, obser-
vando com atencao os dados mais relevantes e procurando



por dicas ou instrugoes que nos guiem melhor daqui pra
frente.

Fazendo isso, logo de inicio vemos que os dados mais
substanciais fornecidos ao problema sao:

» A quantidade de macgas vendidas por cada irma:

Fatima vendeu 50, Cunda 30 e Siha 10, conseguindo, ao
fim, o mesmo lucro por cada venda.

» E a rigorosa imposicao feita pelo cadi:

“Se Fdtima vender as macds a 7 por um dinar,
as outras deverao vender, também, pelo mesmo
preco, isto é, a 7 por um dinar; se Fdtima fi-
zer a venda das macas a trés dinares cada uma,
serd esse o preco pelo qual Cunda e Siha deverdo
vender as que levam. O negdcio deve fazer-se de
sorte que as trés apurem, com a venda das res-
pectivas macas, a mesma quantia.”

Além disso, outra informacao valiosa dada no enunciado
do problema e que muitas vezes passa despercebida em um
primeiro momento é que, mediante ao aparente absurdo da
proposta do cadi as irmas, estas tiveram necessidade de con-
sultar o ima da regiao para resolver este impasse. O ima,
por sua vez, apés muito pensar, proferiu entao o seguinte
conselho:

“Vendam as noventa macas, conforme o cadi
ordenou, e chegardo, sem erro, ao resultado que
ele mesmo determinou.”

Estas trés informagoes em destaque constituem o cerne
do nosso problema. A partir delas somos capazes de criar



algumas hipéteses e determinar certos direcionamentos para
o inicio do processo de resolucao.

Note que, ao observarmos as falas destacadas do ima e
do cadi em conjunto, em especial, os trechos

“Se Fdatima vender as macas a 7 por um dinar,
as outras deverdo vender, também, pelo mesmo
preco, isto €, a 7 por um dinar; se Fdtima fi-
zer a venda das macas a trés dinares cada uma,
serd esse o preco pelo qual Cunda e Siha deverdo
vender as que levam.”

“Vendam as noventa macas, conforme o cadi
ordenou...”

ja conseguimos entender a grande sacada que desconfigura o
problema do campo do absurdo: as magas nao precisam ser
vendidas com um prego fixo do comeco ao fim.

Ao seguir o conselho do ima, tendo em vista a fala pre-
cedente do cadi, podemos perceber que, mesmo se Fatima
fixar um preco inicial para as macas — e, consequentemente,
definir o preco para Cunda e Siha também — existe a possibi-
lidade dela mudar a oferta quando lhe convém. Mais ainda,
como a fala do cadi contém “instrucoes” bem especificas, te-
mos um ponto de partida definido para nossas tentativas de
resolucao: primeiro tomaremos o pre¢o de 7 macgas por 1
dinar e, depois, de 3 dinares por cada magca.

Fazendo isso, temos entao que a solugao pode ser dada a
partir do seguinte raciocinio:

Fatima iniciou sua venda ofertando 7 macgas por um di-
nar. Assim, como carregava 50 magas, conseguiu vender 49
a este preco e, ao fim deste periodo, obteve 7 dinares e uma
maca de sobra.



Quantidade inicial de magas Oferta de venda: de 7 em 7

Vs
50 L7
49T

Magas sobressalentes «— 1 Quantidade de vendas efetuadas

Cunda, tendo também que fixar o preco inicial de 7 macas
por um dinar, conseguiu vender de seu total de 30, 28 macas
a este preco, lucrando entao 4 dinares e tendo duas macas
sobressalentes.

Quantidade inicial de magas y. Oferta de venda: de 7 em 7
N
30 L7
-28 4
Magas sobressalentes «— 2 Quantidade de vendas efetuadas

Ja Siha, com apenas 10 macas para vender, viu-se obri-
gada a vender 7 destas por um dinar e, com isso, obteve um
dinar e 3 magas de sobra.

Quantidade inicial de magas N Oferta de venda: de 7 em 7
107
-7 1
Macas sobressalentes «— 3 Quantidade de vendas efetuadas

Dinares obtidos | Macas sobressalentes
Fatima 7 1
Cunda 4 2

Siha 1 3




Feito isto, afim de vender o restante das macas e nao
podendo manter a dinamica de preco anterior, Fatima de-
clarou que a partir daquele momento as macas passariam a
ser vendidas a 3 dinares cada.

Desta forma, visto a quantidade de macgas sobressalentes
que tinha cada uma das trés irmas, Fatima, Cunda e Siha
obtiveram nesta venda final, respectivamente, um lucro de
3, 6 e 9 dinares.

Ou seja, Fatima lucrou 7 + 3 = 10 dinares; Cunda lucrou
4 + 6 = 10 dinares e Siha lucrou 1 + 9 = 10 dinares, cons-
tituindo assim, um lucro igual de dinares para as trés irmas
através de uma venda de quantidades desiguais de macas.



Capitulo 9

Problema dos Cinco
Discos

Neste capitulo falaremos sobre mais um dos intrigantes
problemas resolvidos pelo nosso grandioso calculista Bere-
miz, o problema dos cinco discos. Este, envolve um bela
histéria de propostas de casamento a filha tinica do rei Cas-
sim, a bela princesa Dahizé...

Quando Dahizé completou dezoito anos e vinte e sete dias
de idade foi pedida em casamento por trés principes cujos
nomes a tradicao perpetuou: Aradim, Benefir e Camoza.

O rei Cassim ficou indeciso. Como escolher, entre os trés
ricos pretendentes, aquele que deveria ser o noivo de sua fi-
lha? Feita a escolha, a consequéncia fatal seria a sequinte:
ele, o rei, ganharia um genro, mas, em troca, adquiriria dois
rancorosos inimigos! Péssimo negdcio para um monarca sen-
sato e cauteloso, que desejava viver em paz com Seu Povo €
seus vizinhos.

A princesa Dahizé, consultada, afinal, declarou que se
casaria com o mais inteligente dos seus apaironados.

A decisao da jovem foi recebida com grande contenta-

83



mento pelo rei Cassim. O caso, que parecia tao delicado,
apresentava uma solucao muito simples. O soberano drabe
mandou chamar os cincos maiores sabios da corte e disse-
lhes que submetessem os trés principes a um rigoroso exame.

Qual seria, dos trés, o mais inteligente?

Terminadas as provas, os sabios apresentaram ao mo-
narca minucioso relatorio. QOs trés principes eram inteli-
gentissimos. Conheciam profundamente Matemdtica, Lite-
ratura, Astronomia e Fisica; resolviam complicados proble-
mas de zadrez, questoes sutilissimas de Geometria, enigmas
arrevesados e charadas obscuras!

— Nao encontramos artificio — concluiram os sdbios — que
nos permitisse chegar a um resultado definitivo a favor deste
ou daquele!

Diante desse lamentdvel fracasso da ciéncia, resolveu o
rei consultar um dervize que tinha fama de conhecer a magia
e os segredos do ocultismo.

O sabio dervize disse ao rei:

”§6 conhegco um meio que vai permitir determi-
nar o mais inteligente dos trés! FE a prova dos
cinco discos!”

— Facamos, pois, essa prova — concordou o rei.
Os trés principes foram levados ao paldcio. O dervize,

mostrando-lhes cinco discos de madeira muito fina, disse-
lhes:

"Aqui estao cinco discos, dos quais dois sao pre-
tos e trés brancos. Reparai que eles sao do mesmo
tamanho e do mesmo peso, e so se distinguem
pela cor.”



A sequir, um pajem vendou cuidadosamente os olhos dos
trés principes, deixando-os impossibilitados de distinguir a
menor sombra.

O velho dervize tomou entdo ao acaso trés dos cinco dis-
cos, e pendurou-os as costas dos trés pretendentes.

Disse, entdo, o dervize:

"Cada um de vos tem preso das costas um disco
cuja cor ignoral Sereis interrogados um a um.
Aquele que descobrir a cor do disco que lhe coube
por sorte, serd declarado vencedor e casard com
a linda Dahizé. O primeiro a ser interrogado po-
derd ver os discos dos dois outros concorrentes;
ao sequndo serd permitido ver o disco do ultimo.
FE este terd que formular a sua resposta sem ver
coisa alguma! Aquele que der a resposta certa,
para provar que ndao foi favorecido pelo acaso,
terd que justificdi-la por meio de um raciocinio
rigoroso, metodico e simples. Qual de vos deseja
ser o primeiro?”

Respondeu prontamente o principe Camoza:

— Quero ser o primeiro!

O pajem retirou a venda que cobria os olhos do principe
Camoza, e este pode ver a cor dos discos que se achavam
presos as costas de seus rivais.

Interrogado, em segredo, pelo dervize, nao foi feliz na res-
posta. Declarado vencido, foi obrigado a retirar-se do saldo.
Camoza viu dois dos discos e ndo soube dizer, com sequranca,
qual a cor de seu disco.

O rei anunciou em voz alta, a fim de prevenir os dois
outros:

— O jovem Camoza acaba de fracassar!

— Quero ser o sequndo - declarou o principe Benefir.



Desvendados os seus olhos, o sequndo principe olhou para
as costas do terceiro e ultimo competidor e viu a cor do disco.
Aprozimou-se do dervize e formulou, em segredo, a sua res-
posta.

O dervize sacudiv negativamente a cabega. O segundo
principe havia errado, e foi logo convidado a deixar o salao.
Restava apenas o terceiro concorrente, o principe Aradim.

Este, logo que o rei anunciou a derrota do sequndo pre-
tendente, aprorimou-se, com o0s olhos ainda vendados, do
trono, e declarou, em voz alta, a cor exata de seu disco.

Concluida esta bela narrativa observamos que, o principe
Aradim, para formular a resposta certa, arquitetou um ra-
ciocinio rigorosamente perfeito. Esse raciocinio levou-o a re-
solver, com absoluta seguranca, o problema dos cinco discos,
conquistando assim a mao da formosa Dahizé.

Agora, ja sabendo do sucesso de Aradim, nos resta saber
duas coisas para decifrar a solucao deste problema:

1 - Qual foi a resposta do principe Aradim?

2 - Como descobriu ele, com a precisao de um geoémetra,
a cor de seu disco?

9.1 Resolucao

A resposta do principe Aradim é que seu disco é branco.
Vamos analisar o porque dele ter certeza sobre sua resposta.
Primeiramente, vamos organizar as informacgoes dadas:

» Existem 3 discos brancos e 2 discos pretos;

» O principe Camoza foi o primeiro a responder, po-
dendo observar os discos dos outros principes e respondeu
errado;



» O principe Benefir foi o segundo a responder, po-
dendo observar o ultimo principe e respondeu errado.

Note que os principes responderam errado se, e somente
se, estavam incertos sobre a resposta, ou seja, havia mais que
uma possibilidade de escolha.

Agora, vamos analisar as possiveis situagoes que pode-
riam ter ocorrido com o primeiro principe, Camoza.

o Situagao 1: Os discos dos outros principes serem pre-
tos, assim sobrando 3 discos brancos.

Figura 9.1: Camoza olhando os discos dos principes

Nessa primeira situacao, o principe Aradim poderia pen-
sar o seguinte:

”Como o principe Camoza observou 2 discos pre-
tos, os unicos discos que restariam seriam bran-
cos. Logo, Camoza saberia que seu disco era
branco.

Porém, sei que Camoza errou a resposta. E errou
)
por qué?

Porque sua resposta foi baseada ma sorte. Nao
tinha certeza sobre sua reposta.



De fato, se o principe Camoza tivesse observado
2 discos pretos nos concorrentes, simplesmente
responderia ao Tei:

‘Como o0s discos dos meus competidores sdo pre-
tos, 0s unicos discos que restam sao brancos. Logo,
meu disco é branco.’

E dito isso, o rei o declararia vencedor.

Mas sei que o primeiro principe errou a resposta.
Logo, os discos que ele viu nao podem ser ambos
pretos.”

Logo, s6 sobram duas situacoes possiveis:

o Situacao 2: Os discos nos outros principes eram bran-
COS.

Figura 9.2: Camoza olhando os discos dos principes.

Dessa situacao, o principe Aradim saberia que seu disco
era branco, pois se Camoza viu dois discos brancos, entao isso
significa que os discos de Benefir e Aradim eram brancos.

e Situacao 3: Os discos dos outros principes sdao um
preto e outro branco.



Figura 9.3: Camoza olhando os discos dos principes.

Figura 9.4: Camoza olhando os discos dos principes.

Nesse cenario, o principe Aradim raciocinou:

"Ha 2 situacgoes possiveis, o disco preto estd co-
migo ou o disco preto estd com o principe Bene-

ﬁr' ”
Logo, basta observar as escolhas possiveis para o segundo
principe, Benefir.
« Situagdo 3 - (a): O disco do principe Aradim ser

branco.

Dessa situacao, o principe Aradim concluiu que seu disco
era branco. Conclusao esta que é a mesma da Situagao 2.



Figura 9.5: Benefir olhando o disco do principe Aradim.

« Situagdo 3 - (b): O disco do principe Aradim ser
preto.

Figura 9.6: Benefir olhando o disco do principe Aradim.

Nesse caso, a andlise do principe Aradim foi:

“Se o disco preto estd comigo, entao o disco com
o principe Benefir é branco ou preto.”

Esse pensamento veio do fato que, supondo uma grande
inteligéncia do principe Benefir, este deveria ter pensado de
acordo com o seguinte raciocinio:

"Vejo que o disco do principe Aradim € preto. Se
o meu disco for preto, entao o principe Camoza
teria acertado a resposta. Pois so restaram 3 dis-
cos brancos. Logo, ndo € possivel que meu disco
seja preto. Portanto, o meu disco € branco.”



Porém, sabendo que o principe Benefir errou a resposta
ao rei, Aradim concluiu que a Situagao 3 - (b) também nao
poderia ter ocorrido.

Deste modo, Aradim obtém da andlise de cada situacao
exposta acima que:

» A situagdo 1 ndao pode ocorrer.
» A situagao 2 diz que seu disco é branco.
» A situacao 3 também diz que seu disco é branco.

justificando assim a sua resposta acertiva ao problema.






Capitulo 10

Problema dos Camelos

Neste curioso problema, Beremiz - o homem que calcu-
lava - e seu colega de jornada, encontraram trés homens dis-
cutindo acaloradamente ao pé de um lote de camelos:

“Nao pode ser! Isto ¢ um roubo! Nao aceito!”

O inteligente Beremiz procurou informar-se do que se tra-
tava.

“Somos irmaos — esclareceu o mais velho — e re-
cebemos como herancas esses 35 camelos. Se-
gundo vontade de nosso pai devo receber a me-
tade, o meu trmao Hamed uma terca parte e o
mats moco, Harin, deve receber apenas a nona
parte do lote de camelos. Contudo, nao sabemos
como realizar a partilha, visto que a mesma nao

¢ exata.”

— E muito simples — falou o Homem que Calculava. Encarrego-
me de realizar, com justica, a divisao se me permitirem que
junte aos 35 camelos da herancga este belo animal, perten-
cente a meu amigo de jornada, que nos trouzre até aqui.
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E, assim foi feito.

— Agora — disse Beremiz - de posse dos 36 camelos, farei
a divisao justa e erata.

Voltando-se para o mais velho dos irmaos, assim falou:

— Dewverias receber a metade de 35, ou seja, 17,5. Rece-
beras a metade de 36, portanto, 18. Nada tens a reclamar,
pois € claro que saiste lucrando com esta divisdo.

E, dirigindo-se ao sequndo herdeiro, continuou: — E tu,
deverias receber um terco de 35, isto é, 11 e pouco. Vais
receber um terco de 36, ou seja, 12. Nao poderds protestar,
pois tu também saiste com visivel lucro na transacdo.

Por fim, disse ao mais novo:

— Tu, sequndo a vontade de teu pai, deverias receber a
nona parte de 35, isto €, 3 e tanto. Vais receber uma nona
parte de 36, ou seja, 4. Teu lucro foi igualmente notdvel.

E, concluiu com sequranca e serenidade:

— Pela vantajosa divisao realizada, couberam 18 came-
los ao primeiro, 12 ao sequndo, € 4 ao terceiro, o que dd
um resultado 18 + 12 + 4 de 34 camelos. Dos 36 camelos,
sobraram, portanto, dois. Um pertence a meu amigo de jor-
nada. O outro, cabe por direito a mim, por ter resolvido, a
contento de todos, o complicado problema da heranca!

”Sois inteligente, ¢ Estrangeiro! — exclamou o
mais velho dos irmdos. Aceitamos a vossa parti-
lha na certeza de que foi feita com justica e equi-

dade!”

Agora perguntamos, como Beremiz conseguiu chegar a
esta solugao?

10.1 Resolucao

Primeiramente, vamos organizar alguns dados:



» Temos 35 camelos no total que serao divididos entre
0s 3 irmaos;

1
» O primeiro irmao recebe 3 do total, ou seja, 17 ca-

1 .
melos + %

1
» O segundo irmao recebe 3 do total ou seja, 11 camelos

@
[GVIN )

1
» O terceiro irmao recebe 9 do total, ou seja, 3 camelos

@
©| oo

O sabio Beremiz, escutando pacientemente a narragao
do irmao mais velho, ja logo de imediato percebeu dois erros
crucias do pai ao declarar a divisao de sua heranca:

e O pai dividiu a heranca entre seus filhos de maneira
erronea, visto que a parte destinada a cada um dos trés
irmaos nao constitui um nimero exato de camelos.

Somando a parte que cada irmao ganhou da heranca,
temos




Como sabemos que o total da heranca é 35 camelos, te-
remos que a heranca dos irmaos vai ser }—g de 35, ou seja,

17 35 17 3517 595 1
P RTT R T 131 1w St

Observe que ao somar as partes que cada irmao ganhou
chegamos no mesmo resultado

17+1 + 11+g + 3+§ —33+1
2 3 9/) 18°

Note que a soma das partes que os irmaos ganharam da
heranga nao totalizam o valor total, 35 camelos.

1
33+ —
[ ——
A parte dos 3 irm3os

35
22
O total da heranga

?

—
Parte que sobrou da heranga

Como sabemos qual a parte que sobrou da heranga?

Note que usando os dados anteriores, a soma das partes

1T
dos irmaos é 8
Logo, para achar o quanto sobrou da heranca, basta achar

o quanto falta para 8 ser o todo:

17 1 17+1 18

S L

18718 18 18



Como vimos, a heranca total é de 35 camelos, logo, ha

uma “sobra” de 8 de 35 camelos:

1 35 1 35-1 35 17418 17
===, = = =1+

35 ®-1 18 118 18 18  T1m

Podemos ainda chegar nesse resultado de outra forma,
subtraindo do total da heranca, as partes que os trés irmaos
ganharam:

1 1 1
%—<%+>:2—::%—

18 18 18 18
36-1 35 17
=X =14
18 18 18

Logo, temos

A parte que ficou fora da heranga

33+1 + 1+17 = 35
18 18)

A parte dos 3 irmaos Total da herancga

~ g , .
A fragao 15 € especial.
Note que podemos reescrever essa fragdo como

17 1 1 1

B 27379
17
Agora, podemos acrescentar essas partes da fracao 8 a

heranca dos 3 irmaos.



1 L .
» Somando — a parte do primeiro herdeiro, o mesmo

receberia 18 camelos;

1
» Somando — a parte do , O Mesmo

receberia 12 camelos;

1 . .
» Somando - a parte do terceiro herdeiro, o mesmo

receberia 4 camelos.

Com isso parece que resolvemos o problema, porém ainda
ficou 1 camelo de fora e a heranca dos irmaos nao é mais a
mesma.

O primeiro irmao vai ganhar (17+ %) + %; o segundo

8

irmao + % e o terceiro irmao (3 + 5) + %.

o O pai também errou ao determinar o total da heranca:
eram pra ser 36 camelos, e nao 35.

O sabio percebendo isso, querendo deixar a heranca entre
os irmaos da forma inicial, emprestou o camelo do seu amigo
e aumentou o total da heranca para 36 camelos.

Com isso, como 36 ¢ divisivel por 2, 3 e 9 cada irmao
ganhou uma parte exata e como foi aumentado o total da
heranca, cada um ganhou um acréscimo a sua parte.

1
» Primeiro irmao: 3 de 36, ou seja, 18 camelos;

—_

> : = de 36, ou seja, 12 camelos;

= w

» Terceiro irmao: — de 36, ou seja, 4 camelos.

Ne}



Porém, somando a heranca dos irmaos, 18 + 12 + 4 = 34,
percebemos que sobram 2 camelos, um que o sabio empres-
tou do seu amigo e o outro que ganhou por ter resolvido o
problema.

Note que se o pai tivesse o conhecimento matematico
do sabio e quisesse deixar uma heranca que nao causasse
conflito para seus filhos, aumentaria o total da heranca para
36 camelos, deixando a heranca repartida como:

1 S

> 3 para o primeiro irmao;
1

> 3 para o ;
1 o

> G para o terceiro irmao.

Dessa forma, somando as partes fracionarias dos irmaos,
terfamos que os mesmos ganhariam a heranca toda sem pro-
blemas

r 1.1 3 2 1 ?>+2—|—1_6_1
57376 67676 6 6
e, mais ainda, cada irmao finalmente teria uma parte inteira
de camelos para si:

» Primeiro irmao: — de 36, ou seja, 18 camelos;

de 36, ou seja, 12 camelos;

>

» Terceiro irmao: = de 36, ou seja, 6 camelos.

D= W= o=

18 +12+ 6 = 36.



Outra forma de resolver o problema seria ainda se o pai
tivesse deixado 36 camelos como heranca porém tivesse mais
um filho, o qual receberia % do total de camelos.

Nesta configuracao, teriamos que a divisao para cada
irmao seria dada por:

» Primeiro irmao: = de 36, ou seja, 18 camelos;

>

de 36, ou seja, 12 camelos;

» Terceiro irmao: — de 36, ou seja, 4 camelos;

Ol = NI

» Quarto irmao: s de 36, ou seja, 2 camelos.

onde a soma das partes de cada um resultaria no total de
camelos precisamente

18+ 1244+ 2= 36.



Capitulo 11

Problema dos soldados

Ja muito reconhecido pelo povo por conta de seus bons
feitios e ajudas recorrentes na resolugcao de problemas, o cal-
culista agora passara a frequentar também paldcios. Vez ou
outra grandes nomes da sociedade solicitavam a ajuda de Be-
remiz para solucionar os conflitos complicados que surgiam
em seus dominios, escoltando-o de sua humilde habitacdo e
ofertando-lhe todas as comodidades necessarias.

Uma destas recorrentes visitas aos altos da sociedade foi,
certa vez, ao paldcio do poderoso grao-vizir Ibraim Maluf.
Este, acompanhado de mais trés auxiliares de sua confianca,
recebeu Beremiz em seu salao de audiéncia com grade se-
riedade, anunciando imediatamente o problema pelo qual o
calculista havia sido requisitado.

A questdo toda, mo geral, envolvia muito mais do que
pura matemdtica, envolvia também interpretacdo de leis e
recursos que diziam respeito a justica sendo feita na vida de
um pristoneiro. Por conta disso, Beremiz ndao aceitou apenas
resolver o problema de forma alheia ao seu contexto, exigindo
antes de tudo visitar a cela do homem encarcerado.

O vizir, estranhando a exigéncia do calculista, insistiu em
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uma explicacdo para esta vontade espontanea de Beremiz, o
qual narrou o sequinte:

“— FEncontram-se, muitas vezes, nas paredes das
prisoes, legendas interessantes, formulas, versos
e inscrigoes que nos esclarecem o espirito e nos
ortentam os sentimentos de bondade e cleméncia.
Conta-se que, certa vez, o rei Mazim, senhor da
rica provincia de Korassa, foi informado de que
um presidiario hindu escrevera palavras magicas
na parede de sua cela. O rei Mazim chamou um
escriba diligente e habil e determinou-lhe copiasse
todas as letras, figuras, versos ou niumeros que
encontrasse nas paredes sombrias da prisao.

Muzitas semanas gastou o escriba para cumprir,
na integra, a ordem extravagante do rei. Afinal,
depois de pacientes esforcgos, levou ao soberano
dezenas de folhas cheias de simbolos, palavras
ininteligiveis, figuras disparatadas, blasfémias de
loucos e miumeros inexpressivos. Como traduzir
ou decifrar aquelas paginas repletas de coisas in-
compreensiveis?

Um dos sdbios do pais, consultado pelo monarca,
disse: “Rei! Essas folhas contém maldicoes, pra-
gas, heresias, palavras cabalisticas, lendas e até
um problema de Matemdtica com cdlculos e figu-
ras.

Respondeu o rei: As maldicoes, pragas e here-
stas nao acordam a curiosidade que me vive no
espirito. As palavras cabalisticas deixam-me in-
diferente; ndo acredito mo poder oculto das le-
tras nem na for¢a misteriosa dos simbolos huma-
nos. Interessa-me, entretanto, conhecer o verso,



o problema e a lenda, pois sdo producoes que no-
bilitam o homem e podem trazer consolo ao aflito,
ensinamento ao leigo e adverténcia ao poderoso.

Diante do pedido do monarca, disse o ulemd:

— Fis os versos escritos por um dos condenados:

‘A felicidade € dificil porque somos muito dificeis
em matéria de felicidade.

Nao fales da tua felicidade a alguém menos feliz
do que tu.

Quando ndao se tem o que se ama € preciso amar
o que se tem.’

Eis agora o problema escrito a carvao na cela de
um condenado.

Colocar 10 soldados em cinco filas, tendo cada
fila 4 soldados. ”

11.1 Resolucao

A solugao tnica dada a este problema é derivada de uma
pequena percepcao feita logo na leitura de seu enunciado.

E comum que, ao pensarmos em cinco filas com 4 soldados
cada, tenhamos na cabeca a seguinte configuracao:



Porém, vemos logo de imediato que esta forma de pensar
nao corresponde ao raciocinio exigido pelo problema, visto
que desta maneira a soma total de soldados excede os 10
disponiveis.

Este primeiro embate de ideias nos leva a uma nova re-
flexao em cima do enunciado proposto e, apés um tempo de
observacao, nota-se que nada impede que interpretemos o
termo “filas” como sendo, na verdade, “linhas”.

Tomando esta nova perspectiva, abrimos entao outras
possibilidades na tentativa de alinhar os 10 soldados, po-
dendo considerar agora configuragoes que remetem a figuras
conhecidas de 5 lados.

Seguindo este raciocinio, podemos tentar, em um pri-
meiro momento, alinhar os soldados na forma de um pentagono:

Ou até mesmo de um poligono qualquer de 5 lados:

Mesmo assim, novamente, estes arranjos nao satisfazem as
condigoes do nosso problema.



No entanto, note que essas tentativas de organizar os sol-
dados ndo foram em vdo. E facil ver, com um pouco de
atengdo, que estas configuragoes antes expostas nos propor-
cionam uma valiosa dica: é impossivel alinhar os dez sol-
dados da maneira requerida no enunciado alocando-os como
poligonos, visto que estas configuragdes sempre exigem uma
quantidade muito maior de soldados do que temos disponivel.
Logo, nossas possibilidades de organizacao dos soldados se
reduzem a figuras formadas por cinco linhas que, necessari-
amente, precisam se cruzar.

Com esta informagao em maos, finalmente, apds algumas
tentativas e erros, é possivel chegar na seguinte solucao tinica
para o problema:
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