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Apresentacao

Prezado leitor,

Com muita satisfacao apresentamos o livro virtual de resumos da
4° Edicdo da J3M! Este é um evento idealizado, produzido e organizado
pelos estudantes do Curso de Matematica que integram o grupo PET -
Matematica (Programa de Educacéao Tutorial). A JBM nasceu do desejo de
criar um ambiente adequado para apresentacao dos trabalhos de Iniciacao
Cientifica desenvolvidos no ambito do Departamento de Matematica da
UFPR e tem se consolidade como um importante canal de comunicagao
do PET - Matematica com o Curso de Matematica da UFPR e demais uni-
versidades brasileiras.

Estdo contempladas as areas de Algebra, Andlise Matematica,
Analise Numérica, Educacdo Matematica, Geometria, Otimizacao e Topo-
logia. As bancas especializadas de avaliacao sdo formadas por docentes
e estudantes de pds-graduacado. Como nas edi¢des anteriores, serao con-
cedidas distingdes aos trabalhos que obtiveram as melhores avaliagdes
por parte das bancas, como forma de incentivo aos participantes.

Registramos especiais agradecimentos aos integrantes do PET pela
dedicagao com a qual realizam todas as suas atividades e também aos do-
centes e estudantes de pds-graduacao aos programas ligados ao DMAT
pelo trabalho de exceléncia realizado nas bancas.

Prof. Dr. José Carlos Eidam
Tutor do PET - Matematica
Novembro/2018
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Teorema da decomposicao ciclica

Amanda Cristina Foetsch *
Licenciatura em Matematica - UFPR
amandafoetsch@gmail.com

Prof. Dr. Matheus Batagini Brito (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
mbrito@ufpr.br

Palavras-chave: decomposigao ciclica, forma candnica racional, espago T-ciclico.

Resumo:

Quando estudamos operadores lineares em um espaco vetorial de dimensao finita
V' buscamos uma base de V' em relagao a qual a matriz do operador seja a mais sim-
ples possivel. No caso em que V' é um espacgo T-ciclico € possivel obter tal base por
meio de um vetor v € multiplas aplicacées de 7" em v. No caso mais geral, ainda que
lidemos com um espaco vetorial que nao pode ser gerado de forma ciclica, podemos
decomp6-lo em soma direta de subespacos ciclicos.

O objetivo do trabalho é demonstrar o Teorema da Decomposicao Ciclica, o qual
garante que, dado um espaco de dimensao finita IV € um operador linear T, existem
vetores vy, ...,v, em V, ndo nulos, tais que V' pode ser decomposto em uma soma
direta de subespacos ciclicos da forma &; = {f(T)(v;)|f € K|z]}, em que i =1,..,k,
ou seja

V=61DCD..oH%E,

de forma que os polinbmios minimais das restricbes de T a ¢, satisfazem certas
condicoes de divisibilidade. A matriz de T obtida através dessa decomposicao é co-
nhecida como a Forma Canédnica Racional de T. Uma das vantagens de se decompor
o subespaco desta forma é que quando buscamos classificar operadores lineares me-
diante relacao de equivaléncia a decomposicao ciclica independe do corpo no qual
estamos trabalhando, ou seja, 0 corpo nao necessariamente deve ser algebricamente
fechado.

Referéncias

[1] BROWN, William C.. A Second Course in Linear Algebra. Published in United
States simultaneously in Canada: Wiley Interscience, 1943.

*Bolsista do Programa de Iniciagao Cientifica e Mestrado - PICME.
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O Anel de Grothendieck de Categorias Finitas

Andrey Modtkoski Friedlaender
Licenciatura em Matematica - UFPR
andreymod@gmail.com

Prof. Dr. Eduardo Outeiral Correa Hoefel (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
hoefel@ufpr.br

Palavras-chave: categorias, R-algebras, anéis de Grothendieck.

Resumo:

Dados um anel comutativo R e uma categoria C podemos construir um R-modulo
livre R(C) sobre C, considerando seus elementos como morfismos de C em R, isto é,
R(C) = {f | f:C — R}. Neste R-mddulo podemos definir uma multiplica¢cdo (que
garantird uma estrutura de R-algebra a R(C)) através de convolugdes. Se f e g séo
dois morfismos em R(C), definimos a convolugao f * g da seguinte maneira:

(fxg)(h) == > f(i)g(y)

i0j=h

onde h é uma flecha em C. A R-algebra R(C) recebe o nome de anel de Grothendieck
sobre a categoria C.

Veremos que esta construcao apresenta propriedades interessantes, dentre as
quais destacaremos:

e R(C1) ® R(Cy) = R(C,UC,), isto €, a soma direta da R-algebra sobre a categoria
C, e a R-algebra sobre C, sera isomorfa a R-algebra sobre o coproduto C; LI Cy;

e R(C;) ® R(Cy) = R(C; x Cy), isto é, o produto tensorial da R-algebra sobre C;
com a R-algebra sobre C, sera isomorfo a R-algebra sobre o produto C; x Cs.

A partir da definicao dada, podemos tentar “classificar” os diferentes casos de anéis
de Grothendieck que podem ser obtidos a partir de categorias finitas. Ou seja, dada
uma categoria finita especifica, buscaremos saber quais serao as caracteristicas de
seu anel de Grothendieck resultante. Com a coleta dessas informagoes, esperamos
poder gerar mais exemplos de anéis de Grothendieck, a fim de responder a seguinte
questao: dada uma R-algebra A, € possivel dizer que existe uma categoria finita C tal
que A seja o anel de Grothendieck de C?

Como exemplos serao vistos os anéis de Grothendieck para os casos de categorias
finitas triviais, posets finitos, posets lineares finitos, arvores finitas e grupoides finitos,
dentre outros.

14



Referéncias:
ROTMAN, J. J. Advanced modern algebra. 2 ed. Providence, Rhode Island: Ameri-

can Mathematical Society, 2010.
ROTMAN, J. J. An introduction to homological algebra. 2 ed. New York: Springer,

2008.
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Simetrias e grupoides

Douglas Alves Gonzaga *
Bacharelado em Matematica Aplicada - UEPG
douglasagonzaga@hotmail.com

Prof. Marcos Calcada (Orientador)
Departamento de Matematica e Estatistica - UEPG
mcalcada@uepg.br

Palavras-chave: simetrias, grupos, grupoides.

Resumo:

A nocao de simetria € fundamental em Matematica e em varias ciéncias, nota-
damente em Fisica e Quimica. Varias leis fisicas e quimicas sao consequéncias da
presenca de uma simetria no sistema estudado. Por exemplo, a lei de conservagao
de momento linear ocorre se o sistema fisico possuir uma simetria por translacoes.
De maneira mais geral, o celebrado teorema de Noether estabelece de forma precisa
uma conexao entre leis de conservagao e simetrias.

Simetrias sdo descritas matematicamente utilizando a nogao de grupo, pelo me-
nos assim pensa a maioria dos cientistas e mesmo matematicos. Entretanto, mesmo
que grupos sejam suficientes para entender e caracterizar estruturas homogéneas
(usando um grupo de automorfismos), ha varios objetos que exibem o que claramente
reconheceriamos como simetria, mas que admitem nenhum ou poucos automorfismos
nao triviais. Ocorre entdo que a simetria desses objetos pode ser descrita algebrica-
mente em termos da nog¢ao de grupoide e nao de grupos.

O objetivo deste trabalho & mostrar através de exemplos a relevancia do conceito
de grupoides no estudo de simetrias. Estudamos, em particular, um exemplo bastante
elementar e instrutivo: o ladrilhamento de uma porgao finita do plano utilizando ladri-
Ihos retangulares. Neste exemplo, a no¢ao de grupo mostra-se inadequada e a nogao
de grupoide natural.

Verificamos que grupoides podem ser entendidos como uma generalizagao de gru-
pos em que a operacgao binaria de composicdao nao esta definida para todo par de
elementos, ou seja, € parcial. Outra forma de definir grupoides é como sendo uma
categoria em que todo morfismo possui inverso. Por fim, podemos entender grupoi-
des como uma generalizacao de relagdes de equivaléncia: um grupoide nos diz nao
apenas quais elementos sao equivalentes (ou isomorfos), mas também parametriza
as diferentes formas (isomorfismos) em que dois elementos podem ser equivalentes.

*Bolsista PICME.
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Referéncias:

[1]JWEINSTEIN, A. Groupoids: Unifying Internal and External Symmetry. Notices
of AMS, vol. 43, Number 7, 1996.

[2]HIGGINS, P. J. Notes on Categories and Groupoids. London: Van Nostrand Rei-
nhold, 1971.

[3]PINTER, C. C. A Book of Abstract Algebra. New York: 2nd ed., Dover, 2010.
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Classificacao das algebras de divisao sobre os
reais

Gabriel Alves de Lima *
Licenciatura em Matematica - UFPR
gabalvesdelima@gmail.com

Prof. Maria Eugénia Martin (Orientadora)
Departamento de Matematica - UFPR
eugenia@ufpr.br

Palavras-chave: classificacao de algebras, algebras de divisao, algebras alternativas.

Resumo:

Classificar objetos de certa classe € um dos problemas fundamentais da matematica
moderna. Uma colecdo de grande interesse para a matematica é a colecao de siste-
mas numéricos munidos de uma nocao de divisdo. No contexto da algebra moderna,
tais objetos sdo conhecidos como algebras de divisao.

Uma algebra A sobre um corpo K é uma algebra de divisao se para todo par de
elementos a,b € A com b # 0, existe um Unico = € A talque a = bx e um Unicoy € A
tal que a = yb. No caso em que a algebra em questao for associativa, a definicao é
equivalente a dizer que todo elemento ndo nulo em A possui um inverso multiplicativo.

Para algebras associativas sobre R, o exemplo mais trivial € o préprio corpo dos
nlimeros reais. E sabido que o corpo dos complexos C é uma extensdo de R com
dimg C = 2. Sera possivel definir um produto num espaco vetorial de dimensao 3 sobre
os reais de modo que se verifiquem os axiomas de corpo? O matematico irlandés W.
Hamilton por muitos anos buscou uma solugao para tal problema, mas nao parecia
ser possivel obter um produto que desse origem a nocao de divisdao. Em 1843 surge a
ideia de ao invés de dimensao 3, estender a construgao para uma algebra de dimensao
4. Hamilton acabara de descobrir os nimeros hoje conhecidos como quatérnios, que
em sua homenagem levam a notagao H. Dessa forma, Hamilton conseguiu generalizar
0s complexos, entretanto, acabou perdendo a comutatividade da multiplicagao.

Em 1877, o matematico alemao F. Frobenius provou que estes sao os Unicos exem-
plos de algebras associativas com divisao, completando assim a classificagao das
mesmas. Este fato é conhecido na literatura como “Teorema de Frobenius”:

Teorema de Frobenius (1877): As Unicas algebras com divisao sobre 0s reais sao
(a menos de isomorfismo) o corpo dos numeros reais, o corpo dos numeros complexos
e a algebra dos quatérnios reais.

*Bolsista do Programa PET-Matematica
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Deixando a hipétese de associatividade de lado, é possivel estender a construcao
de Hamilton para dimensao 8 obtendo-se assim a algebra dos octonios O, a qual
obedece uma forma mais fraca de associatividade, as chamadas leis alternativas:
z(ry) = 2%y e (yx)r = yz®. De modo geral, algebras que satisfazem tais leis séo
chamadas de algebras alternativas

Generalizando o resultado de Frobenius, pode-se provar também que toda algebra
alternativa de divisdo sobre R com dimensao finita é isomorfa aos reais, complexos,
quatérnios ou octonios.

O objetivo principal deste trabalho é estudar a construcao das algebras de divisao
reais, provar a impossibilidade de existéncia de uma algebra de divisdo real de di-
mensao 3 e além disso, apresentar as ferramentas necessarias para entender o teo-
rema de Frobenius e sua generalizagcao para o caso de algebras alternativas.

Referéncias:

CURTIS, M.; PLACE, P. Abstract Linear Algebra. Universitext, Springer New
York, 1990.

FELZENSZWALB, B. Algebras de Dimensao Finita. Rio de Janeiro: IMPA, 1979.

ONETO, A. Alternative real division algebras of finite dimension. Divulgacio-
nes Matematicas, 10 (2002), pp. 161-169.
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O Teorema de Lindemann e a transcendéncia de
eer

Gabriel Cordeiro Chileider *
Licenciatura em Matematica - UFPR
gabriel.chileider@ufpr.br

Prof.Dr. Marcelo Muniz Silva Alves (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
marcelomsa@ufpr.br

Palavras-chave: Teorema de Lindemann, Numeros Transcendentes, Numeros Algébri-
Ccos.

Resumo:

Os numeros naturais surgiram pela necessidade da contagem, nimeros racionais
estao ligados a mensuragao e 0s numeros reais estao associados a problemas do
dia a dia, ja os numeros complexos apareceram como solugcdes de equagdes cubicas
e quarticas. No entanto, os nUmeros podem ser relacionados a equacgoes algébricas,
como por exemplo os numeros algébricos. Um nimero complexo é chamado algébrico
se é raiz de um polinbmio nao nulo, com coeficientes racionais. Caso contrario, €
chamado transcendente.

A palavra transcendente significa, segundo Euler, que esses numeros transcen-
dem o poder das operagdes algébricas. Mesmo sendo uma definicao do século XVIII,
a existéncia de numeros transcendentes continuou aberta até 1844 quando Liouville
estabeleceu que para todo nimero algébrico « de grau n existe uma constante A > 0
tal que |a — £| > A V2 € Q. Assim, qualquer numero que nao satisfaz tal proprie-

ﬁ)
dade é transcendente. O proprio Liouville construiu esses numeros, por exemplo

oo

Y1077, que mais tarde ficou conhecido como Constante de Liouville é e conside-
j=1

rado histéricamente o primeiro nimero transcendente.

Em 1873 Hermite provou que e € transcendente e um ano depois Cantor de-
monstrou que existem mais nimeros transcendentes do que algébricos, porém é um
grande desafio provar a transcendéncia de um nimero. Em 1884, Lindemann utilizou
o método de Hermite para provar que = é transcendente, mais tarde, Lindemann mos-
trou que a transcendéncia de e e 7w sd0 casos particulares de um teorema mais geral,
este teorema, que sera apresentado a seguir.

*Bolsista do Programa Licenciar
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Teorema de Lindemann: Se «y,as,...,«,, S40 numeros algébricos distintos, entao
e e* ..., e* S4o0 linearmente independentes sobre Q.

O Teorema de Lindemann é considerado um dos teoremas mais importantes na
Teoria de Numeros Transcendentes, pois nos permite demonstrar de maneira imediata
a transcendéncia de e e 7, além de outros nimeros oriundos das fungdes exponencial,
logaritmica e trigonométricas. Uma pequena amostra da importancia do Teorema de
Lindemann é o seguinte corolério:

Corolario Seja a algébrico sobre Q ndo nulo. Entao e* e  sdo transcendentes.

O objetivo deste trabalho é justamente apresentar uma prova do Teorema de Lin-
demann, a qual envolve Extensées Normais de Corpos, o Teorema Fundamental dos
Polinbmios Simétricos e Analise Matematica. A ideia da prova consiste em supor, por
contradigao, que existe uma dependéncia linear entre os elementos e, e*2, ..., e*m g,
a partir disso, utilizar as "ferramentas” acima para construir uma equagao algébrica
relacionando duas expressdes: a primeira € uma soma de inteiros que nao é divisivel
por nenhum primo suficientemente grande, e portanto € um inteiro ndao nulo; por sua
vez, a segunda é uma integral que pode ser estimada e tem limite 0 quando enviamos
um primo p para infinito. Deste modo, chega-se a uma contradicao.

O Teorema de Lindemann fornece varias outras familias de nimeros transcenden-
tes. De fato, segue como consequéncia imediata a transcendéncia dos numeros Inc,
arcsenqy, arccos« e arctana para « algébrico, o ¢ {0, 1}.

Referéncias:

[1] FIGUEIREDO, D. Numeros Irracionais e Transcendentes. 3. ed. Rio de Janeiro:
SBM (Colecao de Iniciacao Cientifica), 2002.

[2] MARQUES,D. Teoria dos Numeros Transcendentes.1.ed. Rio de Janeiro: SBM
(Textos Universitarios), 2013.p165-176
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Classificacao dos sly(C)-modulos de peso
irredutiveis

Joao Antonio Francisconi Lubanco Thomé*
Bacharelado em Matematica - UFPR
jolubanco@gmail.com

Prof. Dr. Matheus Batagini Brito (Orientador)
Departamento de Matematica - UFPR
mbrito@ufpr.br

Palavras-chave: algebras de Lie, representagodes, classificacdo dos sly(C)-médulos.

Resumo

No estudo da algebra abstrata, muitas vezes é importante e eficiente trabalhar
com suas representacoes. Para o caso particular de algebras de Lie semi-simples de
dimensao finita, a teoria de representagao de sl,(C) desempenha um papel crucial.
Neste trabalho focamos no estudo das representacdes da algebra de Lie sl,(C) e
classificamos todos os seus médulos de peso irredutiveis.

Diremos que um médulo sobre sl (C), ou um sly(C)-modulo, € um espago vetorial
V' com trés operadores lineares fixados, £/, F' e H em V satisfazendo as seguintes
relacoes:

() EF-FE=H
(i) HE — EH = 2E
(i) HF — FH = —2F

Além disso, utilizaremos duas classes importantes de médulos: os irredutiveis e os
de peso. Diremos que um sl,(C)-médulo V' é irredutivel se os Unicos submodulos de
V' sdo os triviais e um sl,(C)-mddulo V' é dito modulo de peso se

V=V
AeC
onde V, = {v eV : H(v) =M} para A € C. Por fim, a classificagdo sera dada a partir
de quatro familias de médulos, e para fazer suas construcées definiremos as acoes
dos operadores E, F' e H nos elementos da base, a partir dos diagramas abaixo, onde

*Bolsista do Programa PET-Matematica.
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as flechas simples representam as agdes de F, as flechas duplas as acdes de F' e as
pontilhadas as acoes de H.

V(®): onde a; = i(n —i) comn € N

—n+1 —n+3 n—3 n—1
T A a2 YV a0 0
VST~ S T R S U
Un—1 Un—2 U1 Vo
M(XN): onde a; =i(A—i+ 1) com \ € C.
A—2n A=2(n—1) A—2 A
ant1 Y an () anmd a2 N a TY o
I A e N NN T T
Un Un—1 U1 Vo

A A+2 A+2(n—1) A-2n

O 1 Oy [ 1 SN

A NN S TN T
Wo w1 Wnp—-1 Wnp

V(¢ 7):ondeay =1(r— (A+1)?)comEeC/2Z, NeteTeC.

A—4 A—2 A A2 A+4
ax—e ,’/‘\‘, ax—4 ,’/‘\‘, ax—2 ,’/‘\‘, ay ,’/‘\‘, ax+2 ! ‘\‘, ax+4
P U A e N U e N UV N1
Ux—4 Ux—2 U Ux+2 Ur+4
= = = = = Y\&_I//

Tais diagramas serao cruciais na classificagdo dos sl,(C)-modulos, pois analisa-
remos como os operadores E e F agem nos elementos da base de um modulo de
peso V. Assim, a partir da construcao destes modulos, temos o seguinte resultado de

classificacao.

Teorema 1 (Classificacao dos sl,(C)-Mddulos de Peso Irredutiveis) Cada sl,(C)-mdédulo
de peso irredutivel € isomorfo a um dos seguintes modulos:

(i) V") para algumn € N.

(i) M(\) para algum \ € C\Ny.

(iii) M(—\) para algum X\ € C\Nj.

(iv) V(¢,7) para algum ¢ € C/2Z e € C tal que T # (u + 1)? para todo 1 € €.
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Resumo:

O caleidoscopio € um instrumento 6ptico inventado pelo fisico escocés David
Brewster em 1817. Caracterizado pela forma cilindrica, era composto por espelhos
dispostos longitudinalmente no seu interior formando um prisma triangular. Numa
das bases desse prisma, € colocado um recipiente translucido contendo pequenos
fragmentos coloridos que podem se mover e, na outra base, é feito um orificio de
observagdo de modo tal que ao girar a estrutura os fragmentos refletidos pelos
espelhos formam imagens multiplas.

Os principios fisicos do caleidoscopio foram fundamentais para o
desenvolvimento da optica. No entanto, o caleidoscépio também € popularmente
utilizado nas disciplinas de Ciéncias e Fisica devido as inumeras representacgdes,
conceitos e propriedades geométricas que podem ser visualizados por
meio dele. Ele ainda € uma maneira de apresentar a Matematica de uma forma
ludica. O caleidoscopio passou a ser usado como material didatico por volta de
1950-1960 e com um formato diferenciado composto por um conjunto de espelhos
planos (dois, trés ou quatro), o que possibilita a obtencéo repetida e perfeita de
imagens. A imagem a seguir ilustra um modelo de caleidoscopio educativo.

X

Figura 1: Caleidoscopio educativo.
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Dessa forma, o presente trabalho tem como objetivo utilizar o caleidoscopio
para introduzir e entrelagar conceitos basicos de transformagbdes geométricas e
teoria de grupos (em particular o grupo de simetrias). Para isso, foram estudadas as
diferentes imagens formadas, variando conforme a quantidade e posicdo dos
espelhos e, ainda, o comportamento destas imagens conforme os pontos e linhas de
simetrias. Obtendo em alguns casos a reprodugéo de rosetas.
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Palavras-chave: Curvas Algébricas, Teoria de Intersecao, Teorema de Bézout.

Resumo: Em R2, polindmios do tipo aX + bY (de grau 1) definem retas, assim como
polinémios do tipo aX? + bY? — ¢ (de grau 2) definem circunferéncias ou elipses en-
quanto outras equagoes de grau 2 definem parabolas, hipérboles, etc. Todos esses
sao exemplos de curvas algébricas. Mais precisamente, uma curva algébrica sobre
um corpo k, dada por um polinémio F € k[X,Y] é o conjunto

V(F)={(z,y) € K* | F(z,y) = 0}.

Estudando curvas algébricas sobre R, notamos que uma reta e uma circunferéncia
possuem no maximo dois pontos de intersecao, uma circunferéncia e uma elipse pos-
suem no maximo quatro pontos de intersecao, e duas retas diferentes possuem no
maximo um ponto apenas de intersecdo. E possivel procurar uma relagdo entre o
numero de pontos de interse¢ao de duas curvas com seus graus (em todos os exem-
plos o numero de pontos era menor ou igual ao produto dos graus). Em geral obtemos
uma desigualdade comparando a cardinalidade da interse¢cao com o produto dos graus
das curvas. Para uma igualdade, porém, em geral temos algumas dificuldades, como:

e em R? nem sempre duas curvas se interceptam;

e alguns pares de curvas podem ter infinitos pontos de intersecao. Como por
exemplo as curvas definidas pelas equagdes X = 0e X(X —Y) = 0 possuem
toda a reta X = 0 em comum.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma linguagem adequada para lidar com os
problemas acima, enunciando as hipoteses necessarias para que valha a igualdade.
Sob tais hipoteses, apresentamos o teorema de Bézout, que garante que a cardina-
lidade da intersecao de duas curvas algébricas é sempre igual ao produto dos graus
das curvas, a menos de multiplicidades.
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Resumo:
Neste trabalho apresentaremos o teorema dos divisores elementares, que conclui
que todo médulo finitamente gerado sobre um dominio de ideais principais pode ser

expresso como soma direta de copias do anel e quocientes da forma A/pn-jA. Mais
7

precisamente, para um mddulo M finitamente gerado sobre um dominio de ideais

principais A, existem um inteiro n > 0, elementos irredutiveis py, ..., ps € A € inteiros:

> Tri2 > . > >0

T's1 Z T's2 Z Z Vst >0

tais que:
~ A o A A r A A
M=A D /pql"llA@@ /plltlA@-.-@ /pgélA@@ /pgstsAv

onde os inteiros n, r;;, 1 < j <t;, 1 <1i < s, e 0os ideais p,” A estdo univocamente
determinados pelas condicoes acima. Com o objetivo de demonstrar tal teorema,
introduziremos conceitos preliminares da teoria de médulos.

Posteriormente, mostraremos uma aplicacao deste teorema na teoria de grupos,
mais especificamente na classificagdo dos grupos abelianos finitamente gerados. E
possivel, por exemplo, garantir que os grupos abelianos finitamente gerados de ordem
60 sao:

Glzi/zz@?zz@?z&z@z/m
Go="/z0%/5p0%/,
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Palavras-chave: Lema de Yoneda, teoria de categorias, Teorema de Cayley.

Resumo:

O Lema de Yoneda é frequentemente considerado como um dos resultados mais
importantes em Teoria de Categorias, ndo apenas por sua significagdo tedrica, mas por
dar origem a uma técnica que nos permite obter informacdes sobre determinada catego-
ria transportando-a para uma categoria adequada de funtores (Imerséo-Yoneda/ Yoneda
Embedding).

Neste trabalho discutiremos brevemente o significado do Lema de Yoneda (uma
dentre outras possibilidades de interpretacao) a partir das ideias expostas por Barry
Mazur no artigo [1] e de alguns recursos de exposicao de autoria de Tai-Danae Bradley,
que discute 0 assunto em uma série de artigos em seu blog Math3ma [2]. Estabelecido
o significado do lema, ilustraremos o caminho adotado para demonstra-lo em nosso
texto [3]. Em particular, analisaremos a seguinte

Proposicao. Para todo funtor F': ¢ — Set, para todo objeto A de ¢, e para todo
elemento a € F(A), existe uma unica transformacgéo natural

v: Hom(A,—) — F
satisfazendo v,(14) = a.

gue apresentamos como generalizacao de resultados observados em uma categoria de
funtores bem simples: a categoria das interpretacées de um loop (grafo orientado) em
conjuntos. O Lema de Yoneda aparece, em seguida, como um corolario da proposicao
anterior:



Corolario. (LEMA DE YONEDA.) Para todo funtor F: € — Set, para todo objeto A
de ¢, a funcéo:
¢ Nat(Hom(A,—), F) — F(A)

definida por
Y(B) = Ba(la)

€ uma bijegao.

Por fim, veremos um dos sentidos em que o Lema de Yoneda pode ser visto como
uma generalizagdo do Teorema de Cayley, mostrando de que modo usar o funtor
Yoneda para demonstrar o Teorema de Cayley.
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nos livres.

Resumo:

Em 1824, Niels Henrik Abel provou que para resolver equacdes polinomiais de grau
maior ou igual a 5 ndo ha férmula geral envolvendo somente os coeficientes da fungédo
polinomial e operagdes elementares. Mas, tendo em vista que algumas poderiam ser
revolvidas, a grande questao era como caracterizar estas ultimas. O que foi respondido
por Evariste Galois apresentando, pela primeira vez, um conceito de Grupo, o qual é
conhecido como grupo de permutagdes atualmente. Nos dias de hoje, o conceito de
Grupo é ainda mais geral.

Dentre tantas ramificacbes possiveis no estudo da Teoria de Grupos, uma de
grande importancia é a que se refere ao estudo dos grupos abelianos, onde a co-
mutatividade é valida. Nesta, existem particularmente os grupos gerados por uma
guantidade finita de elementos, isto é, finitamente gerados. Destes grupos € possivel
realizar a classificagdo, a menos de isomorfimos, de maneira a correspondé-los ao
produto de cépias de Z e Z,,, onde n é um inteiro positivo e Z,, € o grupo dos inteiros
médulo n.

O teorema para classificagdo € dado da seguinte maneira: seja G um grupo abeli-
ano finitamente gerado.

(i) Existe um unico inteiro s ndo negativo tal que o numero de grupos ciclicos in-
finitos sendo somados em qualquer decomposi¢cao de G como soma direta de
grupos ciclicos é precisamente s;

(caso G tenha somente grupos ciclicos infinitos nessa decomposicdo em soma
direta, isto €, caso G = Z*, dizemos que G é um grupo abeliano livre.)

*Bolsista do PET-Matematica
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(if) Ou G é abeliano livre, ou existe uma Unica lista de inteiros positivos (n&o neces-
sariamente distintos) my, ..., my, t € N, tais que m; > 1, my|ma, mo|ms, ..., my_1|my
e

Gmel@...@th@F

onde F' é abeliano livre;

(iii) Ou G é abeliano livre, ou existe uma lista de inteiros positivos pi', ..., p*, k € N,
dos quais sao unicos a menos de ordem e tais que py, ..., pr S0 primos (nao ne-
cessariamente distintos) e sy, ..., s, S0 inteiros positivos (ndo necessariamente
distintos) e

G2y @ ©Ly ©F

onde F' é abeliano livre.
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Resumo:

O Teorema do Homomorfismo possui muitas versdes, cada uma delas adaptadas
a um contexto diferente. Por exemplo, existem suas versdes nas Teorias de Grupos,
Anéis e Mddulos. Este € um dos teoremas mais importantes e fundamentais para
o desenvolvimento de teorias de estruturas algébricas. Essencialmente, o teorema
enuncia que a imagem de um homomorfismo é isomorfa ao dominio deste homomor-
fismo quocientado pelo seu nucleo. Neste trabalho apresentaremos o Teorema do
Homomorfismo e sua demonstracdo em uma versao geral, que independe de qual
estrutura algébrica estamos considerando. Faremos isso no contexto da Algebra Uni-
versal.

Com o inicio em 1933-1935, marcado pela publicagao de artigos de Garrett Birkhoff,
a Algebra Universal é o campo da Matematica que estuda propriedades comuns a es-
truturas algébricas, e que busca dar generalizagoes a estas.

Assim, neste contexto, define-se o que € uma algebra (ou estrutura algébrica) em
um sentido mais amplo: é um conjunto A munido de algumas fungdes (operagdes) que
levam elementos de A x --- x A em elementos de A. Um homomorfismo é, portanto,
uma funcao entre duas algebras que preserva suas respectivas operacoes. Para a
definicao de algebra quociente e do nucleo de um homomorfismo (que estao presen-
tes no Teorema do Homomorfismo), € preciso recorrer ao conceito de congruéncias,
gue sao relacdes de equivaléncia compativeis com as operacoes da algebra. Com
iss0, temos 0s requisitos para enunciar e provar uma versao geral do Teorema do Ho-
momorfismo.

Referéncias:
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Resumo:

As élgebras cluster foram introduzidas por Fomin e Zelevinsky no ano de 2002
como uma Z-subélgebra do corpo Q(zy, s, ,x,). A partir do conjunto inicial de
variaveis X = {x,z9,--- ,x,} construimos novas variaveis, chamadas variaveis clus-
ter, utilizando uma regra que € chamada de mutacdo de variaveis. Para defini-la,
utilizamos um quiver (grafo orientado) com n vértices, sem 2-ciclo e sem lago e um
algoritmo chamado de mutacao de quiver. Por exemplo, se o quiver for 1 « 2 e
X = {z,z,}, entdo todas as variaveis cluster obtidas serdo

{ 1+axy 1424 1+J51+SL’2}
Ty, T,

Z 7 X2 ’ T1T2

E esse conjunto de variaveis gera a algebra cluster.

No caso desse quiver ser Dynkin tal processo de mutacgao é finito e, nessa situagao,
essa teoria se relaciona com sistema de raizes.

Um sistema de raizes € um subconjunto finito gerador de um espaco euclidiano
(espago vetorial com produto interno real usual) que satisfaz as seguintes proprieda-
des: se « € raiz, 0 Unico multiplo de « no sistema de raizes € —«a e a reflexao sobre «
deixa tal subconjunto invariante.

Ainda em relacdo ao exemplo acima dado, as variaveis cluster do exemplo acima
estao relacionadas com o seguinte sistema de raizes A,
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O objetivo deste trabalho é mostrar uma relagao entre as variaveis cluster e as
raizes do sistema de raizes: os denominadores das variaveis cluster correspondem
as raizes simples do sistema de raizes. E podemos dispor as variaveis cluster relaci-
onadas as raizes na seguinte figura

(&%)
/ \/ \“l
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Resumo:

A Teoria de Grafos tem grande potencial para a descricdo e modelagem matematica
de fendbmenos associados a redes. Em problemas dessa natureza uma dificuldade re-
corrente € o tamanho da rede, ou seja o nimero de vértices e arestas. Para contornar
essas dificuldades uma alternativa € decompor o grafo associado ao problema, ou
ainda agrupar os vértices com propriedades semelhantes, gerando assim um novo
grafo com menos vértices mas que ainda representa bem o fendmeno. Esses agrupa-
mentos de vértices chamaremos de comunidades.

Outro aspecto que nao pode ser negligenciado € a boa apresentacdo dos dados
que os grafos oferecem. Nesse sentido a deteccao de comunidades tem papel de
sintetizar ainda mais essas informacoes.

Contudo a deteccao de comunidades raramente pode ser feita empiricamente, prin-
cipalmente para grafos grandes. Portanto, faz-se necessario um tratamento analitico
do grafo, com rigor matematico. Um tratamento matematicamente rigoroso é um ponto
positivo pois exigira o uso de teorias mais desenvolvidas, como a algebra linear por
exemplo. Assim teremos uma quantidade maior de ferramentas para abordar um tema
gue nao nos é tao familiar.

Este trabalho tem como objetivo apresentar a maximizagao da modularidade, usando
analise espectral do grafo, como uma alternativa a particao ou decomposicao de gra-
fos.

A modularidade € a funcdo que mede a diferenga entre nimero de arestas dentro
da comunidade e o numero esperado de tais arestas, para duas ou mais comunidades.
Mais precisamente, podemos definir a modularidade como a fungao @, descrita a
seguir

Q—l

— o [Aij - Pi'](sgngj?
2m o

em que
] 1, seiejestao nos mesmos grupos
9091 0, caso contrario,
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g; € acomunidade a qual o vértice i pertence e m é o nUmero de arestas da rede/grafo.

Sobre P;; temos diferentes opg¢des a considerar e cada opgdo representara um sig-
nificado diferente para o termo comunidade. Contudo, P;; deve indicar a probabilidade
de existir uma aresta entre os vértices i e j. As duas escolhas mais intuitivas para P

~ , A KGK; i .
sd0 P;; um numero randomicoentre 0 e 1 e P;; = "7 em que k; é o grau do vértice

i, isto € 0 numero de arestas que tem o vértice : como um de seus extremos. Contudo,
€ conveniente impor que

ZPZJ:ZAUZQm’ ‘PZ]:Pj’L € ZPZ]:kz (1)
ij ij j

A é a matriz, sinétrica, de adjacéncia do grafo em questao, cujas entradas sao
definidas como

1, se existe uma aresta entre os vértices i e j

A — o
0, caso contrario.

ij

Inicialmente vamos tratar da decompor o grafo em duas comunidades, G; e Go.
Para isso, vamos definir um vetor de escolha s em que:

1, se i pertence a G,

Si = _
’ —1, seipertence a G-.

Observe que
1
0(9i, 95) = 5 (8385 + 1),

e assim, podemos reescrever a fungcao modularidade como

1
Q= T Z[Aij — Pijl(sis; + 1)
z’-]

1 1
= Im 2 [Aij = Pylsisy + ZH [Aij — Pyl
1
) am 2=~ Palsiss

,J
Agora, vamos escrever a fungao modularidade como

Q= LsTBs7
4m
em que B;;, = A;; — P;; é a matriz de modularidade. Observe que B é simétrica,
entao B tem autovalores reais e autovetores associados a autovalores distintos sao
ortogonais. Sempre € possivel escolher uma base ortonormal para o espago gerado
por autovetores associados a autovalores iguais de B.
Sejam u; os autovetores normalizados da matriz B. Podemos escrever s como

n
S = Z a;u;,
i=1

com a; = u!s e assim

)
Q_4mzi:ai6u



em que [; é o autovalor associado ao autovetor u;.

Note que () assumiria o valor maximo se s fosse paralelo ao autovetor associado
ao maior autovalor.Vamos chamar esse autovetor de u!). Contudo, em geral isso ndo
€ possivel, pois s € um vetor que possui entradas 1 ou —1 apenas.

Assim, a melhor escolha possivel para s é tal que

+1, seul” >0,
—1, seu;’ <0.

Ja temos resultados preliminares para alguns problemas padrao de detecgao de
comunidades, contudo estamos estudando novas possibilidades para P e uma funcao
que represente uma modularidade de segunda ordem.
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Resumo:

O numero cromatico do plano (CNP) é definido como o nimero minimo de cores
necessarias para colorir os vértices de qualquer grafo planar unitario (GPU) de forma
que veértices adjacentes tenham cores diferentes. Determinar o CNP é conhecido
como problema de Hadwiger-Nelson [1].

Em 1961, os irmaos William e Leo Moser [2] apresentaram um GPU (ver Figura 1)
gue nao pode ter seus vértices coloridos, nas condicées do problema, com menos de
4 cores, ou seja, 4< CNP.

Figura 1: GPU dos Moser

John R. Isbell mostrou que CNP <7, apoiado no fato de que o plano pode ser la-
drilhado com hexagonos regulares coloridos por um padrao com 7 cores, CoOmo mos-
trado na Figura 2, de forma que hexagonos de cores iguais estdo distantes mais que
1 diametro dos hexagonos considerados. Deste modo, se escolhermos ladrilhar o
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plano com hexagonos de didametro um pouco menor que 1, qualquer segmento de reta
de comprimento 1 tera seus extremos em hexagonos de cores diferentes. Assim a
conjectura até 2017 era 4< CNP <7.

Figura 2: Plano ladrilhado de hexagonos

Nosso primeiro objetivo € apresentar o GPU proposto por Aubrey D.N.J. de Grey
[3]. Nas condigbes descritas, 0 GPU de Grey nao pode ter seus vértices coloridos
com apenas 4 cores, ou seja, Grey mostrou que 5< CNP. Iremos replicar a construgao
passo-a-passo do GPU de Grey. O primeiro passo € a construgdo do GPU H e suas
4 formas essencialmente distintas de colorir seus vértices como mostrado na Figura
3. Dentre essas 4 formas de colorir, as duas a esquerda sao as Unicas que admitem
uma tripla de vértices monocromaticos.

ViAVVATvAV.Y

Figura 3: GPUH

O segundo passo € a construgao do GPU J que contém 13 cépias de H, com uma
primeira copia de H no centro, 6 cdpias cujos centros estdo a uma distancia 1 e as
outras 6 com seus centros a uma distancia /3 do centro do primeiro H.

O terceiro passo € a construcao do GPU K, que possui 2 copias de J e, portanto,
26 copias de H, com o vértice central coincidindo e um deles rotacionado em torno do
centro de forma que os vértices que estdo a uma distancia 2 do centro, denominados
vértices de ligacao, estejam a uma distancia 1 de sua respectiva copia. Entao, entre
esses vértices acrescentam-se seis arestas.

O quarto passo € o GPU L, que possui duas cépias de K e, portanto, 52 cépias de
H, com um vértice de ligacao coincidindo e uma das copias de K rotacionada em torno
desse vértice de forma que os vértices de ligacao diametralmente opostos estejam a
uma distancia 1 entre si e entre esses vértices acrescenta-se uma aresta.
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Uma analise sobre os numeros cromaticos de J e K nos leva a conclusao de que
se 0 numero cromatico de L € 4, entao ao menos uma de suas copias de H tem uma
tripla de vértices monocromatica.

A proxima etapa € a construgdo de um GPU M, cujas caracteristicas sdao que M
possui uma copia de H e que nao exista uma forma de colorir os vértices de M com
4 cores, nas condicdes deste contexto, em que sua cédpia de H admita uma tripla
monocromatica.

Finalmente, foi construido o GPU N com 52 copias de M arranjadas de forma que
seus H formassem L. Assim, se colorirmos as 52 cépias de M com 4 cores, entao
teremos um L cujas copias de H ndo admitem uma tripla de vértices monocromatica,
portanto N nao pode ser colorido com apenas 4 cores.

Um passo fundamental foi a construcao de M. Vale salientar, que na busca por
um M que satisfizesse as condigcdes necessarias, foi essencial a capacidade compu-
tacional de verificacao das propriedades, pois embora baseado no GPU de Moser,
a complexidade de M torna proibitiva a verificagao manual ou argumentativa. Deste
modo, estabelecemos como um segundo objetivo atualizar e desenvolver algoritmos
pertinentes a esse contexto.

Esse problema estava em aberto ha mais de 60 anos. Em geral, avancos cientificos
causam uma perturbacao da qual novos avangcos podem emergir. Por isto, nosso
proximo objetivo é pesquisar possibilidades de GPU mais simples com as proprieda-
des de M, como o préprio Aubrey D.N.J. de Grey propde em seu blog [4].
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Resumo:

A teoria dos sistemas dinamicos estuda processos iterativos nao estaveis, com es-
tados que mudam com o tempo. Esses sistemas possuem aplicagcdes em areas como
quimica, fisica, economia e biologia, entre outras. O objetivo deste trabalho € identi-
ficar aplicacoes da teoria de fungdes, vista no ensino médio, e do calculo diferencial,
na analise de sistemas dinamicos, bem como identificar aplicagdes dessa teoria em
areas associadas aos conteldos técnicos estudados no curso Técnico em Petrdleo e
Gas.

A partir de uma extensa revisao bibliografica sobre o calculo diferencial e o estudo
de alguns conceitos basicos de sistemas dinamicos (6rbita, ponto fixo, ponto/érbita
periodica, conjunto estavel, retrato de fase e classificagdo dos pontos fixos atratores
e repulsores), realizou-se o estudo de um primeiro exemplo, a saber, o famoso Mapa
Logistico

Fu(z) = pa(l = x), (1)

onde z € R e u > 0, que &€ um sistema dinamico discreto que foi proposto como
modelo para a dinamica populacional de insetos, estando = associado ao niumero de
individuos, e 1 a taxa de crescimento da populacgao.

Os primeiros calculos realizados foram para identificar os pontos fixos do Mapa,
conforme a variagao do parametro u. Independente do valor de x> 0, os Unicos
pontos fixos sdo 0 e p, = “7‘1 entretanto o comportamento das érbitas varia com p
(ver figura 1):

e 0 < p < 1= O ponto fixo 0 é atrator e p, é repulsor.
O conjunto estavel de 0 & W*(0) = (p,, F,; '(p,));

*Bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica para o Ensino Médio do CNPq.
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e 1 << 3= Oponto fixo 0 é repulsor e p, € atrator.
O conjunto estavel de p, € W*(p,) = (0,1);

e 1> 3 = Ambos os pontos fixos 0 e p, sao repulsores.

Paralelamente ao estudo algébrico foram contruidos os retratos de fase no software
Geogebra, que ajudaram a entender o comportamento dinamico das érbitas (ver figura

Figura 1: Pontos fixos Figura2: =2

bem como ensaios numéricos com programas de planilhas. Percebeu-se a partir dai
que, para u > 3 (caso em que ambos os pontos fixos sdo repulsores), surge uma 6Orbita
periddica atratora de periodo 2 (ver figura 3), cujos pontos peridédicos que a compode
sao dados pela expressao

Vir =2u—3+tu+1
xr = :

» @
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Figura 3: up=3,5 Figurad: p=4,1

Aumentando ainda mais o valor u foi possivel observar numericamente o apare-
cimento de 6rbitas de periodo 3 e 4, entretanto, por conta do alto grau do polinbmio
envolvido no calculo desses pontos periddicos, nao foi mais possivel obter expressoes
gerais para 0s mesmos e recorreu-se ao programa de computacao algébrica Maxima
a fim de se obter os valores dos pontos periddicos para valores especificos de p(ver
figura 4).

47



Desse modo, foi possivel observar como a complexidade da dinamica do modelo
aumenta, apesar de sua formula simples, levando ao caos, comportamento que fica
evidente ao se observar o diagrama de bifurcacoes completo.

Na sequéncia buscou-se aplicar a mesma teoria para o estudo do Modelo Brusse-
lator, que descreve uma reacao quimica trimolecular abstrata dada por A+ B — C'+ D.
Essa reagao ocorre em 4 etapas

AR x
2X +Y B 3x
B+Y ®ByicC
X X p,

(3)

em que os reagentes A e B formam os produtos C' e D, com a presenga dos elementos
intermediarios X e Y.

A dinamica das concentragoes dos elementos intermediarios pode ser descrita pe-
las equacoes, ja discretizadas:

f(z,y) = A+ 2%y — Bx
{ g(ZL‘jy):Bﬁ—(ILQ—l)y, (4)

onde z, y sdo as concentracoes adimensionalizadas dos metabdlitos da reacao e A,
B sao os parametros da reagao adimensionalizados.

flv,y) =2
9(z,y) =y
calculos necessarios para classificar o ponto fixo envolve conceitos de algebra linear
e fornecem que

, . . B
Resolvendo o sistema { obtém-se o ponto fixo (zg, o) = (B, A)' Os

e O ponto fixo (zg,yo) € atrator para B < A? + 1;

e O ponto fixo (zg,yo) € repulsor para B > A? + 1;

revelando uma bifurcagcao no comportamento do fenémeno.
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Resumo:

O objetivo deste trabalho é estudar teoremas de ponto fixo e suas aplicagcoes. Co-
mecemos com o seguinte algoritmo:
1. Escolha um numero arbitrario em radianos (pode ser tdo grande quanto vocé
queira).
2. Coloque-o em uma calculadora e calcule o seu cosseno.
3. Com a resposta obtida, refaga 2 sucessivamente.

Apos um certo numero de iteragoes, vocé percebera que o resultado mostrado pela
calculadora sera aproximadamente 0,7390851332, dependendo do nimero de vezes
gue voce teve a paciéncia de calcular. Como exemplo, vamos ver 0 que acontece se 0
valor inicial for 1234567890 rad. Na tabela a seguir, podemos ver o numero de vezes
que se calculou o cosseno do valor inicial e o respectivo valor obtido:

lteracao Valor obtido | lteracao Valor obtido
0 1234567890 | 11 0,731783706198571
1 -0,162831212199022 | 12 0,743983718047997
2 0,986772263641054 | 13 0,735776533167648
3 0,551385469143801 | 14 0,741309796623155
4 0,851799537042811 | 15 0,737584745506303
5 0,658630121073576 | 16 0,740094980144586
6 0,790831385852569 | 17 0,738404511435399
7 0,703254494809473 | 18 0,739543437008823
8 0,762741537366445 | 19 0,738776336657943
9 0,722944585280658 | 20 0,739293107049521
10 0,749860858252901 | 21 0,738945023555723

*Bolsista do Programa PET-Matemética.
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Achou coincidéncia? Tente de novo com outro nimero, garanto que a resposta se
aproximara do mesmo valor mencionado. Por que isso acontece? A resposta esta no
Teorema do Ponto Fixo de Banach, que é o objeto de estudo deste trabalho.

Apo6s compreender conceitos como métrica, espagos métricos, sequéncias, con-
vergéncia e funcoes, seremos capazes de demonstrar o teorema principal:

Teorema do Ponto Fixo de Banach: Considere (1, d) um espago métrico com-
pleto e uma contragao f : M — M. Entao f possui um unico ponto fixo.

Ao provar o teorema, obtemos um método iterativo para determinar o ponto fixo de
uma aplicacao que se encaixa nos moldes do teorema. Com isso, além de determinar
o ponto fixo de fungdes, conseguimos algumas aplica¢coes bem interessantes.

Podemos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para determinar zeros de
fungdes, estudando o Método de Newton sob a visdo do teorema; demonstrar o Teo-
rema de Picard, compressao de imagens e entender um pouco sobre o buscador do
Google.
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Resumo: A funcdo ¢ : R — R é empregada de forma ampla para a construcao de
funcoes de corte e é descrita pela regra

{e_l/xQ, x>0

¢(x) = 0. v <0

em decorréncia da sua continua derivabilidade em todos os reais e a forma como se
aproxima da fung¢ao nula quando = — 0.

Com inspiracao nessa funcao, cujo comportamento se justifica em parte pela composi¢ao
de uma exponencial dotada de uma assintota horizontal e uma fungao racional com
crescimento assintotico proximo a 0, foram imaginadas relagées funcionais alternati-
vas que, para elaboragao de uma familia de funcdes v, continuamente derivaveis tais
que, para qualquer real x, e dois fatores de proximidade 0 < r < s

e Y, (v)=1paratodo z < (xg —r,xo+ 1)
e Y, (r)=0paratodoz < xy—souz > xg+s

através da composicao da funcao sigméide o : R — R, onde

1
o(@) = 14e®
com uma segunda fungao racional com um comportamento de crescimento assintotico.
E entao demonstrado que tal funcdo composta pode, em virtude dos graus de liber-
dade propiciados pela funcao racional, herdar propriedades de o, 0 que as torna facil-
mente adaptaveis, por exemplo, para construgao de particdes da unidade.
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Resumo:

Neste trabalho serao discutidos alguns aspectos do retrato de fase de equagoes
diferenciais ordinarias (EDO) unidimensionais da forma z’ = f(z). Mostraremos que
EDOs desse tipo ndo possuem odrbitas periodicas, portanto os Unicos padrdes de tra-
jetérias possiveis para esse tipo de EDO sao: érbitas constantes, 6rbitas monoténicas
que se aproximam assintoticamente de um ponto de equilibrio ou érbitas que divergem
para +oo. Inicialmente serdo introduzidos conceitos basicos de sistemas dinamicos,
em seguida apresentaremos algumas demonstragdes da ndo existéncia de orbitas
periddicas.

Um sistema dinamico € constituido de equacdes diferenciais que descrevem a
evolugao do sistema no tempo continuo. O campo vetorial 2’ por x de um sistema des-
creve 0 comportamento da velocidade de uma particula, enquanto o retrato de fase
indica qual sera a evolugdo no tempo ¢ das trajetérias para diferentes pontos iniciais
xo. As EDOs nas quais o0 campo de velocidade nao depende do tempo sao chamadas
de autbnomas, e.g. ' = f(x). Sistemas ndo autbnomos sdo da forma =’ = f(x,t).

Na apresentagdo mostraremos que usando ferramentas simples de calculo | é
possivel provar o seguinte teorema:

Teorema 1. O sistema
7' = f(z),
onde f : I C R — R, ndo possui Orbitas periodicas.
Uma outra maneira de abordar as oOrbitas das particulas do sistema dinamico ' =

f(z) é por meio da ideia de energia potencial. Definimos o potencial como uma fun¢éo
V(z) tal que f(z) = —9%, com o sinal negativo indicando que a tendéncia da particula

*Bolsista do Programa de Iniciacao Cientifica e Mestrado - PICME.
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€ de sempre ir para a regiao de menor potencial. Por meio dessa teoria obtemos uma
outra prova para o Teorema 1.

E facil ver que é impossivel que um sistema 2/ = f(z) apresente orbitas fechadas
se 0 seu potencial € sempre negativo, ja que para tempos distintos, t; e t,, a igualdade
x(t1) = x(t2) SO seria possivel se a fungao potencial V' (x(t)) fosse crescente em algum
momento.

Sob determinadas hip6teses é possivel generalizar o Teorema 1 para dimensoes
mais altas.

Teorema 2. Seja o sistema gradiente
X' = -VV(X),

onde X = (x1,...,x,) e V(X) é uma fungao diferenciavel. Entdo esse sistema ndo
possui Orbitas periddicas.

Todos os campos vetoriais unidimensionais representados por fungdes integraveis
sao sistemas gradientes. Contudo, os sistemas dinamicos de maior dimensao em sua
maioria ndo sao desse tipo. Assim a identificacao de um sistema gradiente é util para
mostrar que 0 mesmo nao possui Orbitas fechadas.

No nosso trabalho mostramos como o potencial do sistema 2’ = f(x) se relaciona
com os pontos de equilibrio =z, da EDO (pontos nos quais f(xy) = 0). Os pontos de
equilibrio sao classificados como estaveis ou instaveis. Intuitivamente dizemos que
um ponto x, é estavel se para todo b suficientemente préximo de z, a solugdo da EDO
¥ = f(x), z(0) = b, é atraida para z,. De forma analoga, z, é dito instavel se para
todo b suficientemente préximo de z a solugao desta EDO se afasta de .

Uma das maneiras para avaliar a estabilidade de um ponto de equilibrio é perturbar
o sistema e determinar se essa perturbacao cresce ou decresce. Porém, se conhe-
cermos o potencial V(x) do sistema 2’ = f(z), basta analisar o grafico de V(x) para
obtermos a classificacao dos pontos de equilibrio. A funcao potencial possui picos nos
pontos de equilibrio instaveis e vales nos pontos de equilibrio estaveis.

A referéncia principal para esse trabalho é o livro de Strogatz [1], 0 qual apresenta
a teoria de sistemas dinamicos de forma introdutéria e com diversos exemplos de
aplicagoes em problemas do mundo real.

Referéncias:
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Resumo:

O Método dos Elementos Finitos (FEM)' tem sido amplamente utilizado em mui-
tas areas da matematica ou mesmo na engenharia por sua relativa simplicidade de
implementacao e por suas boas taxas de convergéncia. Apresenta uma rica e ele-
gante teoria matematica que o fundamenta e que pode ser explorada em diferentes
niveis, e suas aplicacoes se destacam, principalmente, no tratamento de sistemas de
equacoes diferenciais parciais® que se fazem presentes em diversas areas como a
modelagem de fendbmenos fisico-quimicos, por exemplo.

Obter a solugao analitica de uma EDP para uma aplicagao real pode ser, em geral,
um arduo problema e muitas das vezes impossivel. Para contornar este problema,
mune-se do uso de métodos computacionais a fim de se ter uma forma de abordar
essa classe de problemas. Por este motivo, utilizar métodos numéricos, quando im-
plementados corretamente, podem fornecer boas aproximagoes.

Desta forma, o FEM ¢é utilizado no tratamento de problemas de valores de con-
torno tendo como base o método de Galerkin, isto é, formulagao fraca do problema.
Assim, exige-se menor regularidade das funcdes e por este motivo o método € bas-
tante flexivel para solugoes de equacoes diferenciais demasiada complicadas. Por fim,
sera utilizado o Lema de Céa para analise de erro e convergéncia deste método. E
com estas ferramentas sera abordado o problema de Poisson.

Em matematica, a equacao de Poisson é uma EDP do tipo eliptica. Surge, por
exemplo, no deslocamento vertical da solugao « no ponto (z,y) de uma membrana
tensionada 2 presa a borda 002 e submetida a uma densidade de forca vertical e

! Finite Element Method, do inglés.
2Daqui por diante, chamadas apenas de EDP.
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proporcional a f(x,y). Desta forma, impondo a area da membrana sem torgao, isto
é, onde ela esta presa como o conjunto 2 = (0,1) x (0,1) e a densidade de forga
satisfaca a condicao em que valha zero na fronteira, o problema a ser resolvido é:

Encontrar u € C?(2) N C(Q) tal que:

Au(z,y) = —f(z,y) V(z,y) €Q (1)
u(z,y) =0 V(z,y) € 0N

E uma generalizacéo da equacéo de Laplace, que também é frequentemente vista
na fisica. A equagado recebeu o nome do matematico, gedmetra e fisico francés
Siméon Denis Poisson.
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Resumo:

Durante a elaboragao deste trabalho foi estudado o Método de Separacdo de
Variaveis, aqui aplicado especificamente para obter a solugcdo da equacao do ca-
lor em uma e em duas dimensdes. Os exemplos apresentados ilustram a eficiéncia
do método, aplicavel em uma grande variedade de casos, desde que respeitadas as
restricoes presentes na literatura.

1 Introducao

O objetivo deste trabalho € destacar um método classico de resolugao de equagoes
diferenciais parciais, conhecido como Método de Separacao de Variaveis. Ele con-
siste basicamente em substituir uma equacao diferencial parcial a resolver por um
sistema de equacdes diferenciais ordinarias, que devem ser resolvidas satisfazendo
as condigoes de contorno e/ou condigdes iniciais dadas. Para ilustrar a aplicagao
deste método, mostraremos a busca pela solu¢do da equacao do calor, uma das trés
equacoes de 22 ordem fundamentais, cujo entendimento é essencial para compreen-
der a solucao de outras equacgdes parabdlicas mais complexas.

2 O problema de contorno para a conducao do calor

O estudo matematico da conducao de calor comecou em torno de 1800, e continua
a ser um atrativo campo de estudos. Vamos considerar, no primeiro exemplo, um
problema de conducao de calor em uma barra finita de seg¢ao reta uniforme, feita
com material homogéneo, com as laterais perfeitamente isoladas, onde o fenémeno
fisico de transmissao do calor pode facilmente ser compreendido como ocorrendo

*Bolsista do Programa PICME.
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em apenas uma dimensao. No segundo exemplo, vamos considerar o fenébmeno de
difusdo do calor em uma placa retangular, também com suas superficies isoladas, e
sem troca de calor pelas bordas da placa.

2.1 Conducao do calor em 1 dimensao

Nesta etapa sera analisado o problema da condugao do calor em uma barra unidi-
mensional finita, descrito por

U = CUyy, 0 <z <L, t>0, (1)
com condi¢oes de contorno e condigdes iniciais dadas por

{ u(0,t) = 0; u(L,t) = 0; (2)
u(z,0) = f(z), VO <z < L.

Para utilizar o Método da Separacao de Variaveis, admite-se que a solucao seja
da forma u(x,t) = X (x)T'(t). Assim, fazendo as deriva¢des na solugéo adotada e as
substituindo em (1), obtém-se o seguinte sistema de EDOs:

X7(z) — AX(z) = 0:
{ T/() — A2T(t) = 0. 3)

Ao considerarmos A\ < 0, obtém-se, respectivamente, as seguintes solugdes:

X(x) = clcos(\/Nx) + CQSen(\/mx) e T(t)=e"".

Ao aplicarmos as condi¢oes de contorno e a condicao inicial do problema, chegamos
a solucao

u(z,t) = chetsen (T) , validapara O<z<L, e t>0,
n=0

2 9 L
A = <7T£L> e ¢, = f/ f(z)sen (sz) dx.
0

2.2 Conducao do calor em 2 dimensoes

Nesta etapa sera analisado o problema da conducao do calor em uma placa retan-
gular finita, descrito por

onde

U = Uy + Uyy), T € (0,a), y € (0,b), t >0, (4)
com condicoes de contorno e condigoes iniciais dadas por

{ uw(0,y,t) = u(a,y,t) = u(x,0,t) = u(z,b,t) = 0;
u(z,y,0) = f(z,y), V(z,y) € (0,a) x (0,b).

Admite-se que a solugdo € da forma u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t). Contudo, inicial-
mente adota-se a solugdo com a forma u(z,y,t) = G(x,y)T'(t) e, assim, ao fazer as
derivacdes e as substituir em (4), obtém-se o seguinte sistema:

{ Gaa(@,y) + Gyy(z,y) — AG(2,y) = 0; (6)
T'(t) — \*T(t) = 0.

(9)



Assumindo A < 0, ao utilizar novamente o Método de Separacao de Variaveis na
primeira equacao de (6), com G(x,y) = X (x)Y (y), obtemos o sistema:

{ X"(x) — kX (z)=0, comA< k<D0, (7)
Y'(y)+ BY (y) =0, com = (A—k).

As solugdes para as equagdes em X (z), Y(y) e T(t) sdo, respectivamente:

X(x) = hlcos(\/mgv> + hgsen(\/mx);
Y(y) = hs;fOS(My) + hasen(y/|Bly); e

T(t) =

Aplicando as condigdes de contorno e a condigao inicial do problema, e o método das
séries de Fourier, chegamos a solucao

w(z,y,t) = Y. e rlhy, ,sen (mm) sen (m;ry) , ¥V (z,y) € (0,a) x (0,b) e t >0,
a

m,n=0

onde

2 2 4 a b
A = € (mr) + (m) € hmn= —/ / f(z,y)sen (mm:) sen <m7ry) dydzx.
’ a b ’ ab Jo Jo a b

3 Conclusao

Assim como ilustrado neste trabalho, o Método de Separacao de Variaveis pode
ser empregado em diferentes problemas, obtendo na maioria das vezes um resultado
satisfatorio, desde que uma das principais restricdes do método seja respeitada: a
geometria do dominio deve comportar a separacao de variaveis de forma natural.

No primeiro caso apresentado neste trabalho, o método foi empregado para se re-
solver uma equacao em apenas uma dimensao, € no segundo caso, 0 mesmo método
foi empregado para resolver a mesma equacdo, mas em duas dimensdes. E facil
constatar que a resolucao da equagao em duas dimensdes demanda mais trabalho
do que em uma dimensao. O aumento do trabalho na busca da solugao também
ocorre quando se trabalha com condicdes de contorno nao homogéneas ou com mais
termos na equacao da qual se busca o resultado.
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Resumo:

O conceito de transcendéncia na matematica é discutido desde o século XVIII, com
Euler e Leibniz [1]. Mas o termo numero transcendental ndo era utilizado: Euler referia-
se a operagbes como a soma, multiplicagdo, subtracdo e divisdo como sendo
algébricas, e fungdes como seno, cosseno e logaritmo como transcendentais. A teoria
de numeros transcendentais foi originada por Liouville em 1844, em que numeros
transcendentes sao definidos como aqueles que nao satisfazem nenhuma equagao
algébrica com coeficientes inteiros [2]. Liouville também deu o primeiro exemplo de
numero transcendental, a constante de Liouville:

oo

a= Z 107% = 0,110001000000000000000001000 ...
k=1

Euler ja havia provado a irracionalidade de e em 1744, e Liouville mostrou que e e e?
s3o irracionais e ndo podem ser irracionais quadraticos’, mas apenas em 1873 foi
provado por Hermite que e é transcendental. Generalizando os métodos utilizados por
Hermite, Lindemann demonstrou entdo, em 1882, a transcendéncia do numero T, no
seu artigo “Uber die Zahl t” (Sobre o numero Pi) [3], e consequentemente resolveu o
antigo problema da Quadratura do Circulo®. Essas provas classicas foram
posteriormente revisitadas e simplificadas por outros matematicos, como Hilbert em
1893 [4]. Com a introdugdo do conceito de enumerabilidade?, introduzido por Cantor
em 1874, segue que existem mais numeros transcendentais que algébricos, visto que
0s numeros algébricos sdo enumeraveis, e os numeros transcendentais n&o o sao.

Nesse trabalho, sera exemplificada a prova da transcendéncia do niumero Tt como

mostrada por Niven em 1939, em que se parte da suposi¢cao de que Tt € um numero
algébrico, e mostra-se que isso leva a uma contradi¢ao [5].

! Ntimeros irracionais que sdo raizes de uma equagdo quadratica com coeficientes racionais.
2 Seria possivel, apenas com compasso e régua, construir um quadrado com a 4rea igual a de um circulo dado?
3 Um conjunto infinito é considerado enumeréavel quando hd uma bije¢do com o conjunto dos nimeros naturais.
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Resumo:
Neste trabalho estudamos a resolubilidade global da seguinte classe de operado-
res diferencias parciais lineares de primeira ordem

0 0
L=—+(a+18)—, ao,BelR
5r T @By, af
Buscando solugbes periodicas para Lu = f, usamos como ferramenta principal a
série de Fourier para caracterizar as funcoes suaves periddicas através do decaimento
dos seus coeficientes de Fourier.
Se f € uma fungao 27-periodica e suave, para que exista uma solugao da equagao

Lu = f, € necesséario que o coeficiente de Fourier f(0,0) seja nulo. Dessa forma
consideramos apenas fungdes f definidas no seguinte conjunto

E={f € C3(R%): J(0,0) = 0}.

Definicao 1 Dizemos que o operador L é globalmente resoltivel em R? se, dada uma
fungéo f € E, existe uma fungdo suave periodica u(x,y) tal que Lu = f.

A aproximagao de numeros reais por numeros irracionais € uma importante fer-
ramenta que aparece naturalmente em nossos resultados. Nesse sentido, uma das
principais classes de numeros irracionais que estudamos é a dos numeros de Liou-
ville, os quais sao definidos da seguinte forma.

Definicao 2 Um nudmero irracional « € chamado de nimero de Liouville se, para todo
N > 0, existem infinitos racionais p/q que satisfazem a desigualdade
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Um resultado interessante dessa classe de nimeros é que todo nimero de Liouville
é transcendente.

O teorema principal do trabalho apresenta uma caracterizagcao completa da reso-
lubilidade global para a classe de operadores definida previamente.

Teorema 3 O operador diferencial parcial linear

0 0
L—%—l—(a—ﬂﬁ)a—y, a, b €R,

é globalmente resoluvel se, e somente se, vale uma das seguintes condicées:
1. B#0;
2. 0=0€eacQ
3. B=0ea¢ Q énao-Liouville.

Como consequéncia desse teorema, o operador L é globalmente resoluvel quando
a € um nuamero algébrico.
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Resumo:
Estudamos a equacao de ondas com coeficientes constantes:

Uy — CPU = 0

€ a equacao de onda com um termo dissipativo provocada pelo atrito,
representado por u,:

U — CPUgx + U, = 0.

Ambos modelos unidimensionais com condi¢cdes de contorno de Dirichlet.

O método de resolucdo desses problemas é chamado de método de
Fourier, que consiste em duas etapas. Primeiramente utiliza-se o método de
separacao de variaveis para obter problemas de autovalor para equacgdes
diferenciais ordinarias, que estdo relacionadas com as equacgdes diferenciais
parciais em estudo. Nessa parte, obtém-se um conjunto de solugbes da equagao
diferencial parcial que satisfaz uma parcela das condicdes de contorno. Na
segunda parte, utilizamos essas solugbes para compor a solugao geral do
problema, de maneira em que os termos sao produtos dessas solucbes por
coeficientes devidamente escolhidos, parte esta chamada de Analise de Fourier.

Nossa énfase € a analise da energia das solugdes destas equagdes.
Mostramos que a energia da solugado da equagao da onda € constante e que
quando a equagao da onda possui um termo dissipativo, essa energia decai
exponencialmente no tempo.
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Resumo: De modo geral é Util trabalhar com variaveis independentes, trabalhando
com o menor nimero de variaveis para dado problema. Em alguns casos como na
equacao z° + y? + 22 = —8,1- 1078, é facil escrever x em fungéo de y e z. Porém no
sistema
yz +y2? +ay + 2?32 =0
{zyx + Pt + 2y 4+ ay2? =0,
ja nao é tao facil.

De modo que se torna util ter algum meio de saber de antemao se € possivel ou
nao escrever alguma das variaveis em fungao de outras, em uma regiao. Por isso,
este trabalho se voltou a estudar o Teorema da Func¢ao Implicita, que pode ser usado
para resolver o problema.

Teorema 1 (Teorema da Funcao Implicita - TFl) Se f : R* x R™ — R™ uma fungao
de C'. Suponha f(xg,y0) =0 e

£ 0.

det [gi(ﬂfoy Yo)

Entao existe aberto Q) C R¥ e v : Q — R™ fungao de classe C"* tais que
a) ro € Q e v(x,) = Yo;
b) f(xz,p(x)) =0,V €.

Além disso, o TFI pode ser estendido para espacos de Banach em vez de espacgos
euclidianos. Porém antes de enuncia-lo definiremos a derivada de uma fungao entre
espacos vetoriais normados e também o conceito de derivadas parciais em espagos
vetoriais normados.

*Bolsista do Programa de Iniciagao Cientifica e Mestrado (PICME).
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Definicao 1 (Derivada) Para X,Y espacos vetoriais normados e A C X um aberto,
dizemos que uma aplicagdo f : A — Y é diferenciavel em z, € A se existe uma
aplicagéo linear e continua, denotada por f'(xz.) : X — Y, que sera chamada a deri-
vada (ou derivada de Fréchet) de f em x., tal que

o e 1) = (20) = )Wl

=0.
0 TAlx

Nesta defini¢ao, f’'(z,)(h) denota o valor da aplicacao linear f'(x,) aplicada no vetor
h pertencente a X, e assim, f'(z,)(h) pertence a Y.

Apresentaremos um exemplo bem simples desse conceito. Sejam f : X — Y
uma fungdo linear continua e X,Y espagos vetorias normados. Entdo f(z, + h) =
f(xo) + f(h). Se considerarmos f'(x,)(h) = f(h), entdo a identidade

o I+ 1) = () = f (@) (B)ly

h=0 [1Allx

=0,

fica satisfeita para todo h € X, 0 que nos leva a concluir, pela unicidade da derivada,
que f é diferenciavel em z, e f'(x,) = f. Ou seja, a derivada de uma transformagao
linear continua € a propria transformacgao.

Definicao 2 (Derivada Parcial) Sejam X,Y, 7 espacos vetoriais normados e A um
conjunto aberto de X x Y. Seja

fi ACXxY — Z
(z, ) — f(z,y).

Seja (x.,y.) pertencentea A e A, = {x € X|(z,y,) € A}. Como A é aberto entédo A,,
é aberto (em X ). Seja

F: A, CcX — A
Z — F(:L’):f(a:,yo)

Se F é diferenciavel em x, entdo F'(x,) : X — Z € uma aplicag4o linear e continua
chamada derivada parcial em f em (x.,y,) em relagdo a variavel x, denotada por

0
O (o)

Podendo agora enunciar o Teorema da Funcao Implicita em espacos de Banach.

Teorema 2 (Teorema da Funcao Implicita em espacos de Banach) SejamE, Fe
G espacos vetoriais normados e assuma F um espaco de Banach. Sejam ) C E x F
aberto e f : Q0 — G uma funcgao tal que

a) [ é continua;

b) para todo (z,y) € €, gjyc(x, y) existe e € continua em Q;
of

¢) fla,b)=0eT = 8—(a, b) é invertivel e tem inversa continua.
Yy
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Entao, existem vizinhancas U de a e V' de b e uma fungao continua ¢ : U — V tal que
¢(a) = b e as unicas solugbes em U x V da equagéo f(z,y) = 0 sdo da forma (x, ¢(x)).
Alem disso, se f é diferenciavel em (a,b), entdo ¢ é diferenciavel em a e

of ' lof
S| S

o) =~ 5han

Entre outras aplicacoes, esse teorema pode ser usado para demonstrar o Teorema
da Funcao Inversa, e o Método dos Multiplicadores de Lagrange, enunciado abaixo.

Teorema 3 (Método dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam f, g : R" — R fungbes
declasse C' e S = {x € R: g(z) = 0}. Supponha z, € S tal que

9'(x.) #0 e f(xo) = min{f(z);z € S}.

Entdo f'(x.) e ¢'(x,) S4o linearmente dependentes, isto é, existe (multiplicador de La-
grange) A € R tal que V f(z,) = AVg(z,).

Que por sua vez é utilizado em demonstragdes, como por exemplo o da desigual-
dade de Young, enunciada abaixo.

Desigualdade 1 (Young) Sejamp e q taisque 1 < p,g < +c0 e1/p+ 1/q = 1. Entéo,
para todos z,y € R, vale a desigualdade
P [yl?

vy < — 4+ —-.
P q
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Resumo:

O Teorema da Fungéao Inversa é um dos principais resultados da Analise. En-
tre suas aplicacoes, citamos o Teorema da Funcao Implicita, o Teorema Fundamen-
tal da Algebra, a Forma Local de Submersdes, a continuidade C* da inversdo de
aplicacdes lineares e o Método das Caracteristicas para resolugao de EDPs de pri-
meira ordem, o qual sera tratado neste trabalho. A demonstracao deste teorema é
feita com a utilizacao dos métodos da Analise Matematica em R" e, para sua extensao
a0s espacos vetoriais normados, utiliza-se também métodos da Analise Funcional.

O enunciado do Teorema da Fungao Inversa em R™ € como segue:

Teorema 1 (Teorema da Funcao Inversa) Seja () C R" aberto e f : Q2 — R" fungdo
de classe C' tal que J;(zo) # 0. Entdo existe 6, > 0 tal que

a) f éinjetoraemU = Bs,(xo);
b) V = f(U) é aberto;
c) f1:V = Uédeclasse C' e [(f~) (f(x0))] = [f'(z0)] .

Para demonstra-lo, sdo necessarias quatro etapas, as quais estao descritas abaixo:
Etapa 1: Para mostrar que existe ¢, > 0 tal que f é injetora em By, (z¢), demonstrar
que f(z + h) # f(x) se § é suficientemente pequeno.

Etapa 2: Em seguida, mostrar que existe ¢, > 0 tal que f(Bs,(z0)) é aberto.

Etapa 3: Tomando U = Bs,(xg) € V = f(U), provar entdo que f~' : V — U é dife-
renciavel.

Etapa 4: Verificar por fim, que f~!: V — U é de classe C'.

*Bolsista do Programa de Iniciagao Cientifica e Mestrado PICME.
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Como um exemplo de aplicacao, o teorema da fungao inversa garante a validade
da mudanca de coordenadas no Método das Caracteristicas. Ele consiste no ponto-
chave desse método, pois com uma mudanca apropriada de coordenadas, podemos
trocar o problema de resolver uma equacao diferencial parcial de primeira ordem pela
resolucdo de um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias. O método das carac-
teristicas € utilizado para a solugcao do seguinte

Problema: Seja v uma curva de R? parametrizada por v : I — €, onde I é um
intervalo de R e © um aberto de R?. Sejam a, b, c: 2 — R fungdes dadas. Determinar
uma funcao ¢(x,y) solugdo da equagao

0 0
e, ) g, + W) 5 = cloy),

cujos valores sobre a curva y sdo prescritos, isto é, p(v(£)) = wo(&) onde ¢y : I — R é
uma fungao dada.

Por outro lado, pode-se estender o teorema da Funcao Inversa a espacos de Ba-
nach de dimens&o infinita. Para isso substituimos a condigdo “J(xy) # 0” por “f'(xo)
invertivel”, mas antes vejamos a definicao de derivada num contexto mais geral.

Definicao (Derivada) Para X, W espagos vetoriais normados e U C X aberto, dize-
mos que uma aplicagao f : U — W é diferenciavel em x, € U se existe uma aplicagao
linear e continua, denotada por f'(z) : X — W que sera chamada a derivada de f

em x,, tal que
i @) = F(0) = /(o) (@ = o)l
= [+ — o] x

=0.

Nesta definicao, f'(xo)(z — zo) denota o valor da aplicac¢ao linear f'(x,) aplicada no
vetor (z — ) partencente a X e assim f'(zy)(x — zo) pertence a W.

Exemplo Consideremos f : (0,1) — R dada por f(z) = x*. Entao, se z, pertence
ao intervalo (0, 1), sabemos do Calculo 1 que f'(z,) = 3x2 é uma aplicacéo linear de
R em R. Vamos verificar se a definicdo de derivada é satisteita para =, = 3, donde
f'(3) = 2, ou seja, a transformagao linear e continua f'(zy) = T emque T : R — R,
T(z) = 3. De fato,

= lim

oo @) = F3) = P = Dllw

z—1 HJI—%HX z—1 ’JJ—

2

3 1 3z 3 3 3z 1 1 9 = 1
8 4T3 -3 T2 r—3s) X"+ 35— 3
T35 |ZE 2| T3 |l’ 2| T3 |ZL’ 2|
1 2 T 1
r—sllrr+5—3 1
a1 |z — 35 1 9

Teorema 2 (Extensdo do Teorema da Funcao Inversa para Espacos de Banach) Seja
W um espacgo de Banach, Q2 c W aberto e f : Q — W fung¢ao de classe C' tal que
f'(zo) € invertivel. Entdo existe U C 2 uma vizinhanga aberta de x, tal que

a) V=f(U)eabertoemW;
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b) f:U — V é difeomorfismo de classe C'.
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Resumo:

Iremos considerar o problema da conducao do calor em uma barra feita de ma-
terial homogéneo e com os lados perfeitamente isolados, de comprimento L, com as
extremidades mantidas a uma temperatuda de zero grau e supondo que a espessura
da barra seja tdo pequena que a temperatura u é constante em qualquer segao reta
desta barra. Este problema & modelado pela seguinte equacgao diferencial parcial

U(I70):f(x>, 0§:L’§L7 (1)
w(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0,

onde a? € uma constantante chamada de difusibilidade térmica que depende somente
do material da barra. Devido as caracteristicas do dominio da funcao «, o0 método
de separacao de variaveis pode ser usado para se obter uma solugao deste pro-
blema. Este método consiste em supor que a solucao u(z,t) pode ser escrita como
u(z,t) = X (x)T(t), sendo que = representa a variavel espacial e t representa a variavel
temporal. Com esta hipétese, é possivel mostrar que as fungdes X e T devem satis-
fazer as seguintes equacoes diferenciais ordinarias

{ Pug, =u,, 0<zxz<L, t>0,

{X”(:U) + A X (z) =0, @)
T'(t) + &*N\T'(t) = 0.

Usando as solucoes destas EDO’s juntamente com as condicdes de fronteira do
problema do calor (1), podemos verificar que uma fungao candidata a solugdo do
problema (1) sera da forma

u(z,t) =>" cne’”%zazt/ﬂsen?. (3)
n=1

*Voluntario do Programa PET-Matematica

71



Por causa da condicao inicial de temperatura em (1), a funcao u sera solugao do
problema da conducao do calor somente se a fungao f puder ser escrita como

u(z,0) =Y cnsen? = f(x). (4)
n=1
Desta forma, precisamos escolher os coeficientes ¢, tais que a série de fungdes
de senos nesta igualdade, de fato convirja para a distribuicao inicial de temperatura f
dada em (1).
Esta representagdo acima é chamada de série de Fourier. De modo mais geral,
sempre que tivermos a representagao de uma fungao f na forma

o
f(z) = % + nz_:l(ancosnzx + bnsen?),
dizemos que estamos escrevendo a funcao em série de Fourier.

Porém, nem toda funcao possui representacao em série de Fourier. Ou seja, preci-
samos saber quais sao as condi¢gées necessarias para que dada uma Série de Fourier
ela seja convergente (de preferéncia convergéncia uniforme). Além disso, dada uma
funcdo f como fazemos pra escolher os coeficientes a,, € b, de tal forma que a série
de Fourier convirja para a funcao f?

Para responder essas questdes, precisamos usar resultados classicos de Analise
Matematica como: critérios de convergéncia uniforme de séries de fungoes, formulas
de integragdes, identidade de Parseval, dentre outros. Com isso, conseguimos critérios
para sabermos quando vale a igualdade (4) e desta igualdade checamos que (3) real-
mente é solucao de (1).
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Resumo:

Um problema recorrente na computagao grafica € como aproximar uma curva dada,
isto €, obter uma curva que aproxime a curva original e que o computador possa inter-
pretar. No caso linear o problema é relativamente facil, mas, em geral, pode ser uma
tarefa dificil. A ideia entdo € construir uma curva paramétrica que seja manipulavel,
qgue tenha uma expressao simples de interpretar e que nos dé mais liberdade de con-
trole. Através de um modo intuitivo e algoritmico € que desenvolvemos as chamadas
"Curvas de Bézier”.

C.‘lF'1

& a HE'CJ3

Figura 1: Exemplo de Curva de Bézier

As Curvas de Bézier foram desenvolvidadas independentemente na década de 60
por Paul de Casteljau e Pierre Bézier, ambos trabalhavam na industria automobilistica
e buscavam solugdes para desenvolver modelos de automdéveis com uma melhor aero-
dinamica e com um design refinado para carros. Apesar da importante contribuicao de
Casteljau, as curvas levam o nome de Bézier pois ele publicou os resultados primeiro.

O Algoritmo de Casteljau € um método recursivo para se gerar uma Curva de
Bézier. Esse algoritmo nos permite também subdividir a curva de Bézier em par-
tes recebendo um parametro qualquer. Apesar de simples e aparentar ser um algo-
ritmo lento, mostra-se numericamente estavel e € amplamente utilizado com algumas
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modificacdes robustas. A expressao algébrica de uma curva de Bézier pode ser cal-
culada a partir de Polindbmios da Base de Bernstein. Os Polinbmios de Bernstein
surgiram como uma alternativa de demonstracdo do Teorema de Stone-Weierstrass.
Foge do escopo deste trabalho a demonstragao deste Teorema. Utilizaremos os po-
linbmios de Bernstein para visualizar certas propriedades das Curvas de Bézier, em
especial a sua construcgao.

Sendo assim, a principal vantagem de se implementar uma Curva de Bézier ao
invés de uma outra técnica de interpolacao ou aproximacao em CAD (Computer Aid
Design) € que sua descricao matematica é simples, intuitiva, e também, por poder ser
utilizada para representar qualquer forma. Atualmente, tais curvas sao amplamente
utilizadas na area de Design para o desenvolvimento de fontes, carros, produtos e em
particular, na industria de animagao 2D e 3D.

O objetivo deste trabalho é apresentar historicamente como surgiram as curvas de
Bézier e analisar de modo geral a sua construcao, aplicacao e suas relacbes com os
Polinbmios de Bernstein.
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Resumo:

Uma fotografia pode ser representada por uma matriz A,,x,, onde cada elemento
da matriz corresponde ao nivel de cinza do pixel correspondente na fotografia.

O nivel de cinza de um pixel, em geral, tem valor muito préximo aos niveis das
células vizinhas, logo, é possivel reduzir a quantidade de armazenamento necessario
da fotografia utilizando a Decomposi¢ao em Valores Singulares (SVD).

A decomposicdo em valores singulares A = UXV7T pode ser representada pela
expansao do produto exterior:

T T T
A =ojuyvy +oougvy + ... +o,u, v,

Os valores singulares da matriz A, em geral, sdo pequenos, o que permite que A
possa ser aproximada por uma matriz de posto menor. Esta aproximagao da matriz A
é realizada truncando esta expansao apds 0s k primeiros termos.

T T T
Ay = o1uyvy + 09Uy + ...+ opu vy

O valor de k é escolhido de forma que a imagem correspondente a A, seja muito
proxima a imagem original e k seja significativamente menor que n.

Neste trabalho, foi realizado um estudo das propriedades matematicas da Decom-
posicao em Valores Singulares, assim como a analise do menor posto das matrizes
Ayg, de modo que a imagem correspondente tenha praticamente a mesma qualidade
da imagem original.

Segue exemplo de uma imagem com dimensoes 1600X1059 pixels e as imagens
com postos k£ relativamente menores que n .

*Bolsista/PET-Matematica
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Figura 3: Posto 100 Figura 4: Posto 25

Referéncias

[1] Leon, Steven J. Algebra Linear com Aplicacées, Rio de Janeiro: LTC, 2014.;

77



A Equacao de Duffing:
Uma Introducao as Vibracoes Nao Lineares

Raquel Ayumi Aita *
Graduanda em Engenharia Civil - UFPR

rq.aita@gmail.com

Profa. Dra. Ana Gabriela Martinez (Orientadora)
Departamento de Matematica - UFPR
ag.anagabriela@gmail.com

Palavras-chave: equacoes diferenciais, vibragdes nao lineares, métodos de perturbagao.

Resumo:

Existe uma grande quantidade de fendmenos fisicos e problemas na Engenharia
que podem ser modelados matematicamente através de equagdes diferenciais nao
lineares. A nao linearidade presente nas equacoes pode ser causada pela geometria
do problema ou pelas caracteristicas dos materiais do sistema estudado. E de grande
importancia prever a resposta dinamica de um sistema pois neste caso a introducao de
técnicas de controle permite evitar possiveis desgastes nos mecanismos e até danos
severos nas estruturas envolvidas.

Poder contar com métodos que fornegam solugdes analiticas exatas para este tipo
de equacdes é sempre desejavel. Porém, a nao linearidade do problema dificulta
esta tarefa. Nestas situagcdes em que a solugcao exata para o problema pode nao
estar disponivel, é fundamental dispor de ferramentas que permitam compreender o
comportamento qualitativo do sistema. A obtencao de solugdes aproximadas, tanto
analiticas quanto numéricas também é de grande interesse.

Uma questao central nas aplicagdes € a dependéncia das solugdes em fungao das
condicdes iniciais do problema, devido principalmente ao fato de que essas informacgoes,
em geral, nao sao suficientemente precisas. Em sistemas nao lineares pequenas
perturbacdes nos dados de entrada podem produzir diferencas substanciais no com-
portamento futuro. A nocao de estabilidade surge para dar respostas a esse tipo de
problemas.

Neste trabalho consideramos o estudo das vibragcoes mecanicas nao lineares na
rigidez, especificamente com rigidez clbica e sujeitas a uma excitacao periodica. O
modelo matematico resultante é dado por uma equacao diferencial de segunda ordem
nao linear,

i+ ct + kx + kypa® = F cos(wt),

*Bolsista do PICME.
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onde as constantes ¢, k e ky; correspondem aos coeficientes de amortecimento, ri-
gidez linear e rigidez nao linear, respectivamente. Ja F' e w denotam a amplitude e
a frequéncia da forca de excitacao externa do sistema. Esta equacado é um problema
classico da dinamica nao linear e € chamada de equacio de Duffing.

Para o caso de vibragdes livres de agdes externas, € analisado o comportamento
qualitativo das solugdes de equilibrio. Para isto, a equacao diferencial de segunda
ordem € reescrita como um sistema de duas equacdes diferenciais de primeira ordem:

T =y,
= —cy — kx — knpa®.

A estabilidade local dos sistemas de equacdes nao lineares pode ser estudada, sob
certas hipdteses, através da analise da estabilidade na origem de uma linearizacao do
sistema nao linear. A nao linearidade pode gerar a presenca de multiplos pontos de
equilibrio isolados. Neste caso a matriz Jacobiana do sistema € avaliada em cada um
destes pontos. O estudo da estabilidade da origem no novo sistema linearizado, cuja
matriz € a matriz jacobiana do sistema nao linear, permite determinar a estabilidade
do sistema original no equilibrio.

Um outro aspecto a ser abordado é o estudo das propriedades das solugoes
analiticas aproximadas da equacao de Duffing. Estas solugbes aproximadas sao obti-
das através dos chamados métodos de Perturbagao. Entre os métodos de perturbagao
mais usados encontram-se o método dos Balancos Harmonicos e o método da Média
(Averaging Method). No método da média, a equacao diferencial exata nao linear
& = ef(t,x,e), com e << 1, [ periddica no tempo e de periodo T, € substituida

T
por uma nova equacgao aproximada, iy = ¢f(y) onde f = 7{/0 f(y,t,0) dt. Uma teoria
robusta do método garante que, sob certas hipoteses, é possivel inferir a dinamica do
sistema original a partir da dinamica do sistema promediado.

No presente trabalho foi aplicado o método da Média na equagao de Duffing.
Procuraram-se solugoes periodicas para este problema. O método fornece uma relagao
funcional entre a amplitude e a frequéncia da resposta. Esta dependéncia, ausente
guando a rigidez € apenas uma funcgao linear do deslocamento, pée em evidéncia
a complexidade do problema. Estas caracteristicas da resposta do problema das
vibragbes mecanicas com rigidez cubica foram contrastadas com as respostas das
vibragoes lineares.
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Resumo:

O uso de tensores (ou matrizes d-dimencionais) tem aparecido em diversas areas
da matematica como, por exemplo, problema de tratamento de imagem, integracao
numérica multipla, big data e métodos de otimizagao baseado nas séries de Taylor.
Porém, nestes casos nao se trunca a série na segunda ordem para se criar o método.

Nestes exemplos teremos tensores d-dimensionais onde d pode ser um numero
muito grande e relativamente complicado abordar estes problemas diretamente. Para
contornar essa situacao faz-se o uso de decomposicoes tensoriais, da mesmo forma
que se faz com matrizes usando a decomposicao SVD, LU ou a decomposicao QR,
por exemplo.

O objetivo & demonstrar a decomposicao de trem para tensores (Tensor train de-
composition) e duas outras formas de se aproximar esta decomposi¢ao obtendo assim
custos computacionais diferentes

A decomposicao TT pode ser obtida a partir de uma sequéncia de decomposigcoes
SVD feitas nas matrizes de desdobramento do tensor original.

Seja A um tensor d-dimensional, entao

./4 = Z Gl(il,Oé1>G2<Oél,i2,()é2> ...... Gd_l(ad_Q,id_l,ad_l)Gd(id,ad).
apQq...0qg

A forma de se obter esta decomposicao e, assim, os tensores G; é se fazer uma
sequéncia de desdobramentos matriciais do tensor original, por conseguinte fazer a
decomposicao SVD destes tensores, e, por fim, novamente se fazer o dobramento
matricial obtendo os tensores G;.

A partir deste ponto pode-se ao invés de se fazer a decomposicao SVD completa
para as matrizes de desdobramento, se faz o truncamento da decomposicao SVD
obtendo assim a melhor aproximacao de posto-r para estas matrizes. Deste modo, do
procedimento anterior obtém-se uma boa aproximagao para o tensor original com um
erro de truncamento que pode ser estimado.



A segunda forma de se aproximar a decomposicao de trem segue do fato de que
a decomposicao SVD nao é tao barata computacionalmente. Ainda se tem que as
matrizes U dadas pela decomposicao SVD no geral tendem a ser matrizes cheias e
isso pode ser um problema para 0 nosso custo de armazenamento de memoria.

A forma de contornar esse novo problema € substituir a decomposicao SVD da
aproximacao feita anteriormente pela decomposicao CUR. Esta nova decomposicao
por sua vez possui um custo de armazenamento muito menor e isto € bastante vanta-
joso para as aplicacoes em geral.
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Palavras-chave: Ensino, Deficiéncia Visual, Divisdo Euclidiana.
Resumo:

O Ministério da Educagdo e Cultura (MEC) aponta que 18,6% da
populagao brasileira possuem algum tipo de deficiéncia visual, onde 6,5 milhdes
apresentam deficiéncia visual severa, 506 mil ttm perda total da visédo (0,3% da
populacado) e 6 milhdes possuem grande dificuldade para enxergar (3,2%). Com
base nesses dados, através de conversas com professores da rede publica de
educacado e na realidade de muitas escolas, observam-se as dificuldades
apresentadas para preservar o direito a educagao que os estudantes com algum
nivel de deficiéncia visual possuem. Estes obstaculos, encontrados em sala de
aula, vao desde o ambito do ensino de um conteudo especifico até o social, como
dificuldades de inclusdo e de aprendizado. Focando nessas barreiras
educacionais, o projeto de extensédo “A Organizacdo do Ensino de Matematica
para Cegos”, desenvolvido na Universidade Tecnoldgica Federal do Parana no
primeiro semestre de 2018, visou a formagao de futuros docentes e no
desenvolvimento de situagdes de ensino realmente inclusivas. Através deste
projeto foram elaborados planos de aula postos em pratica com alunos da Escola
Osny Macedo Saldanha, cujo mantenedor é o Instituto Paranaense de Cegos
(IPC).

Um dos planos elaborados envolveu a adaptagcédo do jogo FANTAN
(PANOSSIAN, MOURA, 2010). O objetivo principal da acao foi o ensino da
Divisao Euclidiana e das relacdes entre a Divisao e Multiplicagdo de numeros
naturais para estudantes entre 8 e 11 anos (Ensino Fundamental |), de tal forma
que criangas com deficiéncia visual, ou nao, pudessem aprender
simultaneamente utilizando os mesmos materiais.

O FANTAN era um jogo de apostas que “surgiu na China, ha centenas de
anos, e muito popular na Coréia. Depois de sua divulgacédo por varios paises
asiaticos, chegou a Europa por meio dos portugueses, que tiveram acesso a ele
em Macau.” (PANOSSIAN, MOURA, 2010, p. 4). As regras gerais do jogo sao:
cada jogador deve receber 20 fichas e, cada um, devera apostar em um numero
distinto disposto no tabuleiro (Figura 1). Um dos jogadores apanha um punhado
de pedrinhas e os espalha sobre o tabuleiro (ou mesa). Elas deverdo ser
agrupadas de acordo com a quantidade de jogadores. Por exemplo: Se
participam do jogo, 4 jogadores, as pedrinhas deveriam ser separadas em
grupos de quatro, sendo o resto possivel os numeros 0, 1, 2 ou 3, que o0s
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jogadores apostaram. Ganha a rodada e as fichas dos adversarios quem apostou
no resto certo, ou seja, a quantidade de pedrinhas que sobrou sobre o tabuleiro.
A rodada termina quando algum jogador nao tiver mais fichas suas. Ganha o
jogador que tiver mais fichas.

Figura 1 — Tabuleiro do Fantan'. Fonte: Autoria propria.

A dindmica do jogo, apesar de simples, forma um conceito por vezes
muito abstrato: a divisdo! Isso ocorre porque ao formar grupos de 4 pedrinhas,
por exemplo, os alunos estdo dividindo uma quantidade por 4. De modo geral,
definimos matematicamente a Divisdo Euclidiana como: dados a €N, b e N e
b # 0, existemqg,r e Ncom0 < r < b, tal que:

alb_
= 4

a=bhg-+r

[ L) [{p= )

Onde temos que “a@” é o dividendo; “b” o divisor; “g” o quociente e “r’ o
resto.

Segundo Panossian (2010), a utilizagdo do Fantan na formacgdo do
conceito de divisdo euclidiana contribui para a compreensao do processo e o
algoritmo da divisdo, sendo necessaria a organizagdo do ensino por parte do
professor. A partir disso, surgiu a ideia de adapta-lo para que estudantes com
deficiéncia visual pudessem jogar também.

A primeira adaptacdo do jogo foi pensando em contraste de cores e
utilizacao do Braille (Figura 2), mas como algumas das criangas atendidas nao
eram alfabetizadas em Braille, utilizaram-se também tampas de garrafa
simbolizando a quantificagdo do numero e os numeros escritos a tinta foram
feitos com recortes de E.V.A., criando relevo, dessa forma os alunos cegos
puderam ter contato com a escrita usual dos videntes.

|
]

Figura 2 — Tabuleiro Fantan Acessivel?, primeira versdo. Fonte: Autoria prépria.

Para facilitar a contagem por parte dos alunos cegos, utilizaram-se caixas
de ovos como nichos para agrupar as pedrinhas, desta forma nao haveria
problemas com a localizagao espacial dos alunos.

Apos o desenvolvimento do jogo houve uma discussdo com os alunos
sobre as relagdes entre multiplicagao e divisdo e através disso descobria-se a
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quantidade de pedrinhas selecionadas no comego do jogo. Apesar dos alunos
terem gostado da atividade, percebemos que a posi¢gao dos numeros dificultava
as apostas e a leitura do Braille (pela disposi¢ao, alguns jogadores encontravam
o0 numero do tabuleiro ao contrario). Pensando nessas e outras possiveis
adaptacgdes, surgiu a segunda versao do Tabuleiro de Fantan Acessivel (Figura
3), onde cada numero esta numa ficha com o recorte padrdo no canto superior
direito, com o Braille em strass e velcro no verso para prendé-la no tabuleiro na
posicdo que o jogador desejar. Dessa forma buscamos maior comodidade e
autonomia para todos os jogadores.

Figura 3 —Tabuleiro Fantan Acessivel®, segunda versao. Fonte: Autoria propria.

Apesar da nova verséo néo ter sido utilizada ainda, considera-se que o
trabalho obteve éxito no ensino de divisao euclidiana para estudantes cegos e
com baixa visao e este jogo realmente ficou acessivel como desejado.

Referéncias:

PANOSSIAN, Maria Lucia; MOURA, M. O.de. O jogo Fantan: exploragdes
didaticas. In: Anais do X ENEM - ENCONTRO NACIONAL DE EDUCACAO
MATEMATICA, 2010, Salvador. Educacdo Matematica, Cultura e Diversidade,
2010. Disponivel em:
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! Descrigdo da figura 1: tabuleiro em E.V.A. amarelo com os nimeros 0, 1, 2 e 3 escritos nos
cantos e “FATAN” escrito ao centro.

2 Descrigdo da figura 2: tabuleiro em E.V.A. azul, com nimeros em E.V.A. amarelo, tampas de
garrafa laranja e nimeros em Braille feitos com “cabegas” de alfinete em preto. Nas extremidades
do tabuleiro temos os numeros 1, 2, 3 e 4 e ao centro o niumero 0. Cada numero possui uma
moldura de E.V.A. amarelo onde estdo coladas as tampas de garrafa a direita do nimero e a
representacao em Braille a esquerda.

3 Descrigdo figura 3: tabuleiro em E.V.A. preto; fichas em E.V.A. azul claro com velcro no lado
oposto; sobre cada ficha e a esquerda existe o numero a tinta em E.V.A. roxo, logo abaixo do
numero, estd a representagdo da quantidade com strass grandes e a direita existe a
representacdo do numeros em Braille com strass menores.
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Resumo:

Este trabalho tem o objetivo de apresentar uma atividade sobre simetria para ser
desenvolvida nas exposi¢cdes do projeto de extensdo Matematicativa. Com o intuito
de despertar o interesse e a curiosidade sobre este tema, este projeto da UFPR leva
as escolas publicas de Curitiba atividades curiosas e divertidas para que os (as) es-
tudantes tenham um contato diferenciado com a Matematica. Para isto foi desenvol-
vida uma pesquisa pela primeira autora, bolsista do projeto de extens&o, sobre as-
suntos que poderiam relacionar simetria e ilusdo de 6tica, dentre os quais destacam-
se os chamados Cilindros de Sugihara, objetos que apresentam formas diferentes
na frente do espelho e em sua reflexdo (Figura 1) e que sédo tema deste trabalho.

Figura 1: Cilindro de Sugihara.
Fonte: RICHESON, Dave. Sugihara’s Circle/Square Optical lllusion.

Kokichi Sugihara € um professor de Engenharia no Japao, que observou durante
anos objetos tridimensionais que mudam o formato conforme o &ngulo de visdo se
altera. Em 2016 conquistou o 2° lugar no “Best lllusion of The Year Contest” com seu
material. Desta forma, a atividade aqui proposta € a de exibir alguns destes objetos
e de questionar aos (as) estudantes como é possivel explicar matematicamente a

1 Bolsista do Programa de Extensdo Matematicativa.
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ilusdo que os objetos causam. Para que os (as) estudantes possam observar a ilu-
sdo de otica, foram confeccionados cilindros de Sugihara de papel e um livro de es-
pelhos € usado para a reflexdo de sua imagem. Uma forma de entender o que acon-
tece € supor que ha dois observadores, um fora do espelho (Observador 1) que vé o
cilindro com topo circular, e outro “dentro” (Observador 2) do espelho que vé o cilin-
dro com topo quadrangular (Figura 2).

Figura 2: Topo do cilindro, visdo do Observador 1 e do Observador 2, respectivamente.
Fonte: RICHESON, Dave. Sugihara’s Circle/Square Optical lllusion.

Fazendo uma modelagem matematica das retas de visdo dos observadores, nota-se
que a curva real do topo do cilindro é a intersecdo das duas curvas vistas por cada
um dos observadores, 0 que nao € algo trivial de visualizar. Na nossa pesquisa foi
objeto de estudo a obteng¢do da equagao paramétrica dessa intersegdo e uma forma
de comunicar essas ideias de maneira simples ao publico do projeto. A Figura 3 da
uma ideia dos componentes necessarios para a referida parametrizagao.

Q(0,a.~a) 4 - P(0.a.a)

(1,0,0)

1~ B(t.9(1).0)

4 A(tf().0)
Figura 3: Componentes das retas e localizagéo da curva do topo do Cilindro de Sugihara.
Fonte: RICHESON, Dave. Two More Impossible Cylinders.

Com isso, queremos que as experiéncias ofertadas pelo Matematicativa, além do
contato com a Matematica de forma distinta da usual em sala de aula também fagam
com que os (as) estudantes despertem um maior interesse por essa area do conhe-
cimento e aprendam de forma divertida. E importante ressaltar que desta forma
cumpre-se uma das fungdes do projeto de extensdo que é fazer a comunicagao da
pesquisa desenvolvida no meio académico para o publico externo, com o cuidado de
fazer essa transicdo de modo a despertar o interesse do (a) estudante do nivel basi-
co. Essas expectativas por parte da equipe do Matematicativa pretendem ser alcan-
¢adas nos meses anteriores a novembro deste ano, de modo que ja teremos feito as
exposi¢des nos colégios e iremos relatar essa experiéncia durante a apresentagao
do trabalho no evento J3M.
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Resumo:

Considerando que o ensino de matematica na educacao basica se da de maneira
predominantemente tradicional, foi proposto aos bolsistas do Programa Institucional
de Bolsas de Iniciagao a Docéncia (PIBID) do curso de Licenciatura em Matematica
da Universidade Estadual de Maringa (UEM) que estudassem diferentes tendéncias
metodolodgicas, sendo elas, a Histéria da Matematica, a Modelagem Matematica, o
uso de Tecnologias de Informacao no Ensino e Resolucao de Problemas, sendo esta
ultima o foco das autoras do presente artigo. Estes estudos buscaram refletir sobre
estratégias de ensino e outras experiéncias citadas na literatura sobre Educacao Ma-
tematica.

Pretende-se neste artigo relatar uma experiéncia realizada por académicas que,
com base nos estudos citados anteriormente, elaboraram e aplicaram uma atividade
sobre o Calculo do Consumo de Agua, por meio da Resolucdo de Problemas para o
estudo de funcao afim. A realizacao da atividade ocorreu com uma turma do primeiro
ano do Ensino Médio de uma escola parceira do Programa, com o intuito de levar a
sala de aula uma matematica mais significativa e préxima da realidade dos alunos.
Neste sentido, a proposta do problema foi desenvolver um método para calcular o va-
lor da conta de agua, de acordo com os dados da empresa fornecedora na cidade de
Maringa.

Inicialmente foi realizado um estudo tedérico sobre a Resolucao de Problemas com
base nos seguintes materiais: “Ensinando pela Resolu¢cao de Problemas”, capitulo

*Bolsistas do Programa Institucional de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia até Margo de 2018
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do livro Matematica no Ensino Fundamental de John A. Van de Walle (2009), e trés
capitulos do livro “A Resolucéo de Problemas na Matematica Escolar”, organizado por
Stephen Krulik e Robert E. Reys (1998).

Para o desenvolvimento da atividade, foi utilizada a proposta de Walle (2009), a
partir de um formato de aula em trés fases, sendo elas: antes, durante e depois.

A fase antes de uma licao dispde de trés objetivos: Verificar se os alunos com-
preenderam efetivamente o problema; Esclarecer as expectativas acerca da atividade
para que os alunos comecem a trabalhar com a mesma; Preparar os alunos para que
possam trabalhar no problema, pensando e estimulando os conceitos prévios que o0s
mesmos possuem e que lhes serao uteis.

Na fase durante a licao, os alunos podem trabalhar sozinhos ou em grupos, o pro-
fessor deve evitar antecipar ou resolver as batalhas mentais dos estudantes, escuta-
los ativamente, observando e avaliando eles e nao dando informacgdes. O professor
pode oferecer sugestdes adequadas, que nao sugiram que existe um método correto
para resolver o problema.

A terceira fase é dita como depois de uma licdo, em que os alunos trabalham como
uma comunidade de aprendizes, discutindo e justificando as solugdes a respeito do
problema em que trabalharam. E importante que o professor faga com que todos os
estudantes estejam presentes na discussao. O professor deve se manter neutro du-
rante as discussOes, para que 0s alunos nao se reservem em expor suas ideias, e
também deve ter cuidado com eventuais elogios.

Primeiramente, na reuniao semanal do PIBID, foi realizada uma implementacao pi-
loto que se deu como uma aula simulada com o grupo de bolsistas. O propésito foi
discutir a aplicacao da atividade, com possiveis correcoes e complementagcdes antes
de ser levada para o contexto da escola parceira.

Na etapa da implementacao na escola, iniciamos a aula com alguns questiona-
mentos sobre o consumo e cobranga da conta de agua. Em seguida, organizamos
os alunos em grupos e entregamos a tabela de tarifas (Figura 1) com os dados para
fossem analisados:

Figura 1: Tabela de tarifas utilizada na atividade

ANEXO A QUE SE REFERE O DECRETO N° 3576/2016
TABELA DE TARIFAS DE SANEAMENTO BASICO
SERVICOS PRESTADOS A PARTIR DE 30 DIAS APOS A PUBLICAGAO DESTE DECRETO
CATEGORIA | FAIXAS DE CONSUMO TARIFA (Em Roais)

TARIFA SOCIAL

sssss

R | _ TARIFA NORMAL

....

(1 Ak 10 m? Excedents a 10m* Excedente a 30m*
\TDADE PuBLCA T AGUA Todas as Localidades Operadas 3374 5, DB 8, B
Curitiba ESGOTO = 88% 2B 6B 4, 30¢m? 7. 3
AGUA E ESGOTO 242 8, 36Hm 15,97n*
Demais Localidades ESGOTO - 80% 26,99 4,05km &, Dl
AGUA E ESGOTD B0.73 0,110 15,634

FONTE: SANEPAR. Decreto 3576/2016 que reajusta as tarifas dos servigos pUblicos de abastecimento de agua tratada.

Esta etapa demandou o maior tempo, pois dedicamos um momento para que 0s
alunos expusessem suas conclusdes a respeito da andlise da tabela. Entao, foi so-
licitado que calculassem o valor referente ao consumo da agua em diferentes faixas,
(desconsiderando a taxa de esgoto) e se restringindo a tarifa normal residencial, na



qual se encaixam as familias da maior parte dos alunos.

Durante esse processo, fomos auxiliando os grupos de acordo com a fases da
Resolucao de Problemas (WALLE, 2009). Apds os alunos efetuarem os célculos, foi
proposto que um representante de cada grupo expusesse no quadro 0S processos
utilizados para a realizagao da atividade.

Observando a resolucao de todos os grupos, foi solicitado para que analisassem
os calculos expostos e descrevessem como ficaria a generalizagao para qualquer con-
sumo, chegando a seguinte expressao:

y = (m—10)-5,06 + 33,74 (1)

Com m sendo a quantidade total consumida em metros cubicos, e variando de 10
a 30 metros cubicos.

Entao, foi questionado sobre qual conteldo estudado essa expressao se associ-
ava, e os alunos, com base em conhecimentos prévios, disseram se remeter as ideias
de uma funcao afim. Para concluir, exploramos os conceitos reacionados aos coefici-
entes linear e angular, ao dominio, ao contradominio e a imagem da funcao obtida.

Desse modo, observou-se grande interesse dos alunos durante a atividade, eles
pareciam curiosos a respeito do consumo de agua, da taxa de esgoto, e ficaram sur-
presos com a forma que o conteldo de fungao afim foi abordado. Nossa experiéncia
permitiu que os alunos construissem uma visao diferenciada sobre o conhecimento
matematico e mostrou que, em sala de aula, quando os alunos contribuem ativamente
nas resolugoes, certamente temos uma aula mais dinamica e motivadora. A atividade
monstrou que trazer aspectos que fazem parte da realidade social dos estudantes faz
com que o problema se torne mais instigante para eles. Percebemos que a Resolucao
de Problemas é uma possibilidade eficaz para ensinar matematica e ainda relacionar
com aspectos do contexto da realidade dos alunos.
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Resumo:

Este texto traz resultados de um trabalho de conclusdo do curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana, cujo principal objetivo
foi investigar possibilidades de exploragao da arte, associada ao recurso tecnolégico
da impressora 3D, no ensino de matematica. Nesse trabalho foram abordados
aspectos como criatividade, senso estético e conhecimento técnico, presentes tanto
em uma obra de arte, como na matematica e seu ensino. Tomando a piramide como
objeto de estudo e inspiragdo, devido a sua presenga marcante no campo da
historia, na matematica e na arte, relatou-se o processo de produgao de um objeto
tridimensional, desde sua idealizagdo e criacdo em ambiente virtual até sua
impressao em 3D e posterior manipulacdo como objeto fisico. Sua caracterizagao,
além da exploracdo de seus componentes matematicos, orientaram a proposicéo de
atividades de ensino de matematica relacionadas a todo o processo vivenciado. A
demanda pela aquisicdo de habilidades relacionadas ao uso de softwares e de
conhecimento acerca de materiais utilizados em impressdes 3D, além da busca por
parcerias junto a varios profissionais e setores da universidade e comunidade local,
destacam-se entre os desafios e conquistas evidenciados na conclusao do estudo.

Criatividade e Tecnologia na Arte e na Matematica

Este estudo, desenvolvido no ambito da Educagdo Matematica, contempla
aspectos interdisciplinares dessa area do conhecimento. Seu objetivo principal foi
investigar possibilidades de exploragao da arte, associada ao recurso tecnoldgico da
impressora 3D, no ensino de matematica. Esse tipo de impressora produz objetos
tridimensionais através da tecnologia de fabricacao aditiva, isto €, por sobreposicao
de camadas de material fotopolimero - que sao polimeros (plasticos) que alteram
facilmente sua estrutura quimica quando expostos a pequenas cargas de energia

luminosa.
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Criar objetos fazendo uso de um recurso como a impressora 3D pode
caracterizar uma expressao artistica, além de demandar e revelar conhecimentos
técnicos e conceituais. Considerando que essa tecnologia tem ampla potencialidade
no processo pedagogico, dinamizando diferentes formas de ensinar e aprender,
buscamos emprega-la na criagdo e execugcdo de atividades para o ensino de
Matematica que incorporem o uso de uma impressora 3D.

Apoiando-se em literaturas que relacionam arte e matematica no ensino e
inspirando-se na figura de uma piramide, cuja imagem aparece com frequéncia
nesses dois contextos, concebeu-se um objeto, aqui denotado por tronco de
piramide vazado, cuja criagao, impressao e exploragao podem ser empregadas no
ensino de matematica. A impressao foi realizada numa impressora artesanal de
propriedade do laboratério FabLab Abrigo da UTFPR, Campus Curitiba. A escolha
do programa de modelagem 3D, o Tinkercad, que permitiu a producdo do objeto
concebido deu-se apds experimentacbes com trés diferentes programas dessa
natureza, a saber, o Sketchup, o Blender e o Tinkercad. Essa etapa de
experimentagdes e estudos resultou na aquisicdo de habilidades essenciais para o
uso propriamente dito da impressora 3D. Nas imagens a seguir sdo mostradas as
telas de duas etapas da produgao do objeto: a representagédo do objeto no programa
de modelagem (Figural) e a importacdo dessa representagdo para o software

utilizado para sua impressao (Figura 2).
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Finalizada a impressdo, e com o objeto produzido em maos, pudemos
explora-lo com o propésito de elaborar atividades para o Ensino Fundamental e

Ensino Médio. Tais atividades contemplam a caracterizagdo do objeto, calculo de
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perimetros, areas, volume, angulos, além de outras possibilidades que demandam
habilidades relacionadas a visualizagéo e identificacdo da pirdmide que inicialmente
poderia ter originado o tronco de piramide vazado em questao.

O uso das tecnologias foco deste estudo demandou conhecimento técnico
associado a criatividade e senso estético, também presentes na abordagem
matematica de diversas situag¢des. Além disso, permitiu vislumbrar novas formas de
trabalho com a matematica e a arte no ambiente escolar. De fato, conforme

Tikhomirov,

A atividade criativa, enquanto mantida a prerrogativa de ser fruto de seres
humanos, é profundamente alterada no contexto do uso do computador, isso
porque em meios informatizados, um desenvolvimento real da atividade
criativa pode ser verificado. Novas formas de trabalho criativo, novas formas
de educacdo e novas formas de jogar aparecem, formas estas que sao
simplesmente impossiveis sem os computadores. (TIKHOMIROV, 1999, p. 5)

A decisao de empregar um recurso tecnoldgico disponivel tendo pela frente o
desafio de percorrer uma trilha sem placas indicativas de direcdo nos permitiu
adquirir habilidades que situagdes vivenciadas anteriormente no contexto de uso das
tecnologias ndo permitiram. Isso nos levou a perceber que o uso da impressora 3D
pode instigar e envolver os estudantes no processo de aprendizagem de matematica
quando seu ensino envolve a exploragao da Arte e o uso de recursos tecnologicos
pouco familiares.

A trajetéria da primeira autora no processo de produzir um objeto
tridimensional, mostrando descobertas, aprendizados, dificuldades e barreiras que
ocorreram na execugao de um projeto, trouxe novas possibilidades e ideias para se
trabalhar no ensino de matematica, além de favorecer parcerias com projetos em
andamento que buscam disponibilizar e popularizar impressoras 3D a comunidade
local. Como exemplo, citamos uma iniciativa da Prefeitura de Curitiba, que oferta

oficinas para pessoas interessadas, em alguns Fardis do Saber.
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Resumo:

Este trabalho aborda o ensino da Matematica através do estudo de duas
Metodologias de Ensino: a Modelagem Matematica e a Resolugao de Problemas. O
objetivo geral do estudo foi investigar e analisar, sobre o ponto de vista de trés
estudiosos de cada abordagem, o que eles compreendem sobre elas e apontar
semelhancas e diferencas entre seus pontos de vista.

Visando colaborar com as reflexdes sobre as Metodologias de Ensino na
Educacdo Matematica, foi apresentado nesse estudo, um breve resumo das
concepgdes de trés estudiosos dessas Metodologias. Com isso, foram analisados
681 trabalhos de dois eventos importantes de Educacdo Matematica com a
finalidade de encontrar os trés autores mais citados dentro dos temas.

A metodologia de pesquisa adotada foi uma pesquisa bibliografica, que teve
como objetivo especifico a analise de livros e teses dos autores por se tratarem de
trabalhos com autoria sem parceria de outros autores e que apresentaram as
principais e mais concisas ideias acerca dos temas. Apenas para uma autora foi
usado outros tipos de materiais por ndo encontrar livros e teses sem parceria do
tema.

O trabalho analisado de Rodney Carlos Bassanezi € voltado para o Ensino
Superior, no qual pode se notar um incessante objetivo na formulacédo de um Modelo
Matematico para o tema estudado. Ja na analise feita sobre o trabalho de Dionisio
Burak o enfoque é dado ao caminho que se usou para chegar a resolugédo, 0s
conteudos usados, os questionamentos feitos e ideias que durante a Modelagem
surgiram, focando seus estudos no ensino basico. Jonei Cerqueira Barbosa se
preocupa com a Modelagem Matematica na formagdo de professores, mais
especificamente, seu enfoque é voltado para as reflexdes dos alunos acerca das
relagdes de temas do cotidiano com conteudos matematicos, e vice-versa.

Com este estudo podemos concluir que autores selecionados do tema
Modelagem Matematica se ocupam cada um de uma fase de ensino diferente.
Mesmo cada autor tendo sua visdo voltada a etapas de ensino/ formagao diferentes,
eles tém um objetivo comum que €, a partir de um tema, construir uma solugéo
usando a matematica.

Para Resolucdo de Problemas podemos observar que os autores sao
concordantes na definigdo de problema e na motivacdo que eles devem despertar
em quem vai resolver. Podemos destacar que, como na Modelagem Matematica, os
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autores se preocupam cada um com uma parte do processo de se trabalhar com
Resolugcao de Problemas.

Para George Polya seu destaque certamente estda na resolugédo dos
problemas, quais questionamentos devem ser feitos em cada etapa. Para Luiz
Roberto Dante o enfoque esta nos problemas, como classifica-los, formula-los e
escolhé-los. Para Lourdes de La Rosa Onuchic, que se preocupa mais com a
Resolug¢ao de Problemas na sala de aula, o enfoque esta no processo como um todo
desde a formulagcdo dos problemas, como os alunos resolvem e como o professor
media esse contexto.

Com esse estudo podemos destacar que a Modelagem Matematica e a
Resolugdo de Problemas tém grandes diferencas tanto metddica, quanto de
organizagcdo e aplicagdo. Ao trabalhar com Modelagem Matematica o professor
inicialmente ndo tem ideia de quais rumos as atividades irdo seguir e se a
matematica que os alunos sabem sera suficiente para resolver. Ja na Resolugao de
Problemas o professor apresenta o problema com um objetivo a se alcancgar, seja
este ensinar um novo conteudo ou consolidar um conteudo matematico ja construido
com os alunos, mas que eles irdo perceber o que sera necessario, ao longo do
caminho de resolucéo e nao de imediato.

As duas abordagens sao de grande valia para os professores que tém como
objetivo incentivar nos alunos um papel autbnomo, reflexivo e questionador das
situagdes que o cercam, seja na matematica escolar ou fora dela.
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Resumo:

A educagao é um assunto muito abordado, seja na area politica, em noticiarios,
em temas de redacbes ou em area de pesquisa e ndo ha duvidas que a situagao da
Matematica no Brasil é gravissima, especialistas atribuem o fracasso do ensino médio
as fragilidades do curriculo, como o excesso de disciplinas que ndo conversam entre si.

Varios autores relatam as dificuldades dos alunos quanto aos graficos, seja na
leitura ou na interpretacéo de representacdes graficas cartesianas. Nos ultimos anos, o
ENEM passou por mudangas, atualmente apresenta-se de uma forma mais elaborada
tornando-se o principal meio de acesso ao ensino superior no pais e também fora dele.

Devido a sua importancia e a dificuldade dos alunos em interpretagdo de
graficos analisamos a presenca deles nos cadernos de prova do ENEM dos anos de
2009 a 2017, periodo que se encontra no novo formato, e quais conversdes eram
necessarias para as resolucbes dessas questbes. De posse desses resultados,
acompanhamos uma turma de primeiro ano do ensino médio de uma escola de periodo
integral de Piracicaba-SP para verificar quais conversdes eram propostas durantes as
aulas e propor uma atividade ludica que explorasse as conversdes mais exigidas nas
provas do ENEM. Observamos que, nos cadernos de prova haviam no minimo 27
questdes relacionadas a graficos presentes em todas as areas de conhecimento sendo
a area de Matematica e suas Tecnologias com maior numero de questdes

(aproximadamente 18%).

' Discente do curso de licenciatura em matematica, bolsista do programa institucional de iniciag&o cientifica
FAPIC/UNIMEP
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A conversao mais frequente é da representacao grafica para a numérica, sendo
exigida em todos 0s anos e a conversao mais ausente, cobrada apenas em 2015, foi a
representacao grafica para a representacao algébrica. Segundo Duval a conversao mais
dificil de ser realizada pelos alunos é a conversao do registro grafico para o algébrico e
nossos achados corroboram com isso, uma vez que observamos 40% de erro nessas
conversdes além de ser a com menor presenca nos cadernos do ENEM, sendo cobrada
apenas em trés anos em poucas questbes. Ja a conversdo contraria, do registro
algébrico para o grafico, que nao observamos nas provas do ENEM, na atividade de
intervencao os alunos mostraram dominio apresentando apenas 18,75% de erro.

Outro fato importante a ser destacado ¢ a falta de harmonia na representacao
grafica realizada pelos alunos durante o jogo, embora eles tenham representado
corretamente as intersecgdes com os eixos e alguns pares ordenados, 0s mesmos n&o
deram importancia a presenca de escala e a formatacido correta da representacao
grafica na lousa, mas nao é possivel afirmar se foi apenas por causa do tempo da
atividade onde os alunos tinham um periodo de tempo fixo para execu¢cao de cada

questdo ou se € uma defasagem do grupo a falta de harmonia nas representagoes.
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RESUMO

Este trabalho se refere uma pratica de docéncia realizada no contexto
das disciplinas de Pratica de Docéncia em Matematica | e Il, do curso de
Matematica da Universidade Federal do Parana. Tal acdo docente foi realizada
em cinco turmas de 1° anos do Ensino Médio do Colégio Estadual Paulo
Leminski, designado como campo de estagio. Nessa pratica foram
desenvolvidas trés atividades envolvendo aproximadamente 125 alunos. Para a
realizagao da pratica utilizou-se tecnologias que vao do lapis ao computador e
telefone movel para visualizar conceitos do conteudo de Fungbes, como:
operagdes de adicado, subtracdo, multiplicacdo e divisdo definicdo de funcao
constante, fungdo crescente e fungdo decrescente. Assim, o objetivo deste
artigo é relatar um processo de formagao de professores a partir da experiéncia
de uma pratica de docéncia desenvolvida por uma estagiaria em conjunto com
seu professor supervisor, no campo de estagio.

A metodologia de ensino dessa pratica de docéncia foi composta em
trés etapas, sendo a primeira na sala de video da escola, a segunda
desenvolvida em sala de aula, com a integragao de recursos tecnoldgicos e a
terceira organizada em dois momentos: na casa dos alunos com seus
familiares e, posteriormente, na escola para debate dos resultados. As
atividades foram desenvolvidas com os objetivos dos estudantes identificarem
a importancia do uso racional da agua, no sentido de constatar o quanto se
gasta de agua em cada casa, como € possivel adotar habitos para economia
de &gua, relacionar o conteudo matematico em situagdes corriqueiras e,
também, formar cidadaos aptos a resolverem situacées com fungdes de uma
maneira natural, observando o uso desse conteudo no cotidiano, brincar
aprendendo e, ainda, fazer o uso de tecnologia em sala de aula.

Na primeira etapa os estudantes foram para a sala de video assistir dois
videos. O primeiro sobre o uso racional da agua retirado do site da ANA
(Agéncia Nacional de Aguas) e, na sequéncia, um video autoexplicativo que
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define as fungdes constante, crescente e decrescente, posteriormente, abriu-se
um dialogo para esclarecimento das duvidas e outros debates relacionados.

Ja a segunda etapa ocorreu em sala de aula com o aprofundamento do
conceito de fungdes. Os alunos construiram os quadros de como funcionava o
sistema de tarifacdo da agua e como funciona atualmente para a observacgéo
da quantidade de metros cubicos consumidos, portanto, lhes foi propiciado
compreender a correspondéncia em dinheiro, ou seja, o consumo pelo custo.
Com estas informagdes seriam capazes de construir o grafico de como era o
consumo da casa dele e como € atualmente e fazer as interpretacdes e
reflexdes apropriadas, conforme pode ser observado na Figura 1.

Figura 01: Grafico construido a partir do consumo de agua da casa da aluna A. Esquerda:
Tarifagao antiga. Direita: Nova tarifagdo. As definigdes das fun¢gdes acompanham os graficos.
Fonte: Os Autores.

A terceira e ultima etapa consistiu em uma proposta do banho rapido,
onde foi combinado com os estudantes e seus familiares trés dias utilizando o
aplicativo para telefones celulares “Banho Rapido” para tomar banho e ao final
fazer uma analise geral do consumo de agua, observando se houve ou nao
economia e como foi a experiéncia, conforme a Figura 2.
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Figura 02: Registro da experiéncia com o app Banho Rapido e resposta da familia da aluna A.
Fonte: Os Autores.

As analises desses registros evidenciam que a estudante A relata sobre
uma experiéncia positiva que teve com o app, constatou que o resultado é util
para ajudar a controlar os gastos em casa e consequentemente ajudar o meio
ambiente. A fala do pai da aluna A destaca que a experiéncia trouxe
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informagdes acerca da tarifagdo da conta de agua e mostrou a familia uma
maneira de economizar agua e consequentemente financeiramente.

A utilizacdo de recursos tecnolégicos no ambiente escolar € necessaria
na educagado contemporanea, visto que os estudantes utilizam estes recursos
em seu cotidiano, mas ndo possuem a ciéncia que estes aparatos também
servem para aprender. Assim, integramos o aparelho celular na pratica
educativa, vindo ao encontro das afirmacdes de Kenski (2012).

Deste modo, escolhemos trazer a realidade para sala de aula com o
objetivo de ensinar conceitos de conteudos matematicos, pois as Diretrizes
Curriculares Nacionais da Educagao Basica (BRASIL, 2013) informa que as
politicas pedagdgicas devem estar ajustadas a realidade do aluno para uma
melhor valorizagdo cultural. Enfim, essa experiéncia, enquanto processo de
formacéo para a docéncia se constituiu em relacionar o conteudo visto em sala
de aula e a vida dos alunos principalmente o cotidiano, pois geralmente nao
existe uma relagdo escola X vida real. ROLKOUSKI e VIANNA (2015)
exemplificam bem o que nds estamos tentando nao fazer, porque o aluno deve
ser capaz de enxergar a matematica na vida dele, ou seja, ver sentido nas
coisas que ele produz na escola.
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Resumo:

Flexagonos sao fascinantes poligonos feitos de papel que quando dobrados
de determinada maneira revelam faces ocultas. Segundo Gardner (1988), os
flexagonos foram inventados em Princeton em 1939 pelo topologista Arthur H.
Stone. Ele tinha folhas de anotag¢des do padrdao americano, cuja largura era maior
que o padrédo inglés (cerca de 3cm). Entdo, para fazer as folhas caberem em seu
fichario inglés, o estudante recortava as fohas deixando de lado tiras de papel.

Em seu tempo ocioso, Stone dobrava de diferentes formas estas tiras de
papel, e uma de suas dobraduras foi vincar diagonalmente a tira formando dez
tridngulos equilateros. Ele girou esta tira em torno de si mesma em trés meias-voltas
e colou os dois triangulos nos extremos, achatando o papel e formando a figura de
um hexagono regular.

Figura 01: Montagem de um flexagono, com seus passos numerados. Dobra-se para tras nas linhas
destacadas e cola-se o primeiro e ultimo tridngulos.
Fonte: Gardner (1988) (adaptado).
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Quando Stone pingou dois tridngulos adjacentes ao mesmo tempo e puxou 0s
vértices do hexagono em diregdo ao seu centro, 0 hexagono se abrira novamente,
como o desabrochar de uma flor, e mostrara uma nova face totalmente nova. Ou
seja, se as faces de cima e de baixo forem pintadas de cores diferentes, ao se
realizar esta dobra, o hexagono mostraria uma face totalmente em branco e uma
das faces pintadas “desapareceria”, como mostra a imagem abaixo:

Figura 02: Movimento de “flexionar” o objeto, comumente chamado “pinch flex” (dobra de pinga).
Fonte: Gardner, 1998

Esta estrutura de trés faces foi denominada por Stone por “flexagono”. Apés
uma noite de reflexdo, o matematico deduziu que poderia dobrar uma estrutura
semelhante com seis faces ao invés de trés, e com isto conseguiu construir um
flexagono de seis faces. A partir dai, o estudante organizou um “comité do
flexagono” com seus amigos de faculdade - o matematico Bryant Tuckerman, o
fisico Richard P. Feynman e o professor John W. Tukey para descobrir mais sobre
0s mistérios destas estruturas.

Posteriormente, os modelos foram renomeados por hexaflexagonos (“hexa”
por sua forma hexagonal e “flexagono” pela sua habilidade de revelar sua
propriedade apenas quando flexionado). O primeiro modelo inventado foi o
TriHexaFlexagono (pois tinha 3 faces no total), depois foi criado o
HexaHexaFlexagono (devido ao total de 6 faces). Conforme a popularidade, novos
modelos surgiram com diferentes formas poligonais e numeros de faces,
respeitando-se a nomenclatura imposta. Aumentando-se a cadeia e a disposicao
dos tridngulos, o comité descobriu que poderiam ser feitos hexaflexagonos de um
numero qualquer de faces.

Nosso estudo se concentrara no TriHexaFlexagono. Através de definicbes de
posicdes que nos permitam estudar cada face do flexagono que repousa num plano,
vamos definir um conjunto de ag¢des (movimentos) realizados neste objeto que o
trazem em coincidéncia consigo mesmo, e mostrar que este conjunto com a
operagao de composigao se constitui no grupo diedral D3 (qQue é isomorfo ao grupo
de permutagdes S3, conforme o Teorema de Cayley).
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Figura 03: Diagrama do grupo diedral D3 gerado pelos movimentos definidos por “f” (flexionar) e “v”
(virar) o flexagono.
Fonte: Autor, adaptado de Hilton & Pedersen (2010)
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Resumo:

O presente trabalho utilizou a musica como proposta interdisciplinar para o processo de
aprendizagem da matematica, mais especificamente no conteudo de fragées, uma vez
que o ensino da matematica vem sendo um grande desafio para os professores,
conforme Campos diz “ha uma dificuldade de relacionar o que é ensinado ao uso pratico
e com isso percebe-se o0 desinteresse e a falta de estimulo dos alunos na escola em
compreender e significar o que € ensinado. ” (CAMPOS, 2009, p. 15). O objetivo principal
dessa pesquisa € o de identificar e analisar a proposta de inclusdo da Musica no contexto
escolar, bem como sua relevancia enquanto proposta interdisciplinar, “acerca da
importancia da participagao do professor de outras disciplinas para garantir a presencga
da musica na escola” (FONTERRADA, 2008, p. 276). Para isso, como “a musica € uma
dependéncia da matematica” (GEBRAN, p. 135), podemos associar essas duas
disciplinas, que aparentemente distintas, ao processo de aprendizagem do conteudo de
fragdes. Inicialmente, associamos o conteudo de fragdes com a teoria musical, em
especifico, com as figuras musicais e sua divisao proporcional de valores. A ideia de
trazer uma relacdo entre as duas disciplinas veio de uma atividade desenvolvida no
PIBID, na Escola Estadual Faria Sobrinho em Paranagua - PR, nas turmas dos sextos
anos, e que vai ser usada no projeto do PIC no Colégio Estadual Gabriel de Lara em
Matinhos — PR, em uma das turmas do sexto ano, com um aprofundamento na
fundamentacédo tedrica. Essa atividade foi desenvolvida da seguinte maneira: com o
auxilio de um violino (figura 1), foram apresentadas as figuras musicais e sua divisdo
(cabecga, haste e colchete), relembrando assim as sete notas musicais (figura 2). Em
seguida, foram demonstrados os nomes das figuras musicais e seus respectivos valores,
com o auxilio das fragdes. Por fim, os alunos desenvolveram uma atividade que se
chama “Compondo com Fragdes”, de modo que puderam identificar a relacédo existente
entre a matematica e musica, onde reescreveram a musica “Marcha Soldado” ao

" Voluntario do Programa de Iniciagdo Cientifica (PIC - UNESPAR).
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substituir suas notas por fragées, somando cada compasso até chegar o valor da fragéo
que representa aquele compasso (figura 3). Os alunos compreenderam que o conteudo
de Fragdes e suas operagdes tém suas aplicagdes em outras areas de conhecimento,
principalmente na musica, onde cada nota tem seu valor na partitura. Portanto, essa
atividade, por meio da interdisciplinaridade, permitiu a integracdo em outras areas
especificas, com o propdsito de promover uma interacdo entre o aluno, professor e
cotidiano de modo que o professor assume seu papel de “encantar” os alunos pela sua
forma de selecionar, organizar, contextualizar os conteudos, promovendo o
desenvolvimento intelectual, e auxiliando-os na construgdo como suijeito, isto €, como
ser social.

Figura 1 — Uso do Violino.

Fonte: Autora 2017.

Figura 2 — Figuras musicais e suas divisdes proporcionais.

Fonte: Autora 2017.
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Figura 3 — Substituicao das notas musicais por fragdes. Corregao no quadro.

w

Fonte: Autora 2017.
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Palavras-chave: Licenciar, Laboratério de Matematica, Formagao de Professores.

Resumo:

Este trabalho visa relatar as atividades do projeto Laboratorio de Ensino de
Matematica do programa Licenciar. O Licenciar € um programa institucional que tem
como objetivo “apoiar agbes que visem ao desenvolvimento de projetos voltados a
melhoria da qualidade de ensino nas Licenciaturas desta Universidade” (UFPR 2007).
Os objetivos do nosso projeto sdo desenvolver atividades e materiais didaticos que
possam ser aplicados em um Laboratorio de ensino de matematica (LEM), reestruturar
um laboratdrio existente no Centro Politécnico e desenvolver um site para divulgar
esse LEM. Entre as tendéncias metodoldgicas para o ensino da Matematica temos a
utilizacdo de materiais didaticos manipulaveis, jogos e uso de software
computacionais. Estes materiais, em geral, necessitam de um lugar para serem
guardados. Por outro lado pensando nos professores que irdo utilizar estes materiais
surgem algumas questdes: Como leva-los para a sala de aula? Como produzir um
jogo ou um material didatico concreto ou virtual? Como utiliza-los? Ou ainda, existem
materiais didaticos ou atividades diferenciadas para todos os conteudos matematicos
da escola basica? E para o ensino superior? O ambiente adequado para guardar estes
materiais e para ministrar as aulas em que estes materiais possam ser explorados
pelos alunos € o LEM. Um ambiente no qual alunos e professores podem explorar,
conjecturar, questionar, enfim, aprender a pensar matematicamente.

A ideia é que os bolsistas e voluntarios vinculados ao projeto produzam estes
materiais, divulguem entre os alunos do Curso de Licenciatura e professores da escola
basica, fagam oficinas para os alunos da escola basica e publiquem essas atividades
em um site do laboratério. Para o entendimento do que é um LEM, como ele funciona
e que tipo de atividades podem ser desenvolvidas, estamos realizando a leitura e
discusséao dos livros de Lorenzato (2001) e Mendes (2009).

'Alunos Bolsistas do Programa Licenciar
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Além disso, fizemos buscas por sites de laboratérios de ensino de outras
universidades, tivemos dificuldades em encontra-los, mas conseguimos analisar os
seguintes: LEDUM da Universidade Federal do Ceara; LEM da Universidade Federal
do Rio Grande do Norte; LEM da Universidade Federal de Minas Gerais; LEMA da
Universidade Federal da Bahia e LEM da UNESP do campus de Sio José do Rio
Preto. Nas analises feitas notamos uma grande quantidade de jogos e materiais
concretos, mas nem todos possuem roteiros de como construi-los e aplica-los. Num
segundo momento escolhemos atividades desses laboratérios para serem feitas entre
0 grupo, como por exemplo as cartas do Flex Memo do LEDUM (Figura 1), que € um
jogo de cartas que podem ser utilizadas de varias formas e a Batalha Naval Circular
do LEM da UNESP (Figura 2) para trabalhar angulos.
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Figura 1- Flex Memo Figura 2 — Batalha Naval Circular

A participagdo auxiliando nas aulas do minicurso |l Matematiza, projeto
desenvolvido por um grupo de alunos do curso de licenciatura para alunos do 8° e 9°
ano das escolas do ensino fundamental, nos permitiu entender a dindmica da sala de
aula com atividades investigativas e com material manipulavel. Nesta edigdo o tema
trabalhado foi Simetrias, as atividades foram elaboradas com o objetivo de levar os
alunos a entender a simetria como transformagao geométrica e introduzir a nogao de
grupo de simetria. Para isto, foram utilizadas atividades ludicas como recortes de
papel, e atividades investigativas em que através de observag¢des e manipulagdes de
triangulos e quadrados os alunos completaram uma tabela de operagdes das
simetrias.
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Desenvolvemos duas atividades: uma para o ensino de coordenadas polares
que é o jogo batalha naval e um roteiro de estudos que tem como objetivo levar os
alunos a definir as coordenadas polares e resolver problemas de mudanga de
coordenadas; a outra atividade trata-se de uma investigagdo que visa incentivar os
alunos a deduzirem as relagées métricas no triangulo retédngulo.

Entendemos que para noés, futuros professores, termos acesso a este ambiente
do LEM, sabermos confeccionar, adaptar e utilizar materiais didaticos diferentes e
atividades de investigacao, é essencial para a nossa formagao. Além disso, estaremos
preparados para implementar um LEM em nosso futuro local de trabalho. Apresentar
estas atividades na escola basica pode, além de ajudar na aprendizagem da
Matematica, contribuir para desmistificar que nesta disciplina ndo ha espaco para a
criatividade e experimentacdo. Acreditamos que o projeto contribui para a nossa
formacao académica pois nos mostra diferentes abordagens metodologicas em sala
de aula e a importancia do material concreto na aprendizagem do abstrato.
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Resumo:
O presente trabalho traz um relato de experiéncia de uma implementagao

desenvolvida no projeto PIBID-CAPES, no ano de 2017, com 24 alunos do 1° ano do
ensino médio, em um colégio estadual localizado em Maringa-PR. A implementacgéo
utilizou uma Tendéncia em Educacao Matematica, a Resolucdo de Problemas, para
construir uma estratégia para calcular o valor da conta de agua, através dos
parametros adotados no municipio. A implementacao foi dividida em trés etapas: a
primeira envolveu a fundamentagao teorica sobre a Tendéncia; a segunda consistiu
em elaborar e realizar uma atividade piloto envolvendo a Resolugdo de Problemas
em uma das reunides do PIBID; e a terceira sua aplicagdo em um dos colégios
parceiros do projeto, retomando os conceitos de fungao afim.

A fundamentacéao tedrica sobre a Resolugado de Problemas constituiu-se em
um estudo embasado nos autores John A. Van de Walle, George Polya, Nicholas A.
Branca e Alan H. Schoenfeld. Walle (2009) sugere que uma aula utilizando
Resolucdo de Problemas, seja dividida em trés fases: antes, durante e depois. A
primeira fase — antes — tem trés objetivos: verificar se os alunos compreenderam o
problema, esclarecer sobre as expectativas antes de comeca-lo e prepara-los para
trabalhar no problema, pensando nos conceitos prévios que serao necessarios.

Na segunda fase — durante — é quando os alunos devem trabalhar sozinhos

' Discente do curso de Licenciatura em Matematica, ex-Bolsista do Projeto PIBID-CAPES
2 Discente do curso de Licenciatura em Matematica, ex-Bolsista do Projeto PIBID-CAPES
3 Discente do curso de Licenciatura em Matematica, ex-Bolsista do Projeto PIBID-CAPES
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ou com parceiros. E importante que o professor escute os alunos, observe e avalie,
oferecendo sugestdes adequadas, sem levar os alunos a crer que ele detém o
meétodo correto de resolver o problema.

Na terceira e ultima fase — depois — € o0 momento em que ocorrem as
discussdes entre os alunos de toda a sala, trazendo as solugdes encontradas pelos
grupos. Nesse momento o professor deve promover uma comunidade de aprendizes
de matematica que inclua todos os alunos e que valorize mais a discussdo do que
uma resposta simples.

A segunda etapa da implementagao consistiu em aplicar a atividade como um
estudo piloto envolvendo os participantes de uma das reunidées do PIBID. Dessa
experiéncia pode-se evidenciar aspectos para serem melhorados antes de
passarmos para a ultima etapa, qual seja a aplicagdo no colégio parceiro do projeto.

No colégio, a turma foi organizada em grupos e levantamos alguns
guestionamentos sobre o consumo da agua no cotidiano, gerando um debate de
conscientizagdo entre os alunos. Em seguida, explicamos aos alunos que a
SANEPAR possui uma tabela que estabelece como ¢é feita a cobranca da conta de
agua. Distribuimos a Tabela de Tarifas de Saneamento Basico (referente a 2016)
para que analisassem e tirassem suas conclusbes. Com base nas analises
esclarecemos as duvidas em relacdo a tabela e complementamos com algumas
informacgoes.

Definimos valores em metros cubicos para cada grupo calcular o quanto seria
pago por estes consumos. Apds os calculos, os alunos apresentaram e justificaram
suas solugdes para a turma, que afirmava se concordava ou ndo com a solugao.
Com isso solicitamos que os alunos encontrassem uma férmula geral para o calculo,
que foi obtida em todos os grupos. Finalizamos retomando o conceito de fungé&o do
1° grau e relacionando com a atividade realizada.

Durante toda a atividade foi possivel verificar grande interesse e envolvimento
por parte dos alunos, pois a situagcao abordando o conteudo faz parte da realidade
deles. Os alunos trabalharam utilizando suas proprias estratégias, impulsionados a
acreditar e fundamentar aquilo que estavam utilizando, além de estabelecer relagcbes
do que aprendem em sala de aula com a vida fora da escola.

Percebemos também que o trabalho em grupo, as discussdes e exposigdes
foram importantes para a validagao e compreensao das ideias, pois do contrario nao

conseguiriam se envolver com os outros aspectos que todo o processo da
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Resolucdo de Problemas oferece, tais como valorizar as diferentes estratégias e
pensamentos que aparecem durante a resolugéao do problema.

A experiéncia, serviu como uma reflexao para nos, futuros professores, pois o
ensino da matematica ndo se limita ao ensinar a teoria dos livros, mas pode-se
trazer temas e problemas que ajudam na formagédo de estudantes mais criticos,
capazes de lidar e analisar situagdes do cotidiano. Assim, o trabalho realizado
cumpriu com seu papel de aproximar a teoria da pratica como futuros professores,
permitindo-nos um aprimoramento de nossos conhecimentos além de contribuir para

as agdes na escola parceira.
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Resumo:

O presente relato ira tratar sobre o trabalho com a geometria espacial em diferentes
turmas do Ensino Fundamental. A Geometria Espacial esta diretamente presente no
cotidiano do ser humano, desde a construgdo de iméveis, como nos conceitos do
cinema 3D. Além disto, ela € um dos grandes conhecimentos matematicos da
atualidade, com o avanco da impressao 3D e a realidade virtual. Nisto, foram
analisados e trabalhados com os alunos de 1° Ano de uma escola municipal da
Prefeitura de Curitiba o conceito da Geometria Espacial, sua relagdo com a
geometria plana, os solidos geométricos desde os seus elementos até a sua
nomenclatura, propriedades e utilidade no cotidiano dos alunos, variando com a
turma para o aprofundamento das aulas. Foi concluido com as atividades a evolugao
dos alunos no conhecimento do tema, construgdo manual com materiais diversos e

no seu raciocino logico, que sao fundamentais para conhecimentos matematicos em
outras areas e no seu dia-a-dia.

INTRODUGCAO

A Geometria € um conhecimento fundamental para o nosso dia-a-dia,
presente em varios objetos que sdo de muita importancia. O estudo deste
conhecimento € algo que é feito desde a Grécia antiga com Euclides, onde deu
origem em varios conceitos e postulados usados até hoje. Nisto, trabalhar a
Geometria com alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental é importantissimo e
defendido pelos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) e
especificamente nas Diretrizes Curriculares da Prefeitura Municipal de Curitiba
(CURITIBA, 2016). Neles apresentam a evolugao dos conceitos de Euclides até a
atualidade, colocado em pratica em varios momentos de aprendizado em sala de
aula. Logo, focamos em realizar atividades que fizessem que os alunos terem
conhecimentos sobre a Geometria Espacial e sua relagcdo com a Geometria Plana,
por meio de manipulacdo e observacao, reconhecem alguns solidos geométricos e

suas caracteristicas.
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A Geometria Espacial € o estudo sobre os objetos matematicos
tridimensionais, ou seja, tudo que se pode definir no espacgo e as caracteristicas que
eles apresentam. Enquanto isto, varias situagdes do cotidiano precisamos
representar objetos do espago no papel, ou seja, representa-lo em algo plano. Com
isso € utilizado a Geometria Plana para transformar a realidade tridimensional em

algo abstrato e no “mundo do desenho”.

O GENERO TEXTUAL LEGENDA E AS CARACTERISTICAS DOS SOLIDOS
GEOMETRICOS

Neste sentido, foi projetada a aula para alunos do 1° Ano do Ensino
Fundamental, que a caracteristica para ensino destes conteudos, segundo as
Diretrizes Curriculares de Curitiba (2016, p. 49) é “Identificar figuras geométricas em
diferentes contextos, percebendo semelhancgas e diferengas entre os objetos do
espaco e do plano, por meio de descri¢cdes orais, construcdes e representacoes”.

Com uma pequena introducao de descricdo de objetos e imagens, ensinados
na Lingua Portuguesa, no Género Textual Legenda, os alunos tinham um
conhecimento prévio. De olhos fechados e maos estendidas para segurar algo, foi
entregue para os alunos um cubo, um paralelepipedo e uma esfera para os alunos
manusear e questionando “Como é este objeto?”, “Ele tem alguma ponta?”, “Qual é
o formato dele?”, entre outras. A partir disto, foram discutidas as caracteristicas
dos objetos pela descrigdo e analisando todas as possibilidades citadas pelas
criangas.

Depois disto, foram apresentados os Sélidos Geométricos de acrilico, dizendo
0s seus nomes e questionando os estudantes sobre quais objetos no dia-a-dia deles
com o formato idéntico ou parecido. Segundo NACARATO (2017, p. 52) “a
importancia do contato do objeto real, que possibilita que as imagens mentais se
estabelecam e propiciem a abstracao”.

Logo, pensando na “planificacdo” dos elementos espaciais, foram introduzidas
a eles as formas geométricas planas presentes nos solidos, com eles contornando
os Blocos Légicos em uma folha e eles perceberam as similaridades entre os solidos
e as formas geométricas.

Finalizando, contando uma versdo da lenda da criagdo do jogo Tangran e
apresentada as pecas e que formas elas tinham, a partir dai eles montaram algumas

figuras com o jogo, como por exemplo, uma casa, passaro, pessoa, barco, entre

117



outras. Nisto, os alunos concluiram montando um quadrado com as 7 pecas e
percebendo que com algumas formas geométricas podemos mostrar outras por
encaixe.

Conclui-se, que o aluno tem um conhecimento prévio, que cria a base para as
construgcoes e reconhecimento da Geometria no seu cotidiano.

Referéncias:
SANTOS, Cleane Aparecida dos. NACARATO, Adair Mendes. Aprendizagens em
Geometria na educacgao basica: a fotografia e a escrita na sala de aula. 12 ed. Belo

Horizonte: Auténtica Editora, 2017. p. 52

CURITIBA, Secretaria Municipal de Educacdo da cidade de Curitiba. Diretrizes
Curriculares do Ensino Fundamental, 1° Ano. Curitiba: PR. 2016

BRASIL, Ministério da Educacao, (1997). Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Fundamental. Brasilia, MEC/SEF
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Resumo:

Este trabalho apresenta uma pratica realizada durante o projeto de extenséo Teoria
e Investigacdo em Matematica Elementar (TIME) do Departamento de Matematica
da Universidade Estadual de Maringa,aplicada no ano letivo de 2018, com
aproximadamente 30 alunos do Ensino Fundamental e Médio.

Tal pratica realizou-se em forma de oficina com o objetivo de estudar o conteudo de
"proporcionalidade direta e inversa" por meio da construgdo de uma camara escura
e sua aplicagao.lnicialmente, nessa atividade foram abordadas algumas nog¢des
sobre a camera fotografica, como a histéria, a ciéncia, a matematica e a arte da
fotografia, para que posteriormente os alunos construissem uma cémara escura e
verificassem as relagcbes de proporcionalidade direta e inversa a partir da
observagao de um fenémeno fisico.

A oficina foi composta por cinco etapas sendo: a primeira etapa uma apresentacgéo a
respeito da historia da cadmera fotografica, seu funcionamento e utilizagdo hoje; a
segunda etapa a construgdo da camara escura; a terceira etapa a aplicagao e coleta
de dados; a quarta etapa o registro matematico da aplicagdo e a quinta etapa como
sendo o fechamento feito pelo professor.

Na primeira etapa foi apresentado um relato histérico sobre as primeiras imagens
produzidas pela camera fotografica, em que, Joseph NicéphoreNiépce foi o autor da
imagem fotografica mais antiga, registrada em 1826, porém foi a descoberta da
camara escura que levou ao processo fotografico.

Em seguida foi abordado um pouco da ciéncia da fotografia e foram especificados
alguns elementos da camera fotografica, como ISO (International Standards),

! Bolsista/Voluntario do Programa TIME - Teoria e Investigagdo em Matematica Elementar.
? Bolsista/Voluntario do Programa TIME - Teoria e Investigagdo em Matematica Elementar.
? Bolsista/Voluntario do Programa TIME - Teoria e Investigagdo em Matematica Elementar.

119



velocidade do obturador (tempo de exposi¢cdo), abertura do diafragma, distancia
focal (lentes).

Na segunda etapa os alunos foram divididos em grupos, por nivel, de no minimo 3
pessoas para confeccionar a camara escura utilizando os seguintes materiais: caixa
de sapato, papel vegetal, papel aluminio, cartolina preta, papelédo, tesoura, cola,
blusa preta e régua. Com esses materiais, os alunos confeccionaram a parte interna
da camara.

Figura 1: Camara confeccionada.
Fonte: Autores

Apos finalizada a construgdo da camara, iniciou-se a terceira etapa que consistiu na
realizacdo do experimento fora da sala de aula. Nessa etapa, os alunos escolheram
alguns objetos e mediram a distancia entre os objetos escolhidos e a camara, um de
cada vez, com o auxilio da trena. Também retiraram medidas do tamanho do objeto,
com o auxilio da fita métrica. Nesse momento os alunos tiveram dificuldade em
manusear a trena e a fita métrica (ndo se atentaram a face que estavam utilizando,
confundindo centimetros com pés), ndo se importaram com a precisao das medidas
e nao se preocupavam em alinhar a trena perpendicularmente ao chao ou ao objeto.
Apesar das dificuldades no inicio da atividade, os alunos aprenderam a manusear
os objetos de medida e reconheceram a importancia da precisdo na coleta de
dados.

Na quarta etapa, apos a coleta dos dados as alunos retornaram para a sala, a fim
de responder a primeira parte de uma folha de registros que foi entregue a eles.
Nessa folha, os alunos preencheram uma tabela que consistia no registro do
tamanho real de cada objeto versus a distancia do objeto a cdmara. Em seguida,
representou-se esses valores graficamente de modo a perceber a relagédo de
proporcionalidade existente entre eles.

Os dados coletados por cada grupo foram comparados pelos préprios alunos a fim
de fazer uma generalizagdo matematica que representasse uma relagdo entre as
grandezas coletadas. Alguns alunos tiveram dificuldade na elaboragdo do grafico:
de 6 grupos, 2 fizeram o grafico corretamente, 1 fez um grafico de barras, e os
outros 3 nao fizeram. E importante destacar que como os alunos participantes dessa
oficina variavam entre alunos do Ensino Fundamental e Médio, alguns ja sabiam
como construir graficos no plano cartesiano e outros nao.

Apesar das dificuldades mencionadas, por meio da construcdo e aplicacdo da
camara escura, os alunos compreenderam o conceito de diretamente e
inversamente proporcional, e a relagdo desses conceitos com os graficos de retas e
de curvas.
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Na quinta etapa foi feito o fechamento da oficina, em que o professor fez
questionamentos no quadro a respeito do que os alunos tinham compreendido. Na
medida em que os alunos iam expondo seus dados, o professor anotava as ideias
no quadro de maneira a generalizar os conceitos.

Um aluno participante escreveu o seguinte:
“Quando representamos em um grafico algo diretamente proporcional
podemos observar no grafico uma reta crescente, ja quando representamos
em um grafico algo que é inversamente proporcional, observamos que os
pontos no grafico descem, porém ndo em uma reta".

Analisando esta conclusdo, vimos que o aluno conseguiu fazer uma relagdo da
pratica com a teoria, associando os conceitos de diretamente e inversamente
proporcional com os seus respectivos graficos. Porém foi possivel perceber a falta
de conhecimento prévio ja que alguns alunos desconheciam o modo de se construir
um grafico e muito menos entendiam se tratar de uma hipérbole o caso em que as
grandezas eram inversamente proporcionais.

De modo geral, analisando todos os comentarios, verificamos que os alunos
acabaram incorporando termos técnicos como “anteparo”; aprenderam como se
constroi um grafico; observaram que a maneira como viram os conceitos na oficina,
¢é diferente do modo como sao tratados na escola; e por fim aprenderam a trabalhar
em equipe, desenvolvendo espirito de coletividade e aprendendo uns com os
outros.
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Resumo:

No ensino da Matematica, é vasta a literatura que aponta a Resolucdo de
Problemas como um dos principais principios para nortear a pratica pedagdgica do
professor (Onuchic e Allevato, 2014; Smole e Diniz, 2001; Polya, 2006, entre outros).
Entretanto, as diferentes praticas de ensino pautadas na Resolugao de Problemas
evidenciam varios modos de concebé-la, pois parte-se da hipotese de que, a
maneira como se concebe um conceito, isso se reflete na pratica em sala de aula.
Neste sentido, o objetivo do presente trabalho é apresentar um recorte do Trabalho
de Conclusado de Curso de Pedagogia que busca compreender as concepgdes dos
Educadores em Formacéao Inicial do Curso de Formacdo de Docentes sobre a
Resolugao de Problemas no ensino de Matematica.

Como instrumento de coleta de dados para este momento foi elaborado um
questionario com uma questao aberta e uma parte em escala tipo Likert. A opg¢ao
por este modelo decorre de fatores como a grande quantidade de alunos
matriculados na disciplina de Metodologia do Ensino da Matematica, a formulagao
propria da conceituacdo de Resolucdo de Problemas, a identificacdo das
concepgdes mais recorrentes e a verificagdo da presengca de uma fase de
estruturagcdo do pensamento do aluno. Para tanto, foram organizadas possiveis
justificativas a partir de correntes de pensamento sobre Resolu¢ao de Problemas no
ensino de Matematica, como a Heuristica de Polya (2006), a Perspectiva
Metodolégica de Resolugdo de Problemas, por Smole e Diniz (2001), e a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da
Resolucao de Problemas, proposta por Onuchic e Allevato (2014).

No Quadro 1, em um primeiro momento, os dados revelam que o0 senso
comum sobre o que é a Resolucdo de Problemas (definida na Afirmativa 1 como
modo de fixagcdo do conhecimento matematico) ainda sobressai em relagdo a
definicdes mais atuais e que representam uma aprendizagem significativa (como a
Afirmativa 2, que utiliza a metodologia como meio de contextualizacdo do conteudo):
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Quadro 1 - Afirmativas sobre Resolugdo de Problemas

Nem
concordo . Sem
AFIRMATIVAS Concordo e nem Discordo resposta
discordo
A Resolugao de Problemas é um tipo de exercicio de aplicagao/fixagédo do 41 8 0 1
conhecimento matematico.
2. A Resolugéo de Problemas é uma maneira de dar inicio a um conteudo
Y 19 23 8 0
(contextualizag&o).
3. A Resolugéo de Problemas é uma consequéncia do saber matematico
(o que realmente importa € o conhecimento da Matematica, ndo o 14 21 12 3
problema)
4. Na Resolugéo de Problemas o objetivo € apenas encontrar o resultado 9 16 29 3
correto.
5. Na Resolucdo de Problemas, existe apenas uma estratégia valida para
8 12 30 0
chegar ao resultado esperado.
6. A Resolugéo de Problemas pode acompanhar todo o processo (ensino, 38 10 1 1
aprendizagem e avaliag&o)
7. A Resolugéo de Problemas compreende o que € ensinar, o que significa
R : - 30 16 2 1
aprender e o porqué de ensinar Matematica.
8. Na Resolugdo de Problemas, o professor necessita de constante 41 7 5 0
preparagao.
9. O professor é o centro do processo, sendo ele o detentor de todo e 5 6 39 0
unico conhecimento.
10. O professor age como mediador na Resolugdo de Problemas,
. ~ ,. 46 3 0 1
auxiliando o estudante a encontrar solugbes e estratégias.
11. O estudante pode resolver os problemas propostos em grupo. 44 6 0 0
12. O conhecimento prévio do estudante ndo é levando em consideragao
= 5 12 32 1
na Resolugao de Problemas

Fonte: As autoras.

A premissa do senso comum em relagdo ao conhecimento mais significativo
pode ser averiguada nas respostas da questdo aberta “O que vocé compreende por
Resolucao de Problemas no ensino de Matematica?”, conforme transcritas abaixo:

“Solucao de dificuldades que encontram na matéria” (R., 17 anos).

“Sao exercicios que os professores vao colocar para seus alunos resolver e
eles podem auxiliar os alunos ou nao” (A., 17 anos).

“Resolugcao de exercicios por extenso, propondo uma situagcdo a ser
resolvida, com calculo” (V., 17 anos).

“Resolver contas” (H., 16 anos).

“Entendo que, a resolugéo de problemas no ensino da matematica, é o ato
de resolver exercicios da matéria ou resolver incidentes que possam
acontecer dentro da matéria. Como: brigas, discussdes, desentendimentos,
etc” (A. F., 17 anos).

A ultima transcricdo evidencia também a relagdo de senso comum que a aluna
estabelece entre a Resolug¢do de Problemas no ensino de Matematica como
estratégia de ensino-aprendizagem e a resolugao de conflitos. Neste caso, podemos
considerar que a aluna nado compreendeu o sentido da pergunta ou que, no contexto
em que ela esta inserida socialmente, seja mais recorrente o tratamento de ambos
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como sindbnimos. No que tange as outras perspectivas sobre a abordagem
metodoldgica em questdo, observou-se a associagdo entre a sala de aula e o
cotidiano, além da énfase no desenvolvimento do raciocinio logico, exemplificados
abaixo:

“Como um processo de aprendizagem que envolve a verificagdo de
resultados obtidos com o objetivo de desenvolver o raciocinio 16gico” (L., 17
anos).

“Aprender a resolver problemas que podera surgir no cotidiano” (P., 16 anos).
“Acredito que seja a tentativa do aluno junto ao professor de resolver
problemas do cotidiano, assim assimilando os problemas matematicos com o
dia a dia” (S., 17 anos).

Apesar das respostas das afirmativas demonstrarem que os alunos ja possuem
um conhecimento' acerca das correntes de pensamento sobre Resolucdo de
Problemas no ensino de Matematica (Polya, 2006; Smole e Diniz, 2001; Onuchic e
Allevato, 2014), conforme observado nas afirmativas 6, 7, 8, 10 e 11, é quase
imperceptivel na discursiva da questdo aberta, valendo-se da brevidade das
respostas e da pouca argumentagéo sobre a sua concepg¢ao, além da ocorréncia de
contradigdes entre os posicionamentos (questdo aberta x afirmativas), salientando a
fase de instabilidade na estruturacdo da concepcao do aluno. A sinalizagdo na
coluna “Nem concordo e nem discordo” foi feita, por exemplo, quando a afirmativa
poderia representar uma transicdo entre o pensamento tradicional com as
concepgdes voltadas para a aprendizagem significativa, como as afirmativas 2, 3, 4,
5,e12.

Com este questionario, foi possivel estabelecer a aproximagéo inicial com a
concepgao dos Educadores em Formacgao Inicial do Curso de Formagdo de
Docentes sobre a Resolugao de Problemas no Ensino de Matematica.

Referéncias:

ALLEVATO, Norma Suely Gomes; ONUCHIC, Lourdes de la Rosa. Ensino-
Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica: por que Através da Resolugdo de
Problemas?. In: ONUCHIC, Lourdes de la Rosa; ALLEVATO, Norma Suely Gomes;
NOGUTI, Fabiane Cristina Hopner; JUSTULIN, Andressa Maria (Orgs.). Resolugéao
de Problemas: Teoria e Pratica. Jundiai, Paco Editorial; 2014, 35-52p.

POLYA, George. A arte de Resolver Problemas. Trad. Heitor Lisboa de Araujo. Rio
de Janeiro: Editora Interciéncia, 2006, 203p.

SMOLE, Katia Stocco; DINIZ, Maria Ignez (Orgs.). Ler, escrever e resolver
problemas: Habilidades basicas para aprender Matematica. Porto Alegre
Artmed Editora, 2001; 203 p.

' Este conhecimento pode ser considerado informal, uma vez que o questionario foi aplicado antes do
conteldo sobre Resolugédo de Problemas no ensino de Matematica ser abordado formalmente. Outra
perspectiva que justifica a aproximagao das respostas as correntes de pensamento pode ser as
novas compreensdes sobre o processo de ensino-aprendizagem, que tornam o professor como
mediador e auxiliador do aluno, que se destaca como protagonista da sua propria construgdo do
conhecimento e, assim, contemplando também a area do ensino de Matematica
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Resumo:

Este trabalho apresenta uma descrigdo de uma pratica realizada durante o projeto
de extensdo Teoria e Investigacdo em Matematica Elementar (TIME) do
Departamento de Matematica da Universidade Estadual de Maringd, aplicada no ano
letivo de 2018, com aproximadamente 15 pessoas, dentre elas alunos de
licenciatura em Matematica e professores de Matematica da Educacao Basica, que
participaram da oficina ministrada no evento Il Agora de Campo Mour&o - Parana.
Tal pratica realizou-se em forma de oficina com o objetivo de estudar o conteudo de
"parametrizagdo de curvas" por meio do uso do espirografo ou também conhecido
como régua magica. A régua magica € um famoso brinquedo que esteve presente
na vida de muitos jovens ha algumas décadas. Esse brinquedo € bem simples, no
entanto nos permite tragar algumas curvas intrigantes somente girando uma
pequena engrenagem com o rabiscar de um lapis.

E curioso que a maioria das pessoas que se deparam com essas curvas acham os
desenhos belos, mas ndo sabem exatamente o porqué. Talvez seja por causa das
simetrias ou pelos padrbes criados, ou quem sabe por causa da simplicidade de
traca-las. Mais ainda, percebemos que mesmo com simples a¢des, como fazer um
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bonito desenho, existe a pura matematica envolvida que quando abordada de
maneira adequada pode proporcionar um grande aprendizado.

Fonte: Autores

Ademais o trabalho com os espirdgrafos possibilita fazer uma reflexdo acerca dos
padrées, das generalizagdes, de criagdes de curvas, o conhecimento de lugares
geométricos e aplicagbes da trigonometria, agugcando e despertando a curiosidade
pela matematica, entre outras coisas. Portanto iremos trabalhar com a régua magica
ou espirografo, que foi idealizado por Bruno Abdank Abakanowicz, mas foi inventado
pelo engenheiro britanico Denys Fisher, que o exibiu em 1965 na Feira Internacional
de Brinquedos de Nuremberg, produzido por sua empresa. Os direitos do
espirografo sdo da empresa Hasbro, que fabricou varios modelos do século XX até
os dias atuais.

Figura 2: Espirégrafos.
Fonte: Autores

O espirdgrafo possui o formato de circulo simples ou de uma régua larga e consiste
em um conjunto de pecgas plasticas menores, de formas diferentes, como anéis,
tridangulos, linhas retas ou barras, e todas as arestas possuem dentes as quais se
encaixam qualquer outra pega movel. Cada roda dentada possui varios furos,
servindo como suporte para a entrada da ponta de um lapis ou caneta construindo
algumas curvas.

Para entender um pouco da matematica presente no espirégrafo, buscamos
compreender e visualizar determinados elementos da sua estrutura. Esses
elementos séo: o anel externo (fixo), a engrenagem interna (movel) e o ponto dentro
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da engrenagem (movel). Os aspectos envolvidos na construgdo dos varios tipos de
curvas feitas com muita precisdo, fez com que despertasse a curiosidade dos
conceitos geométricos e da matematica que descreve essas curvas. Diante destas
caracteristicas, a proposta da oficina em questdo € modelar essas curvas através de
suas equacgdes paramétricas e traga-las no programa Geogebra.

Sendo assim, esta oficina foi realizada num ambiente de Laboratério de Informatica
contando, além da régua magica, com o soffware GeoGebra instalado em seus
computadores, com isso obtemos maior agilidade e praticidade tanto para tragar
curvas bastante variadas fazendo bonitos desenhos, como para explorar outros
conceitos matematicos envolvidos.

Embora a oficina ja tenha sido realizada, como forma de investigagdo aplicamos
algumas questdes a respeito do que os participantes da oficina sabem sobre
curiosidades e conteudos matematicos possiveis de serem explorados com o uso da
régua magica antes de discutirmos as questdes referentes a parametrizagdo dessas
curvas. Também investigaremos quais as dificuldades obtidas pelos participantes
durante a oficina em geral, mais especificamente as dificuldades para algebrizar as
curvas obtidas durante os desenhos, como também analisaremos a opinido dos
participantes a respeito da viabilidade de aplicagdo dessa oficina em sala de aula
com alunos da Educacgao Basica.

Os dados coletados nessa investigagao ainda ndo foram analisados, no entanto
seus resultados serao apresentados no momento do evento J3M. Com base em
outras praticas ja realizadas por n0s sobre esse mesmo assunto, acreditamos que
os participantes, embora visualizem a beleza presente nas curvas obtidas por meio
do espirografo, tenham dificuldades em identificar possiveis assuntos a serem
trabalhados, exceto o conteudo estruturante Geometria. As possiveis dificuldades
poderdo estar presentes no uso de parametros com fungdes trigonométricas, por
isso a importancia de ministrarmos esse assunto que permite aliar a simplicidade da
beleza com a elegéncia e sofisticagdo matematica.
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Resumo:

Durante as atividades pertinentes ao estagio supervisionado do Curso de
Licenciatura em Matematica, da Universidade Tecnologica Federal do Parana,
Campus Curitiba (UTFPR-CT), elaborou-se o presente projeto no final do ano letivo
de 2017 no Colégio Estadual Guarda Mirim do Parana, localizado em Curitiba/PR.
Este surgiu a partir das dificuldades dos estudantes apresentadas durante as
regéncias sobre os conteudos de Progressdo Aritmética e Geométrica para as
turmas dos 1° anos do Ensino Médio, os conteudos abordados envolviam numeros
decimais em exercicios ou resolugao de problemas ligados a situagoes reais.

Este projeto se desenvolveu na abordagem de Pesquisa Qualitativa,
segundo Oliveira (2014, p. 37), por ser este, “um processo de reflexao e andlise da
realidade através da utilizacao de métodos e técnicas para compreensao detalhada
do objeto de estudo.”

Optou-se pela aprendizagem por projetos devido a possibilidade dos
estudantes aprenderem a se organizar, trabalhar em grupo, planejar e se
comunicarem com os pares, além de realizar tarefas em comum. Outra vantagem
da aprendizagem por meio de projetos é a possibilidade de trabalhar uma
diversidade de conteudos relacionando-os interdisciplinarmente, como por
exemplo, com: Lingua Portuguesa e Artes. Nesse sentido, consideramos
imprescindivel, expor o que entendemos por interdisciplinaridade, ainda que, de
acordo com Pombo (2003), falar sobre este termo seja algo dificil, principalmente
pelo termo ja estar gasto.

(...) a interdisciplinaridade é um conceito que invocamos sempre que nos
confrontamos com os limites do nosso territério de conhecimento, sempre
que topamos com uma nova disciplina cujo lugar ndo esta ainda tragado
no grande mapa dos saberes, sempre que nos defrontamos com um
daqueles problemas imensos cujo principio de solugdo sabemos exigir o
concurso de multiplas e diferentes perspectivas. (POMBO, 2003, p. 4).

A Lingua Portuguesa esteve presente durante as duas atividades de
pesquisa de orgcamentos de moveis, eletrodomésticos (Figura 1), produtos
pereciveis e de utilidades domésticas, pois, além da lista de compras ser
considerada um género textual (KARWOSKI, 2001), existiu a interpretagéo textual
e de dados destes objetos.
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(...) o estudo dos géneros textuais € uma fértil area interdisciplinar, com
atencdo especial para o funcionamento da lingua e para as atividades
culturais e sociais. Desde que ndo concebamos os géneros como modelos
estanques nem como estruturas rigidas, mas como formas culturais e
cognitivas de agao social corporificadas de modo particular na linguagem,
veremos 0s géneros como entidades dindmicas. (KARWOSKI, 2001, p.

25)
UTEeR [mo
Figura 1 - Atividade 2: Orgcamento de méveis Figura 2 - Atividade 4: Corte do cémodo da
e eletrodomésticos Sala de Estar

Na relagao interdisciplinar com Artes, a professora da disciplina colaborou e
trabalhou conjuntamente nas ultimas atividades do projeto, ou seja, se debrugou
sobre as elaboragcdes das plantas baixas, as plantas humanizadas e os cortes dos
cbmodos (Figura 2) cujos objetivos eram reproduzir os objetos que haviam orgado
para mobiliar estes espacos. E, sobre esta etapa do projeto assim se referiu:

Muito interessante a abordagem dos cortes propostos aos alunos para
dar um "norte" para elaboragdo dos trabalhos. E a planta humanizada
traz a luz o cotidiano de cada aluno com sua contribuigdo particular e
mais préximo da realidade dele. Assim a Matematica, o desenho, a Arte
e a visdo do todo s6 pode ser reunida e contribuir para uma melhor
aprendizagem de varios conceitos como espacialidade,
bidimensionalidade tridimensionalidade, escalas, medigbes entre outros.
(RIBAS apud MORAIS, 2017, p. 82).

Foi nesta perspectiva de pratica interdisciplinar que os estudantes
mobiliaram os cdmodos de uma casa e tratamos os conteudos matematicos
relacionados as outras areas tais como Designer, Arquitetura, Administragdo e
Economia. Para estimular o envolvimento de todos os estudantes, aproveitamos a
oportunidade para fazer uma competi¢do entre os grupos e entre as turmas.

A partir do desenvolvimento desse projeto foi possivel perceber o
envolvimento dos estudantes, tanto entre eles como com a matematica. A
constatacdo da validade se deu no momento em que os estudantes comegaram a
discutir sobre como empregar o dinheiro recebido para dar conta de realizar o que
a atividade exigia. Nesses momentos, percebemos um amadurecimento tanto
matematico quanto pessoal, em questdes relacionadas a: leitura; interpretagao;
escrita; qualidade do produto x preco; preco x condicdo de pagamento (a vista ou a
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prazo); planejamento financeiro; opera¢gdes com decimais (adi¢do, subtracéo,
multiplicagao, divisdo, juros; geometria; interpretacdo e resolugdo de problemas;
propor¢cdo; medidas; planta baixa. Durante as atividades realizadas constatamos
que os estudantes sentiram bastante dificuldade em representar os coémodos na
planta humanizada e muita facilidade em realizar as pesquisas de precos dos
produtos na internet.

Para o professor, a producao de textos em matematica auxilia a direcionar
a comunicacgao entre todos os alunos da classe; a obter dados sobre os
erros, as incompreensoes, os habitos e as crengas dos alunos; a perceber
concepgdes de varios alunos sobre uma mesma ideia e obter evidéncias e
indicios sobre o conhecimento dos alunos. (SMOLE; DINIZ, 2001, p. 31)

Considera-se que ao propor atividades diferenciadas, que fujam do formato
que os estudantes estdo acostumados, o professor incita a curiosidade e desperta
o interesse dos estudantes. Durante o desenvolvimento desse projeto, os
estudantes tiveram que resolver diversos problemas matematicos, os quais se
originaram das pesquisas que realizaram e pela necessidade de conquistar o
objetivo, ou seja, os calculos passaram a ter significado, deixando de ser apenas
uma lista infindavel de contas sem sentido.
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Resumo:

Iniciamos o projeto de Educacgéo Financeira nas escolas com o objetivo de
conscientizar os alunos com conhecimentos béasicos de educacéo financeira, tendo o
intuito de melhorar a qualidade de vida deles, de seus familiares e da comunidade
escolar, partindo dos problemas atuais de economia, principalmente o
endividamento das familias brasileiras, que chegou a uma média anual de 60% em
2015 (PEIC, 2015).

O equilibrio financeiro € uma conquista que depende de aspectos e agoes,
como, principalmente, possuir no¢cdes de economia domeéstica e educacao fiscal
(GADOTTI, 2004, MENDES, 2004). A falta de consciéncia financeira gera o
comprometimento do orgamento familiar e, consequentemente, a perda da qualidade
de vida. Espera-se que com 0 consumo consciente, além da diminui¢cdo das taxas
de inadimpléncia, melhore a qualidade de vida dos alunos e familiares, dando-os
liberdade e auxiliando no desenvolvimento do pais.

Atuando nos 9° anos do periodo vespertino do Colégio Estadual Santo
Agostinho, o projeto desenvolveu com os estudantes assuntos relacionados ao
consumo consciente, conscientizando-os a evitar gastos supérfluos, proporcionando

um equilibrio material e um acumulo de capital que pode ser usado para sua

1 Bolsista do Programa COEX/PROEC.
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realizacdo pessoal e material, como cursos para sua formagdo, uma viagem,
tratamentos hospitalares e outros imprevistos. O projeto trabalhou com atividades
interdisciplinares e contemporéaneas, abordando a economia em diferentes aspectos
do ensino-aprendizagem, de interesse comunitario, regional, social e mundial.

Para uma formacéo profissional de qualidade € preciso despertar o interesse
dos alunos para a realidade, tornando-os criticos a partir de suas proprias
experiéncias do dia a dia (PEFN, 2015). Aplicando na sala de aula assuntos
importantes de educacéo financeira, como a reforma da previdéncia social, que afeta
toda a populacdo e, que esta diretamente ligada ao planejamento econdémico
individual/familiar, leva o aluno a sua realidade e a importancia da previdéncia.

Debater em sala o quanto o dinheiro pode influenciar na felicidade e na
realizagdo dos sonhos e, como ganhar dinheiro desenvolvendo atividades
prazerosas para suas idades, os alunos trabalham a imaginacdo com alternativas de
lucro, podendo, num futuro, criarem seu proprio negocio. Desenvolver atividades
com investimentos basicos, como o que € a poupanga, célculo de juros e a
discrepancia entre contas pagas parceladas e a vista que conscientiza 0s
estudantes sobre a importancia da economia nas situacdes diarias. A utilizacdo de
exemplos do cotidiano dos alunos, utilizando o planejamento econémico por meio de
planilhas de receitas e despesas e a forma consciente de conquistar bens pessoais,
auxilia na gestdo da renda individual/familiar e no desenvolvimento futuro dos
alunos, quando estes comecarem a trabalhar ou no momento, com o dinheiro que
ganham de seus familiares. Introduzir a economia mundial, 0 cambio e a conversao
entre moedas de diferentes paises, aperfeicoa o aluno em realidades mundiais.

Como resultado, foi perceptivel o desenvolvimento da consciéncia dos
alunos por meio de discussdes durantes as aulas, onde havia um engajamento deles
com sua realidade, mostrando opinifes, gquestionamentos e exemplos e, debatendo
nas suas casas sobre o0 assunto e aplicando conceitos com seus familiares. Também
percebeu-se uma quantidade maior de respostas corretas comparando o
guestionario inicial, que foi realizado para saber o conhecimento prévio dos alunos,
com o questionario final do projeto. Os resultados deste projeto mostram que a
conscientizacdo econOmica gera atitudes equilibradas importantes para a
capacidade financeira pessoal e familiar, possibilitando a liberdade de escolha e uma
melhor qualidade de vida, diminuindo as taxas de inadimpléncia e desenvolvendo o

pais.
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RESUMO: Neste trabalho apresentamos a atividade elaborada por meio do
subprojeto PIBID/Matematica tendo como referéncia tedrica e metodoldgica a
Modelagem Matematica na Educagao Matematica. Este projeto foi desenvolvido na
Universidade Estadual de Maringa (UEM) no ano de 2017. A atividade que hora
apresentamos foi adaptada do texto Modelagem Matematica nos anos iniciais do
Ensino Fundamental: um olhar sequndo as orientagbes didaticas presentes nos
parédmetros curriculares, das autoras Marli Schmitt Zanella e Lilian Akemi Kato (2016)
conforme encontramos necessidade. A atividade foi implementada em uma das
escolas parceiras do projeto, em uma turma do 8° ano, visto que o conteudo a ser
explorado € o conceito de proporcionalidade. A intencdo era criar uma atividade
instigante para envolver os alunos e deixa-los livres para tentar solucionar o problema
proposto. Depois de pensado individualmente nos grupos a ideia era compartilhar
esses pensamentos para o restante da turma e explica-los. Apds a exposi¢cao de cada
grupo fizemos uma intervengao fazendo a média que cada um deles encontrou para

chegar em uma solugéo final envolvendo toda a turma.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Educagdo Matematica, Pibid Matematica.

INTRODUGAO

O Projeto PIBID promove a insergao de licenciando no contexto das escolas
publicas brasileiras. Durante um periodo do Projeto foi proposta a elaboragéo de uma
atividade a ser aplicada na escola parceira utilizando a tendéncia da Modelagem

Matematica presente na Educagao Matematica.
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Realizarmos estudos para elaboracédo e apresentacdo de seminario sobre o
que é Modelagem Matematica e em um segundo momento estudamos algumas
atividades que envolviam a tematica proposta. Em seguida elaboramos uma
atividade, adaptada de Zanella e Kato (2016) “Modelagem Matematica nos anos
inicias do Ensino Fundamental: um olhar segundo as orientagdes didaticas presentes
nos parametros curriculares”, para posteriormente ser aplicada no colégio parceiro do
subprojeto.

A atividade foi adaptada de Zanella e Kato (2016) Modelagem Matematica nos
anos inicias do Ensino Fundamental: um olhar segundo as orientagées didaticas
presentes nos parametros curriculares. A proposta foi um problema em que os alunos
deveriam encontrar a altura de um suspeito que roubou uma joalheria. Para isso,
fizemos uma gravagao de um video com a seguinte noticia: “Uma joalheria foi roubada
na noite passada e todas as joias foram levadas pelo meliante. A policia ndo
consegquiu capturar o ladréo. A unica pista que o0s policiais encontraram na cena do
roubo foi uma grande pegada deixada pelo ladrdo, como vocé pode ver na foto”. Em
seguida, a indicagdo seria mostramos uma foto impressa da pegada (Figura 1), e
sugerir aos alunos que encontrem mais pistas, com a intengao de determinar a altura
do suspeito.

Ao final das discussdes e intervengdes necessarias, pediremos para 0s grupos
exporem as ideias de seus encaminhamentos para possibilitar a discusséo da classe.
Nessa etapa sugeriremos que fagam a média entre as alturas encontradas por cada
grupo a fim de concluir a atividade, ou seja, finalmente encontrar a altura do suspeito.

Indicamos que essa atividade elaborada seja aplicada para alunos que estejam
matriculados no 8°Ano do Ensino Fundamental, visto que o conteudo a ser explorado

€ 0 conceito de proporcionalidade.

—

(Figura 1. Imagem da pegada.
Fonte: Os autores)

APLICAGAO DA ATIVIDADE PROPOSTA E RESULTADOS
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A atividade proposta foi desenvolvida numa turma do 8° Ano, com 21 alunos
presentes, durante duas aulas. Iniciamos mostrando a reportagem aos alunos e, em
seguida, pedimos para formarem grupos e cada um desses deveria ter uma folha de
registro de todo o desenvolvimento do processo.

Acrescentamos mais tempo para discussbdes e possiveis solugcdes. Na
finalizag&o solicitamos que um representante de cada grupo fosse ao quadro escrever
a altura que tinham encontrado para o ladréao e explicar como chegaram a essa
solucgao.

O grupo 1, composto por 6 alunos, iniciou seu trabalhado fazendo uma
pesquisa no site google, e perceberam que o “tamanho do pé” de uma pessoa pode
variar de acordo com o tipo de sapato que usa. Caso usarem um tipo de sapato que
aperta o pé, ele pode atrofiar. Depois dessa rapida pesquisa comecaram a comparar
a altura dos membros do grupo com o tamanho do pé de cada um e a pegada que
entregamos. Chegaram na conclusao que a altura do ladréo era de 1,70 m, pois um
dos alunos do grupo tinha esta altura e seu pé era do mesmo tamanho que a pegada
(27 cm).

O grupo 2 comegou medindo a altura e o tamanho do pé de cada membro do
grupo e comparando com a pegada. Nenhum tinha o mesmo tamanho de sapato que
a pegada, mas um deles tinham o pé um pouco menor e outro um pouco maior e
calgcavam 38 e 40, respectivamente. Entdo fizeram uma média do tamanho do pé e
da altura de ambos e chegaram que o tamanho do pé € numero 39 e como a altura
dos dois era de 1,67m e 1,77m, respectivamente, concluiram que o ladrdo tem 1,72
m de altura.

O grupo 3 era formado por 4 alunos. Eles estavam bastante preocupados com
a largura do pé e ndo com o comprimento ou, com qual seria o tamanho do sapato do
ladrao, mas nao estavam conseguindo fazer qualquer conclusdo. Entdo, nesse
momento, fizemos algumas interferéncias para tomarem outro caminho.

Um aluno deste grupo acabou entrando em conflito com os demais porque nao
conseguiam entender as ideias dele. Assim, ninguém queria ir ao quadro explicar as
ideias que surgiram durante o desenvolvimento da tarefa. Mas, como durante o
trabalho eles haviam explicado para o professor da sala as ideias, 0 mesmo se dirigiu
a frente e colocou as explicagdes do grupo.

O grupo 4 era composto por 6 alunas e logo no inicio uma delas teve uma ideia

de como poderia fazer e, quando explicou para o grupo todas concordaram. Quando
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ela foi registrar sua ideia percebemos que ela estava querendo comparar tamanhos
de pés iguais fazendo regra de trés para achar as alturas, mas desta forma sempre
encontraria a mesma. Tentamos explicar para elas que o raciocinio utilizado deveria
ser revisto. No entanto elas acreditavam que os calculos estavam incorretos e ndo a
forma de refletir sobre o problema. Acabaram levando para o quadro o mesmo que
tinham nos explicado e, nesse momento, pelo adiantado da hora, fizemos uma
intervengao, calculando a média de todas as alturas encontradas pelos alunos e

chegando no resultado final que a altura do ladrao seria de 1,72m.
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Resumo:
Nosso intuito neste trabalho é apresentar uma proposta metodolégica e

didatica, utilizando conceitos de construgbes geométricas para se obter padrdes
islamicos. Essa proposta, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN), visa a interdisciplinaridade entre as disciplinas de arte, historia, geografia e
matematica, através de contextualizacbes histéricas, praticas e reflexdes sobre as
relagdes matematicas na arte dos ladrilhamentos. Nesse sentido, desenvolvemos
uma sequéncia didatica a ser aplicada, a qual proporcionara ao aluno uma pratica
diferenciada de ensino, através da utilizacdo de midias e experiéncias com materiais
concretos.

Para a elaboragao da sequéncia, realizamos um estudo historico e tedrico,
embasados em Elvia Mureb Sallum (2015) e Rodnei Eduardo Fialho (2018), sobre a
arte de ladrilhamentos e padrdes islamicos. Essa arte deve-se a diversas culturas,
como persas, gregos e romanos, porém foram os povos islamicos que a
aperfeicoaram ao longo dos séculos, em especifico, os padrdes islamicos, que séo
tradicdes artisticas, eminentemente geométricas e simétricas. Essas formas notaveis
e complexas, com toda a sua exuberancia e magnitude, podem ser criadas através
do uso de uma régua nao graduada e do compasso. Para esse povo, os padrbes
islamicos sao considerados uma atividade nobre, sagrada, isto é, que sofre grande

influéncia da religido, utilizando dos mais primitivos conceitos da matematica.

' Discente do curso de Licenciatura em Matematica, ex-Bolsista do Projeto PIBID-CAPES
2 Discente do curso de Licenciatura em Matematica, ex-Bolsista do Projeto PIBID-CAPES
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O texto de SALLUM (2015), propiciou o embasamento acerca das relagcdes
matematicas presentes nos ladrilhamentos. Nele, os tipos de ladrilhamento
apresentados estao intimamente ligados a distribuigdo de poligonos em cada vértice
no ladrilho. Essa distribuicdo por sua vez, esta ligada aos conceitos de angulos
internos de um poligono, que entorno de cada vértice deve resultar em 360°, pois
estamos sempre trabalhando em um plano euclidiano. O texto de FIALHO (2018)
propiciou o embasamento sobre as relagdes matematicas nos padrdes islamicos,
deixando claro que a construgdo de padrdes, sejam mais simples ou mais

elaborados, pode ser obtida através de construgdes geométricas.

Figura 1 — Ladrilho
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Fonte: SALLUM (2015)
A sequéncia didatica foi dividida em trés momentos. No primeiro momento &

apresentada uma contextualizacdo histérica do tema a ser trabalhado, levantando
questionamentos e discussdes sobre o assunto. Também, esse € 0 momento de
realizar as experimentagdes, onde através de materiais manipulaveis, os alunos tém
a oportunidade de ladrilhar o plano euclidiano utilizando poligonos regulares. Ao final
da experimentacao o professor levanta questionamentos, onde os alunos refletem e
trazem suas consideragdes para o segundo momento.

No segundo momento, o professor inicia retomando os questionamentos
levantados anteriormente. Concomitantemente a discussdo com os alunos, as
relagbes matematicas nos ladrilhos sdo evidenciadas, e posteriormente formalizadas
pelo professor, com base nas discussdes. Apds essa conclusdo, sdo apresentados
alguns padrbes islamicos e como podem ser obtidos utilizando construgbes
geomeétricas, assim servindo de motivagao para a atividade a ser proposta. Essa
atividade consiste na construgdo do padrao islamico pessoal do aluno, utilizando
também construgées geométricas.

No terceiro momento, os alunos devem transpor o padrdo construido no

momento anterior, para o software GeoGebra, utilizando as ferramentas disponiveis.
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Com o programa, os alunos poderdo realizar o ladriihamento do padrdo obtido,
construindo novas ferramentas e realizando translagdes do padrao islamico pessoal.

Com essa sequéncia, desejamos propiciar aos alunos a interagdo entre as
disciplinas, que muitas vezes nao ocorre em sala de aula, a utilizacdo de
construcbes geomeétricas em situagées do cotidiano e como a matematica esta

diretamente ligada com essa arte.
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Resumo:

O tema do projeto de extensao “Matematica Acessivel” deste periodo — A Geometria
na Pipa — foi indicado pelas professoras Anadir e Silvana, responsaveis pelas turmas
de altas habilidades/superdotagdo atendidas na Escola Municipal Felipe Zeni e no
Centro de Atendimento as Deficiéncias Sensoriais (CADS) Hellen Keler da
Secretaria Municipal de Educagéao de Pinhais. O projeto que ocorre desde agosto de
2016 nas dependéncias da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana — UTFPR —
visa introduzir os seus participantes no mundo da docéncia para alunos com altas
habilidades por meio da elaboragcdo e aplicacdo de situagdes de ensino com as
turmas citadas.

O primeiro plano de aula criado visava apresentar a histoéria da pipa e os conceitos
de reta, semi-reta, as posigcdes relativas entre retas coplanares, angulos e
classificagdo dos angulos, tudo através do estudo da pipa. Para isto, foi produzida
por um dos participantes do projeto uma histéria em quadrinhos contando como
surgiu e ja foi utilizada a pipa através das civilizagbes, também foi elaborado um
resumo sobre os tipos de retas e angulos, uma atividade sobre posigao relativa entre
retas e outra sobre angulos, além de pipas de papel cartdo para que os alunos
pudessem procurar retos e angulos, e um transferidor em cartolina para ser utilizado
na porta das salas.

O desenvolvimento da primeira atividade ocorreu antes na escola Felipe Zeni, onde
sdo atendidas duas turmas: uma de altas habilidades e outra de alunos com
dificuldades de aprendizado, ou seja, mais um desafio para aplicar o plano. Para
alguns participantes era a primeira vez que entravam em sala, principalmente com
estudantes daquela idade (de 8 a 12 anos), entdo havia receio de que os alunos
com altas habilidades seriam geniais e os alunos com dificuldades ficariam quietos e
nao iriam absorver nada do que seria passado, mas mesmo com disparidades na
turma, onde alguns alunos demonstravam muita dificuldade na abstragdo do
conteudo e necessitavam de atengdo mais direta, foi possivel contornar a situagéo
separando o grupo e atendendo individualmente a cada dois ou trés alunos para
reforgar o que ja havia sido explicado na lousa. Uma coisa notavel foi a velocidade
com que alguns alunos respondiam as perguntas, onde um deles inclusive conhecia
a palavra “Pandorga”, que foi planejada para agucar a curiosidade deles. Um dos
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recursos melhor utilizados nesta aula foi o transferidor de porta, pois ficou claro que
os alunos compreenderam o conceito de angulo neste momento.

No CADS a aplicagao do plano foi muito parecida, mesmo que nédo houvesse alunos
com dificuldade de aprendizado. Por se tratar de criangas entre 8 e 12 anos, havia
diferentes estagios de desenvolvimento tanto matematico quanto motor, entéo ficou
ainda mais evidente a facilidade com alguns alunos compreendiam assuntos
aparentemente abstratos demais para a faixa etaria, enquanto outros tinham
dificuldade em operagdes basicas. A participagdo dos alunos com alguns exemplos
incomuns e criativos das aplicagdes dos conceitos (como a comparagao de ruas
paralelas com retas paralelas, e do ponto de intersecdo de duas retas com uma
rotatdria) foi extremamente enriquecedora para a aula.

Figura 1 — transferidor de port sendo apresentado Figura 2 - Anotagbes de uma aluna da Escola
aos alunos do CADS. Fonte: Autoria prépria Felipe Zeni sobre a aula. Fonte: Autoria propria.

Entre as duas visitas, as professoras de ambas as turmas reviram os conteudos
trabalhados e aplicaram as atividades que eventualmente ndo foram concluidos em
virtude do tempo. No segundo plano de aula elaborado havia o planejamento de
uma pipa e a sua construgao, tudo relembrando os conceitos apresentados na aula
anterior, ou seja, fazendo um estudo geométrico da pipa.

Durante a revisao de conceitos era perceptivel que os alunos lembravam bem da
aula anterior, tanto que qualquer pergunta era respondida em segundos. Para a
construgédo da pipa, os materiais foram distribuidos de pouco a pouco, comegando
com uma folha para que eles desenhassem a pipa usando os esquadros, depois as
varetas que deveriam ser marcadas (utilizando a régua) e depois amarradas,
deixando-as perpendiculares e prendiam as quatro pontas o fio chegando num
formato de pipa. Logo apds a pausa para o intervalo, houve a finalizagdo da pipa
com a colagem do papel seda. Infelizmente nao foi possivel utilizar os transferidores
com os alunos na escola Felipe Zeni; o que foi feito no CADS, onde o cenario nao foi
muito diferente. Ficou claro que apds a construgcédo da pipa, todos sabiam identificar
angulos, tridngulos e as posi¢des relativas das retas presentes nela, apesar de
alguns erros no manejo do transferidor e esquadro. Possivelmente pelo fato de os
alunos sdo um pouco mais velhos, o desenvolvimento do projeto foi mais facil na
escola Felipe Zeni, pois eles ja tém uma coordenagdo motora mais desenvolvida,
diferentemente dos alunos do CADS, que por serem mais novos nao tinham tantas
habilidades no manejo dos materiais.
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Figura 3 — Construgao da pipa no CADS. Figura 4 — Construgio da pipa na escola Felipe Zeni.
Fonte: Autoria propria. Fonte: Autoria prépria.

De modo geral, percebe-se que a aula atingiu os objetivos planejados, realmente
enriquecendo o aprendizado de matematica destes alunos, e que o projeto cumpriu
com seu proposito inicial de introduzir os participantes no mundo da docéncia para
alunos com altas habilidades/superdotacdo, principalmente em matematica,
expandindo suas possibilidades educacionais e estimulando-os a incluir e motivar
todos seus alunos sem nenhuma distingéo.

Referéncias:

BRASIL. Lei n° 13146, de 06 de julho de 2015. Institui a Lei Brasileira de Inclusdo
da Pessoa com Deficiéncia (Estatuto da Pessoa com Deficiéncia). Disponivel em:
<http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Lei/L13146.htm>. Acesso
em: 23 jul.2018.

BRASIL. Lei n°. 13005, de 25 dejunho de 2014. Aprova o Plano Nacional de
Educacao e da outras providéncias. Disponivel em:
<http://www.jusbrasil.com.br/diarios/72231505/dou-edicao-extra-secao-1-26-06-2014
-pg-3>. Acesso em 23 jul.2018.

BRASIL. Lei n°. 9394, de 20 de dezembro de 1996. Estabelece as diretrizes e

bases da educagao nacional. Disponivel em:
<http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/I9394.htm>. Acesso em 23 jul.2018.

143



Atividades de Simetria com Livros Espelhos

Ana Flavia Lopes' e Nathalie Aparecida Felicetti Luvison?

Licenciatura em Matematica — UFPR
lopesbenites@gmail.com e nathalie.fluvison@gmail.com

Prof. Paula Rogeria Lima Couto

Departamento de Matematica — UFPR
paulacouto@ufpr.br

Palavras-chave: Matematicativa, atividades com simetrias, exposicoes.
Resumo:

O projeto de extensdo Matematicativa promove pequenas exposicdes em escolas de
Ensino Médio, com atividades sobre varios temas que tem potencial para agucar a
curiosidade dos alunos e motivar o aprendizado da Matematica. Este trabalho tem o
objetivo de apresentar algumas atividades sobre o assunto simetria, que possam ser
desenvolvidas no contexto destas exposi¢cbes. Para isso, realizou-se um estudo
sobre os varios tipos de simetrias e sobre as possiveis formas de apresenta-las para
a comunidade escolar. As simetrias estdo quase sempre presentes na arquitetura,
nas artes e, principalmente na natureza, como no nosso corpo, nas asas de uma
borboleta, dentre outros exemplos. O conceito de simetria esta relacionado a
posicao relativa das partes de um todo, em relacdo a um ponto, um eixo ou um
plano. As atividades propostas para as exposicbes abordam a verificacdo de
simetrias em figuras planas confeccionadas em papel, como as letras do alfabeto,
alguns simbolos e logotipos conhecidos, figuras de animais e objetos do dia a dia.
Além disso, os livros espelhos sao usados como caleidoscépios diédricos para
produzir varios padroes de simetria. Sao exploradas nestas atividades os conceitos
de simetria axial, que € definida caso exista uma reta tal que a cada ponto da figura
espelhada corresponda outro ponto distinto da figura situado em posig¢ao idéntica em
relagdo a reta, de simetria rotacional, que é estabelecida se a figura permanecer
inalterada ao realizar uma rotacdo em volta de um ponto fixo e segundo um angulo
menor do que 360° e simetria central, se existe um ponto O tal que para cada ponto
da figura corresponde outro ponto da figura, sendo O o ponto médio do segmento
que une esses dois pontos. A partir da aplicacao das atividades de identificacao de
simetrias mencionadas, as quais serao realizadas até novembro deste ano, seréo
avaliadas a adequacgao do material produzido para o ambiente de uma exposicao, a
receptividade do publico para essas atividades, se os alunos apreciaram a condug¢ao
da atividade, dentre outros aspectos que sao relevantes para os objetivos do projeto
de extensdo Matematicativa, os quais serdo relatados na apresentagcdo deste
trabalho. Desse modo, tendo em vista a pesquisa realizada e os objetivos em
relagdo a aplicacdo das atividades, o projeto que vem sendo desenvolvido é de
suma importancia na formacgao do licenciando, pois auxilia na busca de novos temas

" Voluntario do Programa de extensido Matematicativa;
2 Bolsista do Programa de extensdo Matematicativa.
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que nao sao trabalhados dentro da sala de aula, acarretando em pesquisas
académicas e no preparo de materiais pedagodgicos que ajudem na compreensao
dos tépicos, por fim o Matematicativa estimula a comunicagdo e a didatica dos
integrantes para com os alunos nas oficinas realizadas, fazendo com que nds,
futuros professores, vejamos como € a realidade no desenvolvimento e aplicagcao de
novas atividades na area da matematica.
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Resumo:

Este trabalho apresenta uma pesquisa realizada no curso de graduagao de
Licenciatura em Matematica, como proposta de Trabalho de Concluséo de Curso, na
qual objetivou-se contribuir no ambito académico com o tema, para tanto, o trabalho
de natureza qualitativa, fundamentado em uma pesquisa bibliografica, apresenta
como questédo norteadora: Como o Ensino de Trigonometria vem sendo abordado
em sala de aula? Com o objetivo de perceber como a Trigonometria vem sendo
abordada em sala de aula, para responder tal questionamento, buscou-se realizar
uma analise ao principal evento nacional da Educacdo Matematica, o Encontro
Nacional de Educacao Matematica (ENEM).

Em sintese, ao realizar analise das 12 edicbes do ENEM, em busca de
textos que apontassem perspectivas metodoldgicas para o ensino e aprendizagem
de Trigonometria na Sala de aula, encontramos oito trabalhos que se revelaram
pertinente a esta tematica.

Oito foram os textos que relatam experiéncias ou pesquisas realizadas.
Sendo assim, foram escolhidas comunicag¢des das trés ultimas edi¢des do ENEM,
tais comunicagdes tratam do Ensino de Trigonometria na sala de aula.

Com a analise realizada dos oito artigos estudados, foi possivel observar as
seguintes metodologias abordadas nas atividades em sala de aula e nas propostas
metodoldgicas dos tedricos da area em estudo.

Quadro 1 - Metodologias abordadas nos artigos.

TITULO METODOLOGIA

Utilizando a Teoria da Aprendizagem Significativa

de Ausubel e a Teoria dos Campos Conceituais

1° - O ensino da trigonometria deA Vergna!Jd, apresentou uma metodologia em
trés etapas:

subsidiado pela teoria da o . L
) L v ldentificar os conceitos prévios dos
aprendizagem significativa e pela .
estudantes;

teoria dos campos. v Criacao dos conceitos;
v Avaliagdo das competéncias e habilidades
alcancadas;

2°-Trigonometria no triangulo | Enfase na construcdo do conhecimento pelo
retdngulo: o aluno como protagonista | sujeito aluno, do papel do professor e das
na constru¢do do conhecimento. situacdes didaticas, mediadores nesse processo.

146



3°-Coordenadas polares no ensino
meédio: contribuicbes para o ensino e a
aprendizagem de trigonometria e
numeros complexos.

Elaboracdo de trés questbes que compuseram
uma sequéncia didatica, pautada na transposicao
didatica.

4°-Trigonometria: um olhar com a
pesquisa e a sala de aula.

Estudo bibliografico, destacando como as
metodologias: sequéncia didatica, Trajetoria
Hipotética da  Aprendizagem, tecnologias,

representacdo semidtica com o auxilio da
tecnologia, abordagem histérico-filosofica e mista
(varias metodologias), Abordadas pelos teoricos
que trazem contribuicdo para o ensino de
trigonometria na sala de aula.

5°-Formas de pensamento matematico
evidenciadas em conceitos basicos de
trigonometria.

Atividades  realizadas através de uma
investigacdo, com destaque para a visualizagao
(no sentido de criar, manipular e compreender).

6°-Objeto de aprendizagem para o
estudo das funcbes trigonométricas
arco seno e arco cosseno.

Sequéncia didatica com o uso da tecnologia:
utilizagdo do software Geogebra, com o objetivo
de construir o conceito de fungdbes seno e
cosseno, bem como suas inversas.

7°-Relagbes trigonométricas no
triangulo-retangulo: a construgdo do
conceito de seno, cosseno e tangente
como uma relagdo no angulo agudo
por meio de material manipulativo.

Utilizando a teoria dos campos conceituais de
Vergnaud. A partir do uso de material concreto,
realizou-se a construcdo do conceito de seno,
cosseno e tangente, como uma relagdo em um
angulo agudo de um tridngulo retangulo.

Investigacdo pautada na teoria das situagbes
didaticas de Guy Brousseau, a qual envolve as
relacdes entre saber, professor e aluno e a teoria
dos campos conceituais.

8°-Um estudo sobre a trigonometria no
tridangulo retédngulo na perspectiva da
teoria dos campos conceituais

Fonte: Autora 2018.

As presentes metodologias relacionadas no (Quadro 1), nos remetem a
pratica do ensino da Trigonometria, destacando a abordagem do tema na sala de
aula, a partir das metodologias diferenciadas. Destaca-se que todas estédo
direcionadas para o mesmo objetivo, que é aprimorar o Ensino de Trigonometria.

No primeiro artigo os autores utilizam como aporte tedrico a Teoria da
Aprendizagem Significativa (TAS) de Ausubel e também a Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud, tais teorias sdo apresentadas pela autora de tal forma
que,

[...]pelo envolvimento dos alunos e da pesquisadora, pode-se afirmar que
uma metodologia baseada na Teoria da Aprendizagem Significativa de
Ausubel (TAS) e na Teoria dos Campos Conceituais (TCC) de Vergnaud
provoca uma significativa mudanga no processo de ensino e aprendizagem.
Contribui para uma educagéo inovadora, mais humana, que desperta, no
estudante, o interesse em participar da aula, transforma a sala de aula num
rico laboratério, provocando o seu crescimento pessoal e cognitivo,

considerando o aluno como um ser ativo, durante todo o processo (KLEIN,
2010, p.9).

Para isso o estudante precisa ter disposicdo para aprender e o conteudo ter
um significado que depende da natureza do conteudo e das informagbdes que
possuem como experiéncias para si mesmo.

Notou-se que tal Teoria Teoria dos Campos Conceituais visa fornecer um
panorama e também principios para o desenvolvimento e da aprendizagem de
conhecimentos que possuem algum grau de complexidade para os estudantes.
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Nesse sentido temos que,
Trata-se de uma teoria cognitivista, que busca analisar o desenvolvimento e
a aprendizagem de competéncias complexas dos estudantes. Para isso,
subsidia o professor de modo que ele possa compreender 0s processos e
as praticas de ensino que possibilitem o desencadeamento dos processos
de aprendizagem (SANTANA et al, 2015, p.1163).

Na sequéncia, o segundo artigo traz uma énfase para o na construgdo do
conhecimento pelo estudante, do papel do professor e das situagdes didaticas.
Através de experiéncias anteriores do estudante no meio que esta inserido, a partir
de um dialogo rever alguns conceitos, dando voz para estudante.

No terceiro artigo sintetizado, a metodologia aplicada foi uma sequéncia
didatica para o Ensino de Trigonometria e Numeros Complexos, tal sequéncia
enfatizou a importancia do conhecimento prévio de Trigonometria para o Ensino de
Numeros Complexos com énfase nas coordenadas polares.

O quarto artigo apresenta um estudo bibliografico sobre o Ensino de
Trigonometria e destacando as metodologias mais estudadas.

No quinto artigo, notou-se um destaque para a forma como o estudante
representa a solugdo, ou seja, na forma grafica ou algébrica e também na questao
da abstracédo, na qual as autoras identificaram uma necessidade de trabalhar com
questdes que exijam a interpretagdo de textos e que incentivem a descri¢do formal
das relagbes e processos matematicos

Com essa analise dos artigos, percebeu-se que o uso da tecnologia pode
colaborar nesse processo, no sexto artigo sintetizado observou-se uma aplicagao
para um curso técnico, o que proporcionou que estes estudantes vivenciassem de
uma forma diferenciada um conteudo que é aplicado em uma disciplina especifica
do curso. Dando continuidade, foi possivel verificar outras metodologias, como
Situagdes Didaticas de Guy Brousseau mencionada e aplicada no oitavo artigo.

Sendo assim, tomando como base os trabalhos sintetizados, observamos
importancia de a escola trabalhar a Trigonometria, notamos que o interesse sobre o
Ensino da Trigonometria vem avangando no ambito das publicagbes, estes avangos
sdo essenciais e mostram o interesse dos envolvidos em suprir a “dificuldade no
processo de ensino e aprendizagem”. Diante disso temos as metodologias, as quais
foram identificadas nos artigos publicados no ENEM e apresentadas nesta pesquisa,
que reforcam essa afirmacao.

Destaca-se a utilizacdo da Didatica Francesa na pesquisa realizada, com
aporte na teoria dos campos conceituais, situagdes didaticas e transposig¢ao didatica.
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Resumo:

Na area da Educagao Matematica busca-se constantemente aulas diferenciadas
para a disciplina de Matematica afim de melhorar a qualidade das praticas de
ensino, despertar nos alunos interesse por este conhecimento e alcangar uma
Educacao para a formacgao do aluno para o exercicio da cidadania. Com o olhar para
o Ensino Basico e para Formacado de Professores que ensinam Matematica para
este ciclo, almeja-se uma Educacédo voltada para a cidadania conforme a proposta
pelos Parametros Curriculares Nacionais, ou seja, uma Educagao que capacite o
individuo a: trabalhar com dignidade, melhorar sua qualidade de vida e de sua
comunidade, tomar decisdes de forma pessoal e clara, continuando a aprender
mesmo fora da escola e entendendo seu lugar no mundo e nas diversas
comunidades ao qual faz parte.

A partir de aulas e propostas voltadas para temas politicos, sociais e/ou culturais
vivenciados pelos alunos e/ou por suas comunidades, utilizando a Matematica como
campo fundamental para compreenséao e estudo destes temas e tendo o aluno como
centro deste processo, tem-se uma possivel alternativa para dar sentido as aulas da
disciplina. A pesquisa a qual esse artigo se insere, que se refere ao Trabalho de
Conclusédo de Curso intitulado “Ensino de Matematica e a Formagédo para a
Cidadania: Estratégias de Sala de Aula” (EIGLMEIER NETO, 2018), objetivou
analisar atividades, propostas ou ideias que relacionem a Matematica com a
Educacao voltada para a formagao dos alunos para o exercicio da cidadania, ou
seja, fez-se uma analise de possibilidades para o ensino de Matematica, tanto no
Ensino Basico, quanto no processo de Formagdao de Professores, que
apresentassem relagao direta a uma Educacao que tenha como foco a formacgao do
cidadao, analisando cada proposta a luz da Educacdo Matematica Critica
(SKOVSMOSE, 2001; 2012).

O aluno e o professor entédo, seguindo as ideias da Educagao Matematica Critica
(EMC), devem possuir uma competéncia critica, ou seja, questionar o processo de
aprendizagem sempre que necessario, principalmente o aluno, em vista que este
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estd no centro deste processo e os conteudos devem ser relacionados a sua
realidade, valorizando as experiéncias vividas pelo estudante. Para Skovsmose
(2001) a EMC propde mudangas sobre o atual sistema de ensino e para cada tema
abordado deve-se haver uma reflexdo sobre alguns pontos: a aplicabilidade real do
assunto; os interesses envolvidos pelo assunto; quais questdes e problemas geram
0s conceitos e resultados na Matematica; qual funcéo social pode ter o assunto; e a
relevancia do assunto.

Tendo essas perspectivas, decidiu-se por realizar uma busca entre os trabalhos
apresentados nas ultimas duas edigdes dos Encontros Nacionais de Educacgéao
Matematica (ENEM) e dos Seminarios Internacionais de Pesquisa em Educagéo
Matematica (SIPEM), cujos Anais estdo disponiveis no site da Sociedade Brasileira
de Educacédo Matematica (SBEM). Para o levantamento dos trabalhos nos Anais do
XII ENEM (2016), XI ENEM (2013), VI SIPEM (2015) e V SIPEM (2012) foram
utilizadas as seguintes palavras-chave: Politico, Socio, Cultural e Critica. Foram
encontrados 79 artigos. Apds a leitura destes trabalhos, foram selecionados 18
artigos que de alguma forma traziam ideias, através de estratégias em sala de aula
ou conceitos referentes a uma Educacgao voltada para a formagao do cidadao, sendo
analisados sob o olhar da EMC. Vale ressaltar que os 18 trabalhos selecionados sao
decorrentes do ENEM.

Os artigos selecionados foram organizados por niveis de ensino, sendo: Ensino
Fundamental | (1° ao 5° ano); Ensino Fundamental Il (6° ao 9° ano); Ensino Médio e
Formacao de Professores. Cabe ressaltar que em Formacédo de Professores foram
inseridos os artigos que envolviam tanto as propostas de formacgao inicial como as
de formagao continuada. Apos essa organizagdo, os artigos foram analisados de
forma a contemplar os seguintes pontos: autonomia; contextualizacdo do tema;
conscientizagdo por parte dos alunos; reflexdo sobre o tema e sobre a Matematica
inserida a cada proposta de ensino.

Optou-se para esse artigo, apresentar um conceito, resumidamente, sobre EMC,
uma analise e apresentagao dos resultados obtidos na pesquisa ao qual esse artigo
se origina e exemplificar através de uma das propostas em conformidade com os
pontos analisados, que é o trabalho de Santos Cavalcante e Luiz Cavalvante em
“‘Educacao Matematica critica: uma aplicacdo em sala de aula utilizando-se de
situagdes problematizadoras como recurso na proposi¢ao, formulagao e exploragéao
de problemas matematicos” de 2013, através de duas atividades. Essas atividades,
trazem como conceitos fundamentais para a formacao para cidadania, a autonomia
através da valorizacdo das falas e decisbes dos alunos para sequéncia da aula,
conhecimento e compreensao de temas relacionados a nossa sociedade enquanto
pais e mundo, além de tratar, na segunda atividade, um tema abordando qualidade
de vida. Vale ressaltar que as atividades em questao estdo baseadas na Educagao
Matematica Critica e valorizam a cada momento a reflexdo sobre o tema
apresentado e a Matematica a ser aplicada. E proposto pelos autores a leitura de um
texto comparando uma ponte de 2,9 km construida no Brasil, com gasto de 1,16
bilhdes e outra de 42 km construida na China, com gasto de 2,4 bilhdes. Apds a
leitura, questionou-se aos alunos sobre o que o texto falava, o que ele trazia de
importante e como poderiamos fazer para que nosso dinheiro ndo fosse tao
desperdicado, neste primeiro momento refletindo-se sobre o tema. A aula entéo
seguiu através de comentarios dos alunos, assim levando o professor a questiona-
los em como a Matematica poderia ajuda-los para entender o problema, valorizando
cada fala dos alunos, diversos problemas e conceitos matematicos surgiram, neste
momento refletindo-se sobre a Matematica proposta e utilizado, sempre
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considerando as falas dos alunos como meio para construgdo da aula de
Matematica.

As atividades da referida proposta trazem como conceitos fundamentais para a
formagdo para a cidadania, a autonomia por meio da valorizagdo das falas e
decisdes dos alunos para a sequéncia da aula, conhecimento e compreensao de
temas relacionados a sociedade enquanto pais e mundo, além de tratar, na segunda
atividade, de um tema abordando qualidade de vida.

Esta segunda atividade valoriza uma reflexdo mais voltada para o lado humano,
o professor propds a leitura de um texto, contendo a informagdo de que em
determinada cadeia, 85 presos ocupam uma cela destinada a 12 pessoas. Apos a
leitura, segundo os autores do artigo, iniciou-se um debate sobre o tema, onde
novamente toda fala foi e deve ser valorizada. Apesar de alguns alunos
concordarem com uma visdo de que 0s presos mereciam sofrer, uma indagacéao
mudou o rumo da aula, um aluno colocou que a intervengdo criminosa dos
presidiarios nem sempre € questao de escolha, mas sim de falta de oportunidade.
Aproveitando esta fala o professor questionou os alunos sobre se um ser humano
merece passar por tanto sofrimento, mesmo sendo um presidiario e se aqueles
maus tratos e mas condi¢des sanitarias e de saude colaborariam para o presidiario
retornar para a sociedade como um individuo melhor. Neste ponto é valorizada a
reflexdo sobre o tema, apds breve dialogo e apresentacéo de leis referentes a celas
e presidios no Brasil, os alunos utilizaram a Matematica para entender e dar
significados aqueles dados e entender melhor a situagdo daquele presidio, neste
momento valorizando uma reflexao sobre a Matematica.

Ao final detectou-se que, em muitos casos, as atividades propdem aulas que
desenvolvam a autonomia, 0 senso critico e a conscientizagao do papel do aluno na
comunidade ao qual faz parte. Pode-se observar a Matematica como area
fundamental para se alcangar uma Educacao que vise a transformagao e ascensao
social, sendo possivel conciliar a Matematica e suas aulas para alcangar uma
Educacao destinada a formacgao do cidadao.
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Resumo

O “Brincando de Matematico” é uma das atividades de extensdo desenvolvidas pelo
PET-Matematica desde 2005. O objetivo do evento € desenvolver junto aos alunos um
tema que possa enriquecer sua formagao matematica e ao mesmo tempo propiciar-lhe
um contato direto com o ambiente académico. Para isso, sdo ofertadas um conjunto
de aulas e, ao final de cada dia, sao realizadas brincadeiras que fixam o contetudo
matematico aprendido. Para nao prejudicar o periodo letivo dos estudantes, o evento
ocorre durante quatro dias no més de julho (férias escolares). As aulas sao elabo-
radas pelos petianos, bem como o material didatico utilizado na atividade, o qual
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consiste de apostila e outros equipamentos necessarios para o desenvolvimento do
tema. O conteldo escrito passa por uma cuidadosa revisao de uma equipe formada
por alunos do PET e pelo tutor do grupo. Também é oferecido um lanche aos alunos,
visando proporcionar aos participantes uma maior convivéncia dentro do espago da
Universidade. O “Brincando de Matematico” constitui-se em uma experiéncia espe-
cial tanto para o PET quanto para os alunos atendidos, ja que promove um ambiente
adequado para o desenvolvimento daqueles que apresentam um interesse maior pela
matéria, e ao mesmo tempo divulga ideias matematicas sofisticadas em uma lingua-
gem mais acessivel. Esta atividade aumentou a visibilidade do curso de Matematica
entre os alunos dos estabelecimentos de ensino de Curitiba e Regiao Metropolitana.
A experiéncia do grupo nessa atividade nos inspirou a buscar alunos do ensino médio
para um novo projeto de divulgacao do curso de Matematica, intitulado “Um dia na Ma-
tematica”. Este evento de extensao, cuja primeira edicao ocorreu em 2016, acontece
uma semana antes do inicio das inscrigdes para o vestibular da UFPR. O evento con-
siste em um ciclo de palestras e momentos de tira-duvidas oferecidos por professores
do Departamento de Matematica e petianos, com o intuito de oferecer aos estudan-
tes do 3° ano do ensino médio uma oportunidade de “imersao universitaria”. Nosso
objetivo & que o aluno interessado em Matematica possa conhecer melhor o ambi-
ente académico da UFPR, especialmente o ambito do curso de Matematica. Apos a
realizagao deste evento, pudemos notar um sensivel aumento na procura pelo curso
de Matematica no vestibular da UFPR. Sendo assim, percebemos que estas sao ati-
vidades que incentivam o estudante dos ultimos anos do ensino basico a conhecer
melhor o que a UFPR tem a oferecer e, portanto, ajudam a Universidade a cumprir
melhor seu papel de difusora de conhecimento.
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Resumo: Com o intuito de oferecer um treinamento de qualidade para os estudantes
de Curitiba e Regiao Metropolitana que desejam participar de Olimpiadas Matematicas
em geral, alguns professores do Departamento de Matematica da UFPR iniciaram em
2016 um Polo Olimpico de Treinamento Intensivo (POTI), nos mesmos moldes de ou-
tros polos que ja funcionam em outras localidades brasileiras. Esta iniciativa € apoiada
pela SBM — Sociedade Brasileira de Matematica e pelo IMPA — Instituto de Matematica
Pura e Aplicada. Iremos retratar a experiéncia do PET-Matematica no POTI, cujas au-
las ocorrem aos sabados pela manha. Os alunos sao divididos em 3 niveis, Nivel 1:
6° e 7° anos, Nivel 2: 8° e 9° anos e Nivel 3: Ensino Médio. O material didatico é
fornecido pelo IMPA e pela OBM — Olimpiada Brasileira de Matematica e pode ser
acessado via internet livremente. Qualquer aluno da rede publica ou privada pode
participar do POTI, sendo que as inscri¢gdes sao online. O numero de alunos inscritos
vem aumentando pois, ano passado tivemos cerca de 400 alunos inscritos, ja este
ano, tivemos aproximadamente 500. O material a ser trabalhado € dividido em dis-
ciplinas adequadas em cada nivel e o polo conta com a participagao de professores
voluntarios, entre eles, alunos do PET-Matematica, alunos e ex-alunos do Curso de
Matematica (atuais professores de Ensino Fundamental). Esta atividade é registrada
no SIGEU como curso de extensao e conta horas formativas para todos os estudantes
de graduacao envolvidos. Os alunos que recebem o treinamento participam periodi-
camente de simulados a fim de verificar seus conhecimentos e mensurar de maneira
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mais efetiva o conhecimento matematico que estao retendo. A OPRM - Olimpiada
Paranaense de Matematica € uma competicao matematica organizada e concebida
por docentes do Departamento de Matematica e visa incentivar e estimular os estu-
dantes paranaenses ao estudo da Matematica através de problemas desafiadores e
instigantes, promovendo uma integracao bastante saudavel da UFPR (através do De-
partamento de Matematica) com a Escola Basica. O POTI impacta de maneira muito
profunda a dindmica da participacao dos estudantes na OPRM, uma vez que permite
gue o conteldo explorado neste tipo de competicao figue mais préximo do cotidiano do
estudante. A OPRM teve sua 1a edicdo em 2016 e esta, este ano, em sua 32 edicao.
Neste ano a prova da 12 fase da OPRM conteve, aproximadamente, um numero de
11900 alunos inscritos, de todo o Estado do Parana, sendo que, desses, 357 foram
selecionados para a 22 fase. Estes projetos sao coordenados pelos Professores Diego
Otero e José Carlos Eidam, do DMAT-UFPR.

155



EXPLORANDO A GEOMETRIA NO CENTRO HISTORICO DE PARANAGUA -
UMA PRAXIS INTERDISCIPLINAR

Stephany de Oliveira Theodoro'
Licenciatura em Matematica — Unespar
stephany.oliveiratheo@gmail.com

Prof® MS Cristienne do Rocio de Mello Maron (Orientadora)
Departamento de Matematica — Unespar
cristienne.maron@unespar.edu.br

Palavras-chave: Interdisciplinaridade, Geometria, Historia.

Resumo:

Esta pesquisa tem como objetivo discutir o tema interdisciplinaridade e propor um
caminho possivel para o trabalho docente na educagdo basica. Buscou-se uma
aproximacido de dois campos de conhecimento aparentemente distintos e
desconexos, as Ciéncias Exatas e Humanas, mas que tendo um objetivo comum
traz sentido a esta justaposicéo, neste caso, o conhecimento ndo fragmentado. Essa
dinamica pedagogica propde que a interdisciplinaridade nao seja meramente um fim,
mas um caminho possivel a todas as disciplinas, para um olhar as problematicas de
cada campo. Este trabalho surge do interesse pela aproximacao da Matematica e da
Histéria - buscando trabalhar a interdisciplinaridade como caminho para a
compreensao mais significativa de temas como: a geometria no cotidiano, educagéo
patrimonial, memaria e identidade. A proposta € analisar a arquitetura do Centro
Historico de Paranagua com um olhar mais atento aos elementos geométricos
presentes nas construgdes, movimento arquitetdbnico e contexto histérico de cada
edificagédo. A pratica iniciou-se com uma aula de campo, com alunos do sétimo ano
do ensino fundamental do Colégio Estadual Helena Viana Sundin, visando analisar
as edificagdes histéricas da cidade e em seguida relacionar os elementos
geomeétricos observados nestas edificagbes com as constru¢gdes geométricas
baseadas nestes elementos.

A aula de campo inicia com o trajeto do colégio Helena Viana Sundin ao Centro
Histérico da cidade, feito com os alunos a pé. Antes de sairmos do colégio, pedimos
que os alunos observassem com atencdo os detalhes das construgdes e os
elementos geométricos que encontrassem, registrando as imagens que achassem
relevantes. A primeira parada, foi na praga Rosa Andrade, também conhecida como
praca do Guincho, antiga instalagdo do porto de Paranagua. Em seguida, seguimos
pela Rua da Praia, passando pelos casardes que fazem parte da identidade de
nossa cidade. A rota segue entdo em direcdo ao palacete Mathias Bohn, Mercado do
Artesanato e Mercado do Café, finalizando com parada nas escadarias em frente ao
relevo de Emir Roth, renomado artista paranaense. Em cada pausa ocorre a
observacdo da arquitetura, relatando um breve contexto histérico sobre cada
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construgdo, dando énfase para os elementos geométricos (em especial os arcos,
bem presentes na arquitetura das edificagbes). No segundo momento desta pratica,
em sala de aula, foram observados os registros fotograficos feitos pelos alunos e
pela autora, atentando aos elementos geométricos encontrados. Logo apés, foi feita
a construgcdo geométrica dos arcos, ja observados em campo.

Figura 1.
Fonte: Autora 2017.

Figura 2.
Fonte: Autora 2017.

Figura 3.



Fonte: Autora 2017.
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Resumo:

Trata-se do resultado de uma pesquisa de Iniciagdo Cientifica na qual utilizou-se a
Geometria do Taxi, uma geometria considerada nao euclidiana visto que a distancia
entre dois pontos ndo é dada por uma reta mas sim como o trajeto percorrido de um
ponto ao outro dentro de uma malha quadriculada, como uma ferramenta metodoldgica
capaz de interligar e contextualizar conteudos matematicos na Educacgéao de Jovens e
Adultos. Foi descrita por Krause (1975) em uma concepgao educacional, como
ferramenta para estudo da geometria, e também como uma geometria de importantes
aplicagdes praticas, razées que levam a considerar sua abordagem nas aulas de
matematica da Educacao de Jovens e Adultos (EJA). Fundamenta-se esta pesquisa no
que designam as Diretrizes Curriculares da Educacao Basica (DCE) da Rede Publica
de ensino do Parana de 2008 que incluem ao conteudo estruturante Geometrias,
nogdes basicas de Geometrias nao euclidianas, nas Diretrizes curriculares da
Educacgao de Jovens e Adultos que contemplam dos mesmos conteudos, desde que
estes sejam estruturados obedecendo as exigéncias presentes nesta modalidade de
ensino e no que orientam os Parametros Curriculares Nacionais no bloco de espacgo e
forma, que “é fundamental que os estudos do espaco e forma sejam explorados a partir
de objetos do mundo fisico” (BRASIL, 1998, p. 51). A pesquisa ocorreu no Colégio
Estadual Professora Tereza da Silva Ramos em Matinhos — Parana, em uma turma do
ensino médio de matematica nos meses de maio e junho de 2018. Para a pesquisa
foram analisados os conteudos da disciplina trabalhados pelo professor e dados do
perfil dos alunos levantados através de um questionario por eles respondido. Apods esta
analise elaborou-se atividades abordando conceitos da Geometria do Taxi baseando-
se nos conteudos por eles ja aprendidos e em seu perfil. Segundo SKOVMOSE (2000),

"Voluntario do Programa de Iniciagdo Cientifica Unespar
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ha diferentes tipos de referéncias que atividades matematicas podem abordar.
Questdes que se refiram apenas a matematica, a semi-realidade ou ainda a realidade.
Na elaboracdo das atividades observou-se como €& possivel abordar inumeros
conteudos matematicos relacionando-os e contextualizando-os, seja tratando de
situagdes-problemas de semi-realidade ou de realidade fazendo uso da Geometria do
Taxi. As atividades foram aplicadas em quatro aulas (uma noite) cedidas pelo professor
regente da turma e com autorizagdo da equipe pedagogica no més de junho de 2018.

FIGURA 01 — DISTRIBUICAO DOS ALUNOS EM SALA

FONTE: AUTORA 2018

FIGURA 02 — DISTRIBUICAO DOS ALUNOS EM SALA
3 I

FONTE: AUTORA 2018

Aplicaram-se cinco atividades em forma de exercicios divididas nos trés tipos de
referéncias descritas acima. O objetivo foi relembrar os conteudos por eles ja
estudados anteriormente, associa-los entre si e contextualiza-los. Durante a resolugao
das atividades muitas observacoes foram feitas pelos alunos. Ao analisar as
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observagbdes apontadas durante a resolucdo das atividades, constatou-se que ao
abordar uma geometria diferente do habitual os alunos se sentem motivados, o que os
leva a uma alta participagdo em sala. Verificou-se também como esta geometria auxilia
no trabalho dos conteudos matematicos de uma forma n&o fragmentada, deixando
claro assim aos estudantes a correlacao entre os conteudos. Sua correspondéncia com
meio urbano foi um facilitador no que diz respeito ao dar significado aos conteudos.
Constatou-se também, como esperado, que a Geometria do Taxi pode ser utilizada
como uma metodologia aliada contra a fragmentagdo e abstracdo dos conteudos
matematicos.
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Resumo:

Atualmente a formacao de professores possui um tempo destinado a pratica
docente somente nos semestres finais da graduagdo, ocasionando um
distanciamento entre a teoria vista nos semestres iniciais e a sala de aula. Sendo
assim, depende dos académicos buscarem ferramentas que diminuam tal
afastamento.

O GEOMAT, fruto de uma relagao interdisciplinar entre alunos dos cursos de
Geografia e Matematica da Universidade Federal de Santa Catarina, vem como um
complemento a formacgao de futuros professores, buscando introduzir novas formas
de tratar conteudos curriculares e responder frente as demandas dos novos
processos educacionais.

Reunidos por iniciativa propria, os graduandos procuraram a orientagdo de
uma professora do departamento de Metodologia do Ensino do Centro de Ciéncias
da Educacdo (MEN-CED), que tem como linha de pesquisa a formagado de
professores, buscando inserir praticas interdisciplinares logo no inicio da formagao
docente, tendo o GEOMAT como uma forma de colocar isso em pratica.

As instituicdes de ensino apresentam problemas, tendo a necessidade de se
rediscutir o perfil de trabalho de quem educa e das disciplinas escolares. Um
exemplo disso € que muitas escolas ndo conseguem promover agdes que articulem
o conteudo com o dia-a-dia dos alunos, sendo estimulados insuficientemente a
formarem uma visao global do mundo (GARRUTTI; SANTOS, 2017).

Como uma tentativa de responder as demandas por atividades que fagam
mais sentido ao dia a dia dos alunos e a integracdo dos saberes, surge a
interdisciplinaridade, cuja abordagem metodolégica € capaz de acarretar no
desenvolvimento de conhecimentos diferenciados resultantes da relagao
complementar entre disciplinas, sendo um mecanismo capaz de modificar a
estrutura das instituicbes de ensino, por conseguir correlacionar as necessidades
académicas com as da sociedade contemporanea (FORTES, 2017); (GUIMARAES,
2017).

Tendo em vista o que ja foi discutido, o GEOMAT teve como objetivo fazer
com que futuros professores vivenciem momentos diferenciados com respeito a
pratica docente, bem como utilizar a interdisciplinaridade entre Geografia e
Matematica, elaborar materiais que abarquem o conteudo e atividades a serem
propostas, e tornar a aprendizagem significativa pelos participantes.
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As oficinas integradas foram aplicadas de modo que os conceitos da
Geografia séo utilizados para tornar a Matematica mais significativa e vice e versa:
Introducdo ao espacgo e localizagdo; Movimentos da Terra, eclipses e calculos
astronémicos; Elementos cartograficos e plano cartesiano; Coordenadas geograficas
e fuso horario; Calculo de distancia em mapas com o Teorema de Pitagoras; Calculo
de areas poligonais com o Teorema de Pick.

Os encontros desenvolvem-se na E.B.M. Donicia Maria da Costa, localizada
no bairro Saco Grande, Floriandpolis, para os estudantes interessados do 8° e 9°
ano do Ensino Fundamental. Uma vez por semana, as oficinas trataram sobre
temas presentes desde o inicio da formagdo do individuo no ambito escolar,
trabalhando n&o s6 aspectos ja vistos, totalizando 16 encontros distribuidos ao longo
do segundo semestre de 2017.

As reuniées com os alunos foram dadas, inicialmente, por uma apresentagao
do que seria oferecido no dia, através de explicitacdo do assunto e desenvolvimento
do conteudo com atividades e jogos para um entendimento légico. Além disso,
oficinas foram reservadas para resgatar conceitos que ndo foram apropriados pelos
discentes.

Os materiais foram fornecidos pela instituicdo citada, sendo: materiais de
escritério, mapas, globos e apostilas referentes aos assuntos que estdo sendo
explanados no dia da oficina. Além disso, um feedback era escrito e verbalizado
pelos alunos de como foi a experiéncia, de modo a fomentar a argumentagado do
estudante dos pontos fracos e fortes do que estava sendo feito.

A observacao dos alunos foi um elemento fundamental para a realizagéo do
GEOMAT. Os alunos encararam os oficineiros com um olhar de desconfianca,
compactuando com a relagao formal existente na sala de aula regular. Contudo, com
0 passar das semanas, a situagdo se modificou com os estudantes mostrando-se
muito entusiasmados com a dinamica dos encontros.

Por outro lado, nos feedback’s aplicados, conquanto a resposta verificada
confirmou a percepgao descrita no paragrafo anterior, no quesito uso da escrita,
notou-se que eles reproduzem a linguagem oral, apresentando erros gramaticais.

Considerando os imprevistos que ocorrem em trabalhos dessa ordem,
percebeu-se que para alcangar o resultado esperado das oficinas, que € ampliar a
visdo dos participantes do mundo que os cerca, € necessario que haja a frequéncia
constante dos alunos, tendo em vista que os conteudos possuem uma sequéncia.
Isso vai de encontro ao fato de ter havido uma flutuacdo na participacdo dos
estudantes, com uma média de trés alunos por encontro que nao necessariamente
eram 0s mesmos, totalizando seis pessoas, as quais restaram apenas duas fixas até
o término.

Foi atestado, também, que os participantes apresentaram falta de confianca e
também falta de conhecimentos elementares prévios de ambas as ciéncias para
lidar com os temas propostos. Em decorréncia deste fato, foi visto que ha uma
dificuldade em transmitir saberes mais abstratos para eles. Outro ponto de embate é
que ha uma dificuldade em articular atividades praticas que facam um sentido
concreto para os estudantes, porque em nivel académico os universitarios nao sao
estimulados a desenvolvé-las.

Ha, além disso, de se considerar que as produgdes feitas na academia sao
muito distantes da realidade que vive um aluno de ensino basico, 0 que aumenta o
desafio de conseguir apresentar alguns aspectos vistos em nivel superior de forma
entendivel. A titulo de exemplo, a producdo de apostilas para que os estudantes
pudessem acompanhar o que foi realizado em sala de aula num segundo momento
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foi de dificil adequagao a linguagem que os estudantes pudessem compreender, ja
que a linguagem matematica € carregada por simbolos proprios e a geografica por
conceitos especificos, o que acarreta numa dificuldade de compreenséao, havendo a
necessidade de reestrutura-las de forma mais acessivel.

Por outro lado, houve participantes engajados que, mesmo com suas
dificuldades, procuraram sair do que |lhes é proposto tradicionalmente, mesmo tendo
como oficineiros profissionais relativamente inexperientes.

O erro foi um elemento do processo, ja que os autores tiveram diversas
situagdes ndo previstas que geraram equivocos, 0os quais puderam ser trabalhados
nas retomadas ou ainda serviu para um aprendizado mutuo dos envolvidos e
também para aproximar os participantes dos autores, diminuindo o clima de
inseguranga. Outro ponto importante € que algumas oficinas foram estendidas além
do previsto, havendo a necessidade de readequar constantemente o cronograma.

Com o que foi feito por meio do GEOMAT, é possivel afirmar que a
interdisciplinaridade pode ser utilizada como instrumento eficaz na pratica docente e
as oficinas demonstram um grande potencial, podendo serem aplicadas em outras
instituicdes, nesse sentido, o presente trabalho pode servir de exemplo para outros
interessados em praticas desse porte. Vale ressaltar que a realizagao deste trabalho
ocorreu voluntariamente (i.e. sem apoio financeiro por parte da UFSC) considerando
o tempo livre comum dos oficineiros e, mesmo assim, obteve-se bons resultados
como o0s ja citados.

Por fim, deve-se salientar que, para existir uma pratica desse porte, do ponto
de vista institucional, todas as partes envolvidas no processo educacional devem
estar comprometidas, articulando materiais e recursos humanos com o intuito de
tornar a relagao entre diferentes ciéncias mais natural desde cedo.
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Resumo:

A formula de ganho de Mason é utilizada por engenheiros para obter a funcdo de
transferéncia de um grafo de fluxo de sinal. Tal férmula possui diversas aplicacdes em
Engenharia e Teoria de Controle.

Como qualquer conjunto de equacgoes lineares pode ser descrito em termos de um
grafo de fluxo de sinal, é possivel resolver sistemas lineares e calcular determinan-
tes por meio de métodos topoldgicos. Em esséncia, trata-se de contar com pesos
caminhos e loops em um grafo.

O principal objetivo deste trabalho é introduzir os conceitos e as definicdes per-
tinentes que nos permitam entender e provar a férmula de Mason. Em particular,
estudamos a matriz de incidéncia de um grafo e suas variantes de entrada e saida e a
matriz de transmissao, que carrega informacao nao apenas topologica, mas também
dos pesos das arestas. Também procuramos entender a correspondéncia entre propri-
edades algébricas dessas matrizes e propriedades topoldgicas do grafo. Por exemplo,
a relagao entre submatrizes nao-singulares das matrizes anteriores e loops do grafo
gue nao se interceptam.

Outro objetivo € mostrar a aplicagao da féormula de Mason na resolugao de pro-
blemas envolvendo cadeias de Markov. De fato, cadeias de Markov podem ser vistas
como exemplos de sistemas lineares invariantes no tempo, de modo que as técnicas
anteriores se aplicam. Em particular, € possivel calcular e entender de forma gréafica
sistemas estocasticos markovianos.
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Palavras-chave: Relatividade Especial, Espacos de Minkowski, Hiperboldide.

Resumo: A relatividade especial surgiu através da analise de diversos experimentos
feitos para verificar a existéncia do éter luminifero, meio material pelo qual se supos
que a luz se propagava, semelhante as ondas mecéanicas. O ponto crucial para o
questionamento da existéncia do éter foi o experimento de Michelson-Morley, onde,
devido a precisao das medidas, negava a existéncia de ventos de éter, pois nao existia
velocidade relativa entre a Terra e o éter [1]. A partir da interpretacdo de diversos
desses experimentos Einstein postulou os seguintes principios: (i) As leis da fisica
sao as mesmas em todos os referenciais inerciais; (ii) A velocidade da luz € a mesma
em todos os referenciais inerciais. A partir disso, ele obteve diversos resultados de
sua teoria chamada de relatividade especial.

A introducao de tais postulados implica diversos fendmenos fisicos contraintuiti-
vos, tais como a dilatacao do tempo, a contracao do espaco, e as transformacoes de
Lorentz, que sao maneiras de converter medidas entre referenciais inerciais. Uma
afirmacao equivalente ao segundo postulado da relatividade especial, que afirma que
a velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais inerciais, € que o intervalo de
espaco tempo I = —c2At*+ Az + Ay*+Az? é preservado por mudanca de referenciais
inerciais.

A partir disso temos uma maneira geométrica de descrever a relatividade especial,
munindo o espago R*, com a forma bilinear g(u,v) = —ugvg+u1v1 +usvs +usvs, teremos
0 que chamamos de espaco de Minkowski (0 espaco R™ com uma forma bilinear similar
a g generaliza o espaco de Minkowski para dimensao n > 2), e seu grupo de isometrias
lineares, chamado de grupo de Lorentz, € composto por mudancas de referenciais
inerciais e irdo preservar o intervalo de espaco-tempo.

A partir do estudo dos espacgos de Minkowski emergiu o estudo do hiperboloide,
superficie equivalente a esfera, em (R3, (-,-)), isto é, os hiperboléides sdo definidos

*Bolsista do Programa PET-Matematica
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como sendo os pontos » € R? tais que g(z,z) = k, onde k& é uma constante fixada.
Estudamos o caso especial em que £ = —1, onde ¢ induz métrica Riemanniana, e
tal métrica faz com que o hiperboloide tenha curvatura negativa constante, o que nos
fornece um modelo de geometria hiperbdlica. De modo que a superficie seja conexa
(por caminhos), e assim podendo definir a distancia geodésica entre pontos, nos res-
tringimos somente a folha superior do hiperboldide.

Com o estudo do grupo de Lorentz , que funciona de maneira analoga as rotagoes
nas esferas, e a partir das geodésicas dadas pelos meridianos do hiperbolo6ide, é
possivel obter todas as geodésicas, que sao todas interseccoes de planos passando
pela origem com o hiperbolodide. Além disso obtemos a distancia no hiperboldide dada
por d(z,y) = cosh™' (—g(z,y)), onde g € a métrica no espago de Minkowski.

Essa superficie nos permite também contrastar com teorema de Hilbert que diz
gue nao existe superficie com curvatura negativa constante completa imersa isometri-
camente em R3, com a métrica usual, mas em (R?, ¢), o hiperboldide é uma superficie
completa com curvatura negativa constante.
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Resumo

Uma das aplicacdes do estudo das curvas no espaco de Minkowski &€ na teoria
da relatividade especial. Pode-se associar determinadas curvas as trajetérias das
particulas materiais ou das particulas do tipo luz, por exemplo. Neste trabalho é dis-
cutido como é feita a definicdo de curvas neste espaco, além da comparagcdo com
curvas no espagco euclidiano. Outrossim, € possivel dar interpretacoes fisicas a alguns
resultados obtidos. A partir desse contexto, o objetivo do trabalho é a apresentacao
dessas definicoes e comparacoes e mostrar o teorema das equacgoes de Frenet no
espacgo de Minkowski.

Inicialmente, podemos comentar sobre as dimensdes do espaco newtoniano
(isométrico ao R?) e do espago-tempo newtoniano. No primeiro, as trés dimensoes sio
espaciais, enquanto que no segundo, além das trés dimensdes espaciais, existe uma
quarta dimensao perpendicular, que representa o tempo. Assim, no espaco-tempo
newtoniano tem-se um espaco quadrimensional, onde as dimensdes sao independen-
tes entre si. O espaco-tempo de Minkowski € semelhante, porém, nele existe uma
dependéncia entre as quatro dimensoes.

A fim de visualizarmos melhor os resultados, consideramos duas dimensoes espa-
ciais (plano) e uma dimensao temporal. Dessa maneira, definimos o R? como o espago
que é usualmente o espago vetorial R3® consistindo de vetores
{(x1, 29, x3) | 21,22, 23 € R}, mas munido do produto interno (X,Y), = —x1y1 + zoys +
r3y3. Esse espaco é chamado de espaco de Minkowski ou espaco de Lorentz, onde
os vetores tangentes sao definidos da mesma forma que no espaco euclidiano. Nesse
espaco um vetor X € dito:

e tipo-espago, se (X, X), >0
e tipo-tempo, se (X, X), <0

e tipo-luz, se (X, X), =0, mas X # 0

*Bolsista do PICME



Dessa maneira, definimos o cone de luz como o conjunto de todos os vetores tipo-
luz.

Na fisica, geralmente se toma a coordenada temporal como “ct”, onde “C” repre-
senta a velocidade da luz e “t” 0 tempo. Assim, no caso de um vetor tipo-luz, tem-se
que : ¢*t? = x5 + 132, se x; representar a coordenada temporal.

Figura 1: Cone de luz no espago de Minkowski

Uma particula que se move no espaco de Minkowski € definida como uma curva
c: I — R3. Além disso, nesse espaco, uma curva regular é definida de acordo com o
seu vetor tangente, isto é, a curva pode ser tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Um dos postulados da relatividade afirma que nao existem velocidades superio-
res a da luz, portanto, as curvas do tipo-tempo sao as unicas que podem represen-
tar alguma particula material, ou seja, os vetores tangentes a essas curvas sempre
estao dentro do cone de luz. Sendo assim, podemos mencionar os “eventos” que, no
espago de Minkowski, sao tratados como pontos. Em relagao a um dado referencial,
a projecao desses pontos nas dimensodes espaciais indicam a posicao dos eventos, e
a projecao dos pontos na dimensao temporal indica 0 tempo em que esses eventos
ocorrem.

Por fim, o trabalho mostra um lema que diz que toda curva tipo-espaco ou tipo-
tempo pode ser parametrizada pelo comprimento do arco, ou seja, (¢, ¢), = £1. Além

disso, pode ser definido o referencial de Frenet para este espago, que consiste numa

) ¢ ,
base ortonormal, onde e¢; = ¢, g = ———— € e3 = ¢; X ey, Semelhante a como é

|<é’ C) |1
definido no R®. A diferenga é que tem-se e, € {1,—1} com (e1,e1), = €, {e2,€2), =7
e, consequentemente, (es, e3), = en. Assim, um vetor indica uma direcdo negativa no
eixo de coordenadas, enquanto os outros vetores indicam diregdes positivas. Com
esse referencial, pode-se provar as equacgoes de Frenet no espaco de Minkowski:

e 0 KM 0 eq
e | =—re 0 —7en es |,
es’ 0 —7ny 0 e

onde as quantidades « e 7, chamadas curvatura e tor¢cao, sao definidas pelas seguin-
tes equagoes:

K = <€1/,62>1 e 7= <€2/,€3>1.
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Resumo:

Os passeios aleatérios ou random walks formam uma classe de processos es-
tocasticos bastante estudada em virtude de sua simplicidade e do grande numero
de aplicagbes, como por exemplo na matematica financeira, no movimento de uma
molécula em um gas, em circuitos elétricos, entre outros. Neste trabalho estamos in-
teressados em passeios aleatérios sobre grafos com um ndmero finito de vértices ou
nds e em suas relagées com circuitos elétricos. Por causa disso, podemos fazer uso
da teoria de cadeias de Markov com um numero finito de estados.

As cadeias de Markov podem ser vistas como um processo de difusao sobre um
grafo. A hipétese markoviana afirma que apenas o Ultimo estado ocupado é relevante
para a determinacao do proximo estado ocupado [1]. De fato, temos definido um
laplaciano sobre o grafo e a lei de evolugao da cadeia de Markov pode ser entendida
como uma espécie de equacao do calor (discreta). Dessa forma, também existe uma
conexao com circuitos elétricos resistivos.

Um problema importante no estudo de passeios aleatérios € calcular a probabili-
dade de um caminhante atingir um determinado estado absorvente antes de atingir
outro estado absorvente, sendo que ele comecgou seu passeio em um estado nao-
absorvente. Essa quantidade é dada pela funcao probabilidade. Um exemplo de pas-
seio aleatério é dado na Figura 1. Por outro lado, um problema importante na teoria de
circuitos elétricos & determinar as voltagens de um circuito elétrico, ou seja, o potencial
de voltagem em cada vértice. Temos por objetivo mostrar que esses dois problemas
estao relacionados matematicamente. Para isso estudamos a formulagdo matematica
dos dois problemas em termos de grafos, de modo que concluimos que tanto a funcao
probabilidade quanto o potencial elétrico de um no6 sao fungdes harménicas e ainda
constatamos que essas quantidades sao iguais [2].

*Bolsista PICME.
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Figura 1: Exemplo de passeio aleatorio linear com N + 1 estados.

Outra questao estudada neste trabalho é a relacao entre estados estacionarios
da cadeia de Markov e a topologia do grafo [3]. Procuramos formular nossos pro-
blemas em termos da matriz laplaciano, a qual € construida a partir da matriz de
incidéncia, que contém informagdes sobre a topologia do grafo (que representa o pas-
seio aleatdrio) ou do circuito, e de uma matriz peso, que carrega informacao sobre as
condutancias no caso dos circuitos elétricos e probabilidades de transicao no caso de
passeios aleatorios. Com efeito, algumas das questdes estudadas podem ser formu-
ladas como um problema de Dirichlet (discreto) envolvendo esse laplaciano.

Referéncias:

[1] HOWARD, R.A. Dynamic Probabilistic Systems. Vol. 1 and 2. New York:
John Wiley & Sons, 1971.

[2] DOYLE, P. G. ; SNELL, J.L. Random Walks and Electrical Networks. GNU
FDL, 2006. (https://math.dartmouth.edu/ doyle/docs/walks/walks.pdf).

[3] BRUALDI, R.A. ; CVETKOVIC, D. A Combinatorial Approach to Matrix Theory
and its Applications. CRC Press, 2009.
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Resumo:

A otimizacado € uma vertente da matematica para resolugao de problemas, onde
buscamos encontrar uma opgao menos custosa dentre as disponiveis. Essa opgao é
chamada de minimizadores e maximizadores de uma fungao objetivo do problema em
que se esteja analisando. Problemas de otimizacao podem ou nao possuir restricoes,
da modelagem. Neste projeto discutimos o método de Newton e a sua modificacao
Newton Modificado, para problemas irrestritos.

O problema de minimizagao irrestrita consiste em

min f(z),

emque f:R" — R, com f € C?.

O objetivo deste projeto € entendermos o método de Newton, a busca linear inexata
de Armijo e os motivos que levam a fazer mudangas no método de Newton para resol-
ver diferentes tipos de problemas. Em seguida, fazemos a comparagao do método de
Newton Modificado com busca de Armijo com outros métodos:

e Newton “puro” vs Newton Modificado;
e Newton Modificado vs BFGS' com busca de Armijo;

e Newton Modificado com diferentes estratégias de atualizagao.

O método de Newton para o caso irrestrito € um método de otimizacao baseado
na linearizagdo da condigao de otimalidade. Tem-se trés variagcdes deste método:
Newton “puro”, onde fixa-se t, = 1,Vk € N, uma em que fazemos busca exata, e outra

*Iniciagao Cientifica.
0 nome do método BFGS, é uma sigla, que tem referéncia aos nomes dos criadores do método:
Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno.
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para busca inexata. Encontramos a diregcdo d* do método de Newton resolvendo o
sistema.
V2 f(ah)d" = =V f(a")

Em posse da direcdo, fazemos a busca na direcio d*. Neste projeto a busca ine-
xata é feita pela condicao de Armijo, em que se varia o parametro t; para obter

f(2® + td¥) < f(a®) + apt VA (2*)Td",

onde « € (0,1) é o parametro de Armijo e ¢, € (0,1]. Fazemos essa busca através
do backtracking, em que encontramos a menor poténcia ¢, = of,p = 0,...,n que
satisfaca a condicao de Armijo.

A busca de Armijo com backtracking s6 funciona se a matriz Hessiana V2 f(z*) for
definida positiva. Para escapar desse problema, sugerimos a modificacao da Hessiana
V2f(x®) por B, = V2f(z*) + prI, com p, > 0 escolhido de forma que B, seja definida
positiva. Esse método é chamado de método de Newton modificado.

Neste projeto buscamos encontrar p;, que além de tornar a Hessiana definida posi-
tiva no método de Newton, melhore o desempenho do método de Newton Modificado
tornando-o mais eficiente em termos de tempo para encontrar o minimizador e a quan-
tidade de iteragoes para tal minimizagao.

No método de Newton Modificado, uma maneira para verificar se a matriz B, €
definida positiva, € usando a decomposicao de Cholesky, pois esta s existe se a
matriz é definida positiva. Neste projeto também implementamos a decomposi¢ao de
Cholesky.

Referéncias:
RIBEIRO, A. A.; KARAS, E. W. Otimizacao Continua: aspectos tedricos e compu-
tacionais. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

RUGGIERO, M. A. G.; LOPES V. L. d. R. Calculo Numérico: aspectos tedricos e
computacionais. Markon Books Brasil, 1997.

WRIGHT, S.; NOCEDAL, J. Numerical optimization. Springer Science, v. 35, n 67-
68, p. 7, 1999.
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Resumo:

As Redes Neurais Atrtificiais ou Artificial Neural Networks (ANNs) sao modelos de
classificacao ou regressao baseados nas redes neurais bioldgicas. As Redes Neurais
sao alguns dentre os métodos mais conhecidos no universo de Machine Learning. As
Figuras 1 e 2 ilustram o0 modelo de uma rede.

{M‘
o

output layer

W
i
o§

@ input layer

Figura 1: Modelo dos Neurdnios Figura 2: Estrutura em Camadas

hidden layer 1 hidden layer 2

Rede Neural Artificial
O pipeline tradicional de aprendizado de maquinas supervisionado consiste em:

e Extrair features de modo especifico para o problema.
e Treinar um método de classificagao a partir de dados rotulados.

e Extrair as mesmas features de uma amostra de teste para classifica-la pelo
método treinado anteriormente.

*Bolsista do Programa PICME.
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Deep Learning ou Aprendizagem Profunda é uma abordagem atribuida a modelos
que nao apenas treinam como no pipeline tradicional, como também as features sao
aprendidas a partir dos dados. Sao modelos de elevado grau de complexidade por

possuirem varias camadas na sua estrutura.
A Transformada de Hough é utilizada na detecgao de linhas numa imagem. A
transformada analisa todas as linhas possiveis de uma imagem na forma (¢, r).

X
r = xsin(¢) + ycos(o)

roe {—\/Mz—l—Nz,\/Mz—sz] ik !
™ T
¢ € |-33)

Sendo que M e N representam a altura e a largura da imagem original respecti-
vamente. As retas sdo adicionadas numa matriz de votagdo com eixos (¢, r) como
indicado na Figura 3 que foi gerada pela Figura 4. Dado a matriz de votagao o pro-
blema passa a identificar os pontos ou picos que representam uma reta na imagem
original.

Figura 3: Matriz de Votagao Figura 4: Imagem Original
Transformada de Hough

Utilizamos uma Rede Neural Convolucional ou Convolutional Neural Network (CNN),
qgue € um modelo de Deep Learning, para a deteccao de picos na transformada. A rede
surgiu de estudos sobre cortex cerebral e € muito utilizada na area de visdo computa-

cional para detec¢ao de padroes em imagens.
O modelo foi treinado e testado utilizando um gerador de imagens. Para uma
validacgao final utilizamos uma imagem real comparando com outros processos.

Referéncias:

1. NIELSEN, M. A. Neural Networks and Deep Learning. Determination Press,
2015.

2. GERON, A. Hands-On Machine Learning with Scikit-Learn and TensorFlow.
O'Reilly, 2017.

3. LIMA, E. L. Curso de analise. 9ed. IMPA, 2006.
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Resumo:

Um método famoso e muito eficiente para minimizacao de fungdes é o Método de
Newton. Porém, para alguns casos o método ndo pode ser aplicado, como por exem-
plo quando a Hessiana da fungao que quero minimizar ndo é definida positiva. O ob-
jetivo do método de Newton Inexato € manter a eficiéncia de convergéncia do método
de Newton, mas tratar essas situagoes.

O método de Newton Inexato consiste em resolver de forma aproximada o sistema:

{ V2fkpk = -V

Thy1 = Tk + CiDi

em que, consideramos o residuo:

r. = V2 fipe + Vi

e encontramos um p,, que satisfaz:

7l < mel IV £l
para algum 7 € [0,7n], comn € [0, 1).

Nesse estudo, para encontrar a diregao py, utilizamos o método de Gradientes Con-
jugados com algumas modificagoes.
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Além de mostrar brevemente a construgao do Método de Newton Inexato, implemen-
tamos o método na linguagem Julia, aplicamos o método nas fungdes da biblioteca
CUTEst e comparamos o desempenho do método com outros métodos que também
sao utilizados para minimizagao de funcao.

Referéncias:
NOCEDAL, J.; Wright, S. J. Numerical optimization. New York: Springer, 2006.
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Resumo:

A otimizacdo linear é frequentemente usada para resolver problemas, pois muitas
aplicacoes sao bem representadas por modelos lineares de otimizagao. A minimizagao
de custos, por exemplo, permite maior eficiéncia na administragao de recursos. Esse
trabalho estuda o método Simplex Revisado para otimizagao linear, que foi implemen-
tado com atualizacao Suhl e Suhl da decomposicao LU da matriz de variaveis basicas,
buscando melhor desempenho computacional.

O modelo de otimizacao simplifica o problema real, sendo o objetivo minimizar
ou maximizar uma fungao objetivo z(z) que representa a qualidade da escolha. As
variaveis de decisdo = incluem as escolhas possiveis que influenciam a fungao obje-
tivo. Essas variaveis sao, no geral, limitadas por restricoes, como limites fisicos ou a
disponibilidade de recursos.

Na otimizacao linear tanto a funcao objetivo quanto as restricoes das variaveis
sao fungdes lineares. As restricoes dadas por desigualdades, bem como variaveis
livres, podem ser convertidas em igualdades pela introducao de variaveis de folga que
nao alteram a funcao objetivo. Assim, sem perda de generalidade, utiliza-se a Forma
Padrao (1) para problemas de otimizacao linear,

minimizar ¢’ z (1)
sujeitoa Az =0, x>0,

sendo A € R™*" b € R™, c € R", ¢’z a fungao objetivo e Az = b,z > 0 as restrigoes.
Pode ser demonstrado que se existe uma solugao 6tima viavel (que minimiza z na
regido viavel) entdo existe uma solucao basica 6tima viavel, isto € aquelas onde no
maximo m variaveis sao nao nulas, e sua interpretacao geomeétrica sao os vértices da
regiao viavel. Com isso, para resolver o problema basta encontrar o minimo entre um
numero finito de solugdes basicas viaveis. O Simplex é caracterizado pela busca entre
solugdes basicas viaveis sempre reduzindo ou mantendo o valor da fungao objetivo.
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Durante a busca do método Simplex Revisado sao resolvidos dois sistemas linea-
res por iteragdo, de forma B\ = be Bd = A,. A matriz B € R™*™ é composta pelas
colunas de A relativas as variaveis basicas, que sdo as m variaveis que podem ser
ndo nulas, e o vetor A, é a g-ésima coluna da matriz A. A solugdo desses sistemas
corresponde a grande parte do custo computacional do método.

Na busca do Simplex € alterada uma variavel basica por iteragao, o que corres-
ponde a atualizar B por uma unica coluna. Para facilitar a solugdo dos sistemas com
B, uma estratégia classica é calcular B~! somente na primeira iteragio e entio atua-
lizar a inversa nas demais iteracoes.

Outra estratégia é calcular a decomposi¢cédo B = LU e entdo resolver Bd = A,
pelos sistemas triangulares Ly = A, e Ud = y. A solugao desses sistemas triangu-
lares é feita por substituicao direta, sendo assim muito mais eficiente que resolver o
sistema original. A dificuldade dessa estratégia € o custo computacional para obter a
decomposicao LU.

Inicialmente temos B = LU, mas na iteracao seguinte teremos B, que diferencia
de B numa coluna p substituida por A,. Essa relacao entre B e B, pode ser escrita
como

By = B+ (A, — Bey)ey,

sendo ¢, a p-ésima coluna da matriz identidade. Com isso podemos escrever para B,
a relacao

L'By =R=U+ (L""Aq—Uep)e] .

A matriz R é triangular superior exceto pela coluna p.

Nesse trabalho foi estudada a atualizagdo de LU proposta por Suhl e Suhl [3] na
qual primeiramente é aplicada a permutagdo P? deslocando a coluna p para o final
da matriz e entao sao anulados os elementos da linha p, exceto o ultimo, por meio de
operagdes elementares com as linhas p + 1 até m dadas pela matriz M. Apos essas
operacdes, basta aplicar P nas linhas da matriz para obter U = PM'RPT, que é
triangular superior. Todas as etapas da atualizacao estao ilustradas na Figura 1.

p p p p

Figura 1: Etapas da atualizagao da matriz U.

Definindo a matriz L = PM P”, apés k atualizagdes o sistema original LUd = A,
se torna ) ) i
LyUpd = LPI'Ly--- Pl | L, P LyUpd = A,.

Dessa forma a matriz U é transformada em outra triangular superior U usando matri-
zes de permutacgoes P;’s e matrizes triangulares L,’s, conservando a matriz L. Embora
varias novas matrizes sejam criadas durante as atualizacées o sistema pode ser re-
solvido de forma recursiva, e todas as matrizes sao triangulares. Além disso, uma
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matriz L; possui no maximo (m — 1) elementos que precisam ser armazenados para
sua aplicagao, assim como cada permutacao P pode ser armazenada em um vetor de
m valores inteiros, resultando em baixo custo de memoria.

A vantagem de atualizar a decomposi¢cao LU em vez de recalcular toda iteragao
€ perdida apos muitas atualizagdes sucessivas, pois as operagdes de atualizagao se
acumulam. Assim, apés certo nimero de atualizagdes torna-se mais vantajoso recal-
cular a decomposicao LU e reiniciar as atualizacoes. Esse niumero depende muito da
eficiéncia do método utilizado para obter LU e também do tamanho da matriz B.

O método Simplex foi implementado em trés variantes: (i) com a atualizagao da
matrix inversa, (ii) com decomposi¢cao LU em cada iteragao, e (iii) com decomposi¢ao
LU e atualizagdo da decomposicao. Comparamos as trés variantes em relagao ao
tempo e capacidade de resolver problemas, para varios problemas conhecidos da
literatura.

Referéncias:

[1] BERTSIMAS, D. e TSITSIKLIS, J. N. Introduction to LINEAR OPTIMIZATION.
Athena Scientific, Belmont, Massachussets, 1997.

[2] MAROS, |. Computational Techniques of the Simplex Method. Springer
Science+Business Media New York, 2003.

[3] Suhl, L. e Suhl, U. A fast LU update for linear programming. Annals of Operati-
ons Research, 1993.

[4] Netlib Repository. <http://www.netlib.org/lp/>
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Resumo: O Problema de Estoque e Roteirizagao ou Inventory Routing Problem (IRP)
consiste nas decisdes de gerenciamento de estoque, roteirizacao de veiculos e progra-
magcgao de entrega feitas pelo fornecedor para os seus clientes. O Vendor Managed
Inventory (VMI) é uma das técnicas propostas pelo Movimento Efficient Consumer
Response (ECR) ou Resposta Eficiente ao Consumidor e desenvolve metodologias
para solucao deste problema com base em politicas especificas de estoque e da ca-
deia de suprimentos. Essa técnica beneficia ambos os lados, o fornecedor reduz os
custos totais de estoque e transporte e os clientes aumentam o nivel de servico e
investem menos recursos no controle do nivel de estoque e pedidos.
As decisdes que o fornecedor tem que tomar simultaneamente sao:

e Quando reabastecer cada cliente,
e Quanto entregar a cada cliente quando ele é reabastecido,

e Qual o roteiro de abastecimento,

com o objetivo de minimizar os custos de estoque e transporte, de modo que as de-
mandas de todos os clientes sejam atendidas.

Muitas versoes do IRP foram descritas ao longo dos anos desde Bell et al. (1983),
nao existe uma versao padrao do problema. Veremos aqui uma versao basica que é
classificada com sete critérios: horizonte de planejamento, estrutura, roteiro, politicas
de estoque, decisdes de estoque, tamanho e composicao da frota de veiculos.

Cada critério é definido de acordo com as suas opgodes, para esta versao basica o
horizonte de planejamento é finito. A estrutura do problema sera com um fornecedor e
varios clientes e conhecemos as demandas dos clientes no inicio do horizonte de pla-
nejamento, ou seja, deterministica. No roteiro teremos varios clientes na mesma rota.
A politica de estoque que define a regra para reabastecer os clientes sera a politica
Order-up-to Level (OU), ou seja, sempre que um cliente € visitado a quantidade a ser
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entregue sera para preencher a capacidade de estoque deste cliente. As decisdes
de estoque determinam como o gerenciamento do estoque é modelado, para isso va-
mos restringir o estoque como nao negativo. Teremos uma frota de veiculos composta
por mais de um veiculo. Ja o critério para a composi¢ao da frota de veiculos sera
homogéneo, entdo todos os veiculos vao ter a mesma capacidade.

O modelo estudado é uma extensao do artigo de Archetti et al. (2007) proposta
por outros dois artigos, Coelho and Laporte (2013) e Adulyasak et al. (2013). Ele foi
desenvolvido assumindo que a matriz de custo de roteamento (c;;, 7, j € V) é simétrica,
entdo o IRP basico € definido em um grafo ndo direcionado G = (V,€) onde V =
{0,---,n} é o conjunto de vértices e £ = {(i,j) : i,5 € V,i < j} € o conjunto de
arcos. O vértice 0 representa o fornecedor, e os vértices de V' = V\{0} representam
clientes. Tanto o fornecedor quanto os clientes possuem custo unitario de manutencao
de estoque h;, i € V, e cada cliente tem uma capacidade maxima de estoque C;,
i € V. A duracao do horizonte de planejamento é p, onde cada periodo de tempo
te T ={1,---,p}. Aquantidade de produto disponivel no estoque do fornecedor & r-.
Assumimos que o fornecedor tem estoque suficiente para atender todas as demandas
durante o horizonte de planejamento. As variaveis I} e I!, i € V', sdo definidas como
0s niveis de estoque no final do periodo ¢. O nivel de estoque de cada cliente nunca
podera exceder a sua capacidade maxima.

No inicio do horizonte de planejamento, conhecemos o nivel de estoque atual do
fornecedor e de todos os clientes (I e I? para i € V'), a demanda d! de cada cliente
i para cada periodo de tempo t € o conjunto K = {1,--- , K'} de veiculos com capaci-
dade 9y, que nao podem ser excedidas. Cada veiculo pode realizar no maximo uma
rota por periodo de tempo, para entregar produtos do fornecedor a um subconjunto de
clientes. Definimos a variavel =}/ como o nimero de vezes que a borda (i, j) é usada
na rota do veiculo k£ no periodo . Note que =}/ pode assumir os valor 0, 1 ou 2, onde
2 significa que ela é usada na ida do fornecedor para um determinado cliente e na
volta deste cliente para o fornecedor, o que faz sentido porque garantimos que nao
havera loop. A variavel y* é uma variavel de decisdo e sera igual a 1 se, e somente
se, o cliente 7 é visitado pelo veiculo k no periodo ¢, e a variavel ¢/ é a quantidade de
produto entregue ao cliente i pelo veiculo k£ no periodo t.

O problema pode entao ser formulado como:

min YOS RIAY Y Y cyal

eV teT 1€V JEV, i< keK teT
s.a I=I"+r"=> Y ¢,
ke i€V’
t t—1 kt t /
‘[’L:]’L +Zqz _dza'lGV?
kek

I'>0,ieV, II<C,ieV,
Nt <G -1 eV,

ke
Colt — IV < gl <Cwl', i eV,
kt kt
Z q; < Qkyo )
i€V’
kt kt kt -
doowt D wi =2y i€V,
JEV i) JEVi>]
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DX wy =2y —ym SCV . meS,

1€S jES,i<] €S

' >0, aifef0, 1,2}, affe{0, 1}, VijeV,
ytefo, 1}, icV,VkeK, VteT.

Implementamos esse algoritmo na linguagem de programacao Julia (Bezanson
et al. (2017)), através do pacote JuMP (Dunning et al. (2017)) que é especifico para
modelagem de problemas de otimizagao, e usamos o solver Gurobi testando com as
instancias citadas no artigo do Archetti et al. (2007), para problemas de baixo e alto
custo com horizonte de planejamento igual a 3 e 6. Este algoritmo foi estudado a partir
do artigo do Coelho et al. (2014).
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